Algebra II — jaro 2024 — 4. termin

Vsechna svoje tvrzeni precizné zdtvodnéte.

1.

(10 bodu) Popiste svaz podalgeber algebry (Z, x), kde * je binarni operace defi-
novana predpisem
nsd(a,b), pokud 0 <a <b,
axb=1< —b, pokud b < 0,
a—+b, jinak.

. (5 bodt) Nechf M je mnozina neprazdnych kone¢nych svazt takova, ze z kazdé

tFidy izomorfismu obsahuje pravé jeden svaz. Pro libovolné svazy K, L € M polo-
zime K < L, jestlize existuji prvky a a b ve svazu L takové, ze a < b a svaz K je
izomorfni intervalu (a, b) ve svazu L. Rozhodnéte, zda usporadand mnozina (M, <)
je svaz.

. (5 boda) Na mnoziné L vSech nekoneénych posloupnosti (a;);>1, kde a; = 0 a

a; € Z pro i > 2, je definovano usporadani T, kde (a;);>1 T (b;);>1 plati pravé
tehdy, kdyz je posloupnost (b; — a;);>1 neklesajici, tj. pro vSechna i € N plati
b; —a; < b1 — a;11. Rozhodnéte, zda pridanim nejvétsiho a nejmensiho prvku
k uspofadané mnoziné (L, C) ziskdme uplny svaz.

. (5 bodu) Uvazujme usporddanou mnozinu (P(N) x P(N), <), kde

(A,B)<(C,D) <« 3ECN:A=CNE&B=DNE.

Rozhodnéte, zda pridanim nejvétsiho prvku k této usporddané mnoziné ziskame
algebraicky svaz.

. (10 bodu) Na mnoziné M vSech neprazdnych koneénych mnozin kladnych ce-

Iych ¢isel uvazujme relaci ekvivalence ~, kde A ~ B plati pravé tehdy, kdyz
nsd(A) = nsd(B). Pro kazdou z algeber (M, f,+) a (M, U, ) rozhodnéte, zda ~ je
jeji kongruenci, pfi¢em? pro viechna A, B € M je definovano f(A) = {a® |a € A},
A+B={a+blac A, be B} aAxB={nsn(a,b)|a€ A, be B}.

. (10 bodu) Uvazujme typ algeber sestavajici z bindrnich operac¢nich symboli e

a L a unarnich operacnich symboli f, p a s. Pro kazdou z nasledujicich identit
rozhodnéte, zda je splnéna v algebte

A= (P({a,b}T), o4, LA, fA pA, 54,

jejiz operace jsou pro libovolné jazyky neprazdnych slov K, L C {a, b} definovény
predpisy

Ke*L={w|ueK vel}, KUAL=KUL,

FAL) ={w e {a,b}T |Vt € L Fu,v € {a,b}*: vwv =},

pML)={we{a,b}t |Vt e LIve{ab}:wv=t},

sML) ={w € {a,b}" |Vt € L Ju € {a,b}*: uw =1}

a) flzey) = (fx) U f(y)U(s(x)ep(y)) D) fi(2) = f(z)

(15 bodt) Rozhodnéte, na které z operatorti H, S a P je uzaviena t¥ida vSech
svazlil L, v nichz pro vsechny prvky a,b,c € L splnujici a < b < ¢ existuje prvek
d e L\ {b} splitujici a < d < c.



