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Osnova predmétu |

1. Algebra (4 tydny)

>

Komplexni &isla C: operace, algebraicky a goniometricky tvar,
Moivreova véta.

Délitelnost, zbytkové t¥idy Z,, Eukleidiv algoritmus,
Bezoutova véta, inverzni prvky.

» Polynomy: koFeny, Hornerovo schéma.
» Maticovy pocet, soustavy linedrnich rovnic, Gaussova

>

eliminace, inverzni matice, ukazky vyuZiti.

Vektorovy prostor, nezavislost vektordi, hodnost matice, baze,
podprostory.

Determinant matice, Cauchyova véta, Laplacelv rozvoj.

2. Geometrie (4 tydny)

>

Linedrni zobrazeni: matice zobrazeni, vlastni &isla a vlastni
vektory, zména baze, dilezité p¥iklady (symetrie, projekce).

» Afinni geometrie: generovani podprostor(, vzajemna poloha.
» Skalarni soucin, velikost vektoru, vzdélenosti a odchylky

podoprostort v R3.
Obsah a objem, viditelnost.



Osnova predmétu Il

3. Teorie &isel (2 tydny)
» Velké mocniny v Z,,.
» Rozklad modulu, soustavy kongruenci, ¢inskd zbytkovd véta.

» Aplikace v Sifrovani: RSA, ElGamal.
4. Aplikace (2 tydny)
» Linedrni modely: rekurentni posloupnosti, Leslieho model
ristu, Markovovy procesy.
» Linedrni optimalizace: dloha linedrniho programovani a jeji
formulace, grafické ¥eSeni, simplexovy algoritmus.

1. Algebra ———— 2. Geometrie

3. Teorie &isel 4. Aplikace



Zdroje

» M. Bulant, M. Pandk, J. Slovdk, Matematika drsn& a sviZzné
(2013).
» math.muni.cz/“cadek, math.muni.cz/"klima

» Materidly ze starSich b&hda.



Povinnosti, hodnoceni, doporuéeni

» Absolvovat 9 cvigeni.

» Odpovédniky jsou nepovinné, vyuZijte k procvi¢ovani.

» Hodnoceni vychazi z pisemné zkousky na konci semestru,
vnitrosemestralni testy nejsou.

» (P¥iblizné/ptedb&zné) znamkovani: A...80%, B...70%,
C...60%, D...50%, E...40%.

» Samostatny list pro kaZdy okruh za 5 bodi, 2-3 testové
otazky po 1 bodu (v&etn& teoretickych) a pocetni ptiklad za
zbytek bodd.

» Chod'te do %koly, p¥ipravujte se na cvi¢eni, studujte priib&zné.

> Nespecializujte se jen na nékteré okruhy, , E-studium” je
riskantni a $kodliva strategie (navazujici predméty, statnice).

» P¥edmé&t neni (jen) o Fedeni typovych dloh. Cilem je pochopit
zakladnich principd a postupti a ziskat schopnost ,,poradit si s
¢imkoli* (obraceni otdzky, kombinace postupt, uméni zvolit
G¢innou metodu).

> Jsme tu s cvidicimi pro vas.



Algebraicky tvar komplexniho &isla

Rozifovani &iselnych oborli — obvykle chceme rozsi¥it nékterou
omezenou vlastnost:

N—>Z—->Q—R<—=C

Komplexni &isla si obvykle pfedstavujeme v algebraickém tvaru

z=a-+ bi.

Wb

RedIné konstanty 0,1 se chovaji ,,normalné".
i ... imagindrni jednotka, i* = —1.
a ... redlnd &ast, a = Rez.

b ... imagindrni &ast, b = Im z.



Operace s komplexnimi &isly
(a+bi)+(c+d)=(a+c)+ (b+d)i
(a+ bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

—(a+ bi)=—a—bi

1 a— bi a— bi a —-b

at+bi (a+ bi)(a—bi) a2+ b2 _az+b2+az+b21

(pro a* + b2 # 0)

Cislo a — bi se nazyva komplexné& sdruZené k a + bi. Jejich soutin
a® + b? je vdy redlny a nezaporny.



Ptiklady na komplexni &isla |

Upravte na algebraicky tvar:

(1) (2-3i)(-1+2i)=—2+4i+3i —6i> = (-2+6)+i(4+3) =
=447

—3i 2-3i)(—1-2i 8
(2) 2254 = Sy ==



Gaussova rovina

Va2 +b%2-cosop 3+ bi

Va2 + b2 E\/32+b2-sin¢

¢
a Re

|z| = Va2 + b2 ... absolutni hodnota,

¢ ... argument.

Pokud |z| = 1, nazyvdme z komplexni jednotkou. VVsechny
komplexni jednotky tvofi jednotkovou kruZnici se sttedem v 0.



Goniometricky tvar, Moivreova véta

z = |z|(cos ¢ + isin ¢)
Podle konvence volime ¢ € [0,27). |z|, ¢ jsou poldrni soutadnice.

Na scitani se tolik nehodi, ndsobeni je zajimavéjsi:

z = |z|(cos ¢ + i sin @), w = |wl(cos ) + isinv)),

z-w = |z| - |w|((cos ¢ cos ) — sin ¢ sin1)) + i(cos ¢ sin1p + sin P cos 1))
= |z| - [w|(cos(¢ + ©) + isin(¢ + 1))

(Soutin absolutnich hodnot, souget argumenti.)

Moivreova véta:

z" = |z|"(cos ng + isin ng)



P¥iklady na komplexni &isla I

(3) Najdéte goniometricky tvar &isla 1 — /.

1—i=vVI2+12=1+2
1—i=+v2(cos I + isin IF)

Obréacend dloha je lehkd — spotitdme sinus a kosinus a
roznasobime absolutni hodnotou.



Ptiklady na komplexni &isla Ill

(4) Spotitejte mocninu (1 — i)1°.

VyuZijeme znalost goniometrického tvaru z minulého p¥ikladu a
Moivreovu vétu:

(1 . I')lO — (\ﬁ)lo(COS 10-77 + isin 10- 77r)'
0=16+ 32, odtud (1 — )1 = 2%(cos 3T + isin 3F) = —32i



Zajimavé vyuZiti mocnin

Mocninu komplexniho &isla Ize spoéitat i ,,hloupé&" z algebraického
tvaru pomoci binomické véty:

10 10 10 10
1_'10: 110_ 19'1 18'2____ '10.
(1=1) <o> 1) ) 1)’

Po tpravé a porovnani redlné a imaginarni &asti se spoditanou
mocninou dostaneme identity:

o (9)-(5)+(2)- () (3)-(2)
- (5-(9+()-()- ()



Ptiklady na komplexni &isla 1V

(5) Najd&te vechna ¥egeni rovnice x3 = —1.
Regeni x = —1 vidime hned.

Ostatni dostaneme z goniometrického tvaru
—1 =1(cos7 + isinm). Ptdme se, jak dostat dhel 7 nebo jeho
posunuti o ndsobky 27 jako trojndsobek argumentu ¢ hledaného x:

m 57

3’ ¢2 =T, $3 = —.

¢1 = 3

P¥evodem na algebraicky tvar dostaviame 3 ¥e3eni:

_1+iV3 _1-iv3

> xo = —1 X3 >

X1



v ’

/Znazornéni ¥eSeni mocninné rovnice

A A
L/

Ear S an
s

ReZeni podobnych monomialnich/mocninnych rovnic vidy vytva¥i
pravidelny n-thelnik se stfedem v 0, kde n je mocnina.




Komentare ke komplexnim &isliim

» VyuZiti komplexnich &isel: pohodInéjsi popis fyzikalnich teorii
(kmity, vIn&ni, elektfina, kvantovd mechanika), v algeb¥e maji

polynomy vZzdy ,dost kofenl", triky v matematické analyze,
kombinatorice, atd.

» Pozadavky: osvojeni terminologie, (pravy vyrazl na
algebraicky tvar, pfevody mezi algebraickym a
goniometrickym tvrem, ¥eSeni mocninnych rovnic.



Délitelnost v N (Z)

alb... adé&lib, pokud existuje c takové, ze ac = b

Kriteria délitelnosti:

>

>

. posledni &islice je suda,

. posledni 2 &islice jsou délitelné 4,

2

4

5 ... posledni &islice je O nebo 5,

3 ... ciferny soucet je délitelny 3,

9 ... ciferny soulet je délitelny 9,

11 ... Cislice seltené se st¥idajicimi se znaménky davaji &islo
dé&litelné 11 (rodna &isla, kontrola prohozeni sousednich &islic),
pfiklad: 12342 je délitelné 11, protoze 1 —2+4+3 —4 +2 = 0.

Téma k zamysleni: kriteria délitelnosti v jinych &iselnych
soustavach.



Déleni se zbytkem

Pro pevné pfirozené n (tzv. modul) se zajimdme o mozné zbytky
celych &isel po déleni a: n. Jsou to 0,1,...,n— 1. (Zbytek chceme
nezdporny i pro zaporna celd &isla!) Pro dané a je zbytek z dan
jednoznacng, tj. a = kn + z lze zapsat jedinym zplisobem.

Pojmy délenec, délitel, podil, zbytek, (nejvétsi) spoleny délitel,
(nejmensi) spole¢ny ndsobek.

Pokud je NSD &isel a, b jedna, ¥ikdme, Ze jsou nesoudélna.
Pokud a, b davaji po déleni n stejny zbytek, Fikdme, Ze jsou

kongruentni modulo n a piseme

a=b (mod n).

Relace = je relaci ekvivalence a dokonce kongruenci v algebraickém
smyslu, tj. faktorizace Z — 7/ = zachovavd mnohé po&etni
operace. FaktormnoZinu (rozklad podle =) znatime Z,.



Zbytkové tFidy

e
[ I=)
[ 18,1
[ Ie))

~

[3]

Zy ... mnozina zbytkovych t¥id modulo n
[a] € Zp, ... t¥idy rozkladu

Pro operace se ové&fuje korektnost, napt.: [a] + [b] = [a + b] Fika,
ze stitani nezavisi na volbé reprezentantd.

Ne ve se povede, nap¥. nefunguje pfenos usporadani: 1 < 2,
ovdéem 1 =7 > 2 (mod 6).



Vs

Pravidla pro poditan

Ve
|

s kongruencemi

» Kongruence lze stitat (podobng jako rovnice).
» Obé strany kongruence lze vyndsobit stejnym &islem.

» Obg& strany kongruence Ize vydélit stejnym &islem, je-li toto
¢islo nesoudélné s modulem.

» Ke kaZdé strané kongruence lze pFiéist jakykoli ndsobek
modulu (vymé&na reprezentanta t¥idy).

> Misto v&tsiho zbytku z je nékdy praktictéjsi volit jako
reprezentanta zaporné &islo z — n s mensi absolutni hodnotou
(nap¥. —1 misto 5 v modulu 6).



Ptiklady na zbytkové tfidy |

(1) Urkete zbytek po d&leni &isla 14 - 23 Zesti.
14.23=2-(—-1) = =2 =4 (mod 6), zbytek jsou 4.

(2) Reste kongruenci 5x = 8 (mod 7).

Posunutim 8 o 7 dostaneme 5x = 15 (mod 7), pficemz 5 je
nesoudé&nd s 7. Odtud x = 3 (mod 7), tedy zbytek jsou 3 (dobré
ud&lat zkousku).

Jiny zplisob: 5x zménime na —2x a kongruenci vydélime —2, atd.



Eukleiddv algoritmus

Eukleidiv algoritmus pot&itd nejvétsi spole¢ny délitel dvou
prirozenych &isel a, b. Hlavni my3lenka: Pokud c | ai ¢ | b, pak

¢ | a— b nebo jesté obecndji ¢ | a — kb pro libovolné b. Odebirdme
co nejvétsi nasobek mensiho &isla z vétsiho &isla. Mensi &islo
zaujme roli vétsiho, spotitany zbytek roli mensiho. Postup
opakujeme, dokud nevyjde 0. Hledanym NSD je zbytek z p¥edchozi
Iterace.

P¥iklad: a =51, b = 15.
51=3-15+6,a1 =15,b; =6
15=2-64+3,a0=6,bp =3

6 =2-3+4 0, hotovo, zbytek je 3



Bezoutova véta

Véta

Pro kaZzda dvé cela &isla a, b existuji celd Cisla k, | takova, Ze
ka+1b=m,
kde m je nejvétsi spolecny délitel a, b.

Pro nas jsou dileZité predpovidané koeficienty k, /. Po&itame je
rozsitenym Eukleidovym algoritmem pro a, b. Ten si pamatuje
pribézna vyjadreni zbytkl a sklada z nich k,/ ,zpétnym chodem™.

P¥iklad: a=51,b=15

6=51-3-15
3=15-2-6=15-2-(51-3-15)=7-15—-2-51
k=-2,1=7



Aplikace Bezoutovy véty pro vypocet inverze

Inverznim prvkem k prvku a modulo n rozumime takovy prvek k,
Ze ka =1 (mod n). Inverzni prvek (pokud existuje) je jediny a

znadime ho a1,

Inverzni prvek existuje jen pro a nesoud&lné s n. (Nap¥. ndsobky 2
modulo 6 jsou 0,2, 4, nikdy nic lichého, tedy ani 1.)

Existenci zaru¢uje Bezoutova véta pro volbu b = n, m = 1, protoZe
rovnice ka + /b = 1 odpovida kongruenci ka =1 (mod n). Inverzi
tedy mizeme poditat rozsitenym Euklidovym algoritmem, p¥icemz
druhy koeficient | nds nezajima.



Ptiklady na zbytkové t¥idy Il
(3) Urgete inverzi k 13 v modulu 20.

13 a 20 jsou nesoudélnd, pijde to.
7=20-13,6=13-7=13—-(20—-13)=2-13-20
1=7-6=(20—13)—(2-13-20)=2-20—-3-13
Inverzi k 13 je tedy —3 = 17.

Zkouska: 17-13 = -3 - (-7) =21 = 1.

Koeficienty pro zbytky Ize pohodIné kontrolovat tabulkou:

z| al| b
200 1] 0
13| 0| 1

71 1)-1

6|-1| 2

1] 21]-3




Komentare ke zbytkovym t¥idam

» (Rozsiteny) Eukleidiv algoritmus je velmi rychly i pro velkd

vstupni &isla.

» Zakladni potitani ve zbytkovych t¥idach si pozdéji rozsifime
o umociovani (velkym exponentem), rozklady modulii a
FeSeni soustav. Vlastnosti operaci na zbytkovych tf¥idach maji
uplatnéni nap¥. v Sifrovani.

> PoZadavky: Zakladni kriteria délitelnosti, FeSeni jednoduchych

kongruenci, vypolet koeficientli do Bezouta (zejména
v pfipad& vypottu inverze).



Polynomy

Polynom je formaln& definovan jako kone¢nd posloupnost &isel,
bézn& ho zapisujeme ve tvaru

X"+ an_1 X" 14 ... 4 aix + ao

B&Zné operace pak funguji ocekdvanym zplsobem.

apx" (pro prvni a, # 0) ... vedouci &len,
n ... stupern polynomu,

aix ... linearni &len,

ag ... absolutni (konstantni) &len,

aj ... koeficienty.

Formulace ,,polynom nad” ¥ika, odkud bereme koeficienty. Nap¥.
polynom nad R je polynom s redlnymi koeficienty.



Polynomialni funkce

Od polynomu odvozujeme polynomialni funkci. Odpovida
dosazovani za x.

p(x) =3x> — x>+ x + 2.

p(1)=3-14+1+2=5.
ReZenf rovnice p(x) = 0 se nazyva koFen polynomu.

Zabyvame se rozkladem polynomu na faktory, tj. vyjadfenim jako
soutin polynomi nizsich stupnidl. Idedlnim vysledkem je rozklad na
koFenové faktory, tj. linedrni polynomy tvaru x — k (kde k je
kofen).

7

Lze-li n&které kofenové faktory sdruZit a vyjadFit vys$i mocninou,

hovofime o ndsobném koFenu, napt.
p(x) =2x3 —3x2 +1=(2x +1)(x — 1)°

ma dvojndsobny kofen 1.



Ptiklad rozkladu polynomu v R a C

33 +2x% +5x —2=(3x - 1)(x* + x +2)
~1+iV3 ~1-iV3
=(3x—-1) <X—2) (X—2>

V redlném oboru je faktor (x? + x + 2) jiz nerozloZitelny, protoze
odpovidajici kvadratickd rovnice ma zaporny diskriminant.

V komplexnim oboru ho rozloZime , podle vzorce", p¥itemz

V=3 =+iV/3.



Obecné vlastnosti readlnych polynomi

Redlny polynom se vZdy rozpada na linedrni a nanejvy$ kvadratické
faktory.

Linearni faktory jsou kofenové, tedy poskytuji redlné koteny.

Realny polynom lichého stupné proto ma vZdy aspofi jeden redlny
kofen (z vy%e uvedeného i ,,ndhledem" na graf funkce).

V R nerozloZitelné kvadratické faktory Ize rozloZit v C. Kofeny
jsou vzajemné komplexné sdruZené.

Na hledani kofenl polynomil aZ do stupn& 4 jsou (¥karedé) vzorce,
pro polynomy vy33ich stupiiti vzorce neexistuji (dokdzéno,
nehledejte je). Nicmén& kofeny Ize vZdy pfiblizn& potitat
numerickymi metodami.



Racionalni kofeny polynomii

Polynom s racionalnimi koeficienty ma stejné koteny jako jisty
polynom s celo€iselnymi koeficienty (miZeme ndsobit spole¢nym
jmenovatelem):
15 5 1
A
q(x) =4x> —15x + 6

Je-li zkrdceny zlomek 2 koFenem celotiselného polynomu
p(x) = anx" 4+ ap_1x""t + ... + arx + ap, pak plati, Ze

al ap, b| ap.



Déleni polynomi (se zbytkem)

Postupujeme analogicky jako na ZS p¥i d&leni &isel:

(3x>  +4x? —x
—(3x>  —6x?)
10x2 —X
—(10x2  —20x)
19x
—(19x
Plati tedy

3x3 +4x% — x +3 = (3x2 4+ 10x + 19)(x —

+3)
+3
+3

—38)
41

(x=2)

=3x%2 4+ 10x + 19

2) +41.



Hornerovo schéma

Hornerovo schéma zjednodusuje zapis déleni linedrnim polynomem.

Zase necht d&lime (3x3 + 4x? — x +3) : (x — 2).

3 4 -1 3
2 [3 10 19 41
1 |3 7 6 9
-1 13 1 -2 5
3 (3 13 38 117
3 |3 -5 14 -39
1/3 |3 5 2/3 29/9
~1/33 3 -2 11/3

Pokud se déleni povede beze zbytku, vyjde v poslednim sloupci 0.

Rédek odpovida podilu polynomii, dali ko¥enovy faktor miizeme
hledat v ném (ne v pivodnim polynomu).



Hledani kofenli Hornerovym schématem

P¥iklad: Najdéte racionalni kofeny polynomu

2x3 +3x% - 1.

2 3 0 -1
1/2 5 5 4
~1]/2 1 -1 o0
12 -1 0

Tedy 2x3 +3x% — 1 = (x +1)?(2x — 1).
Odpovéd': dvojndsobny —1, jednoduchy 1/2.



Hledani kofenli ve zbytkovych tfidach

Podobné, pozor na neekvivalentni tpravy.

Kandidatl na kofeny je kone¢n& mnoho, pfinejhorsim Ize viechny
vyzkouSet pomoci Hornerova schématu.

P¥iklad: Najd&te viechny koFeny polynomu 4x3 — 2x% + x 4+ 2 v Zs.

Re¥eni: Polynom prepideme jako x3 4+ x2 + x + 2 nebo jedt& lépe
jako x3 4+ x2 +x — 1.

111 -1
01 11 -1
112 0 -1
-1/1 0 1 -2

Odpov&d': Zadné nejsou.



Komentare k polynomiim

» Polynomy se snadno derivuji — viz analyza. Nasobné kofeny
jsou i kofeny derivovaného polynomu, nasobnost klesa. Lze je
tak nalézt pomoci NSD polynomu a jeho derivace.

» Pozadavky: Vypocet kofenl kvadratického polynomu v R i
C, hledani racionalnich ko¥enl (pomoci Hornerova schématu),
zjisténi nasobnosti, rozklad polynomu na ko¥enové faktory.



Matice

3 4 0o -2
0 -1 -5 2
2 2 -3 3
Matice ... ,obdélnik &isel”, formaln& zobrazeni [ x J — R

(C,Zn,...),
I={1,2,...,m} ... indexy Fadkd,
J={1,2,...,n} ... indexy sloupci,

(m, n) (p¥ipadn& m x n) ... typ matice,
m=n ... ¢tvercovd matice, misto typu hovofime o Fadu n,
ajj ... vstup (prvek) matice.

Pak piseme

iel
A= (a,'j)}gJ.



N\
—_

Sé&itani matic

Soucet matic C = A+ B je definovan pro matice stejného typu.

Matice se scitaji ,,po slozkdch”, tj. po vstupech na stejnych
pozicich:

Cj = 3U+bU.

2 -1 5\, (3 2 -3)_
0 2 -2 3 -4 -1)°

(2-3 —142 5-3) (-1 1 2
“\0+3 2-4 —2-1)" {3 -2 =3

P¥iklad:



Nasobeni matic
Soucin matic C = A- B je definovdn pro matice Atypu mx na B
typu n X p a jeho typ je m x p.
Pocita se sloZitéji:
Cij = a,-lblj + a,~2b2j +... + a,-,,b,,j.

Interpretace: Vezmeme j-ty ¥adek matice A a j-ty sloupec matice
B. Prvky téchto n-prvkovych posloupnosti vynasobime po slozkach
a vysledky secteme.

P¥iklad:
3 -1 5 1
-1 0. 3 0)=
2 3
3:2-1-(-3) 3:-1-1-0 9 3
=|-1-240-(-3) -1-140-0)=-2 -1
2:2+3-(-3) 2-1+3-0 -5 2



Transponovani matice, nasobeni skaldrem

Transponovand matice B = AT k matici A typu m x n je typu
nx m a je ddna vztahem

b,'j = dajj.

V transponované matici si ¥adky a sloupce vyméni roli.

ObdéInikové schdme p¥eklopime podle hlavni diagonily:

2 0

(2 1 —4>T_ T
03 -1 o

Ndsobenim skaldrem B = cA rozumime vynasobeni v8ech vstupli
matice stejnym dislem:
b,'j = cajj



Vlastnosti sou¢tu a soudinu matic

Mnemotechnickd pomiicka: Rédek a Sloupec se fadi abecedng, tj.
fadek je z prvni (levé) matice, sloupec z druhé (pravé) matice.

ODbé operace jsou asociativni, tj.

A+(B+C)=(A+B)+C, A-(B-C)=(A-B)-C.

S&itani je komutativni, nasobeni obecné neni:

A+B=B+A, A-B+#B A

Plati distributivni zdkony:

(A+B)-C=A-C+B-C, C-(A+B)=C-A+C-B.



Nulové a jednotkové matice

Pro kazdy typ mame nulovou matici, nap¥.
0 00O
0= <0 0 O) '
Pro kazdy ¥ad mame &tvercovou jednotkovou matici, napt.
1 00
E=10 10
0 01

Jednitky se nachazi na hlavni diagondle, viude jinde jsou nuly.

O a E maji o¢ekavané vlastnosti s ohledem na scitani, resp.
nasobeni:

O+ A=A, E-A=A-E=A



Mocnina matice

Matice musi byt ¢tvercova, aby mélo umochiovani smysl.

A"=A-A-... A (nkrit)

P¥iklad: Nalezeni n-tého ¢&lenu Fibonacciho posloupnosti
1,1,2,3,5,8,...:

(1) ()=6):



Komentare k maticovym operacim

» Polynomy a matice predstavuji dalsi algebraickou ndstavbu
nad &isly. Operace jsou oviem &asteéné a nasobeni matic je
nekomutativni.

» Binarni relace Ize ztotoZnit s (ne nutn& kone&nymi) maticemi

nad Booleovou algebrou {0, 1}. Ndsobeni matic odpovida
skladani relaci.

» Pozadavky: Zvlidat operace s maticemi (bez pomocnych
vypoctl), znat vlastnosti operaci a specidlni matice O, E.



P¥epis soustavy linedrnich rovnic do matice
P¥iklad: Po dvofe b&ha 30 nohou, patfi k nim 10 krkd, jsou tam

jenom husy a kozy. Kolik je ¢eho?

h+k = 10,
2h + 4k = 30.

To odpovida maticové rovnici
1 1\ (h\ _ (10
2 4 k] \30)°

Dale udlohu ¥e$ime zpravidla eliminaci jedné proménné, coz
odpovida jisté manipulaci s matici.



Matice soustavy

V obecnéjsim pojeti mame co do&inéni s tlohou ve tvaru

A-X =B,
A ... matice soustavy,
X ... vektor neznamych,
B ... vektor pravych stran,
(A|B) ... rozsifend matice soustavy.

Strategie feSeni: Kombinujeme rovnice (¥adky rozifené matice)
tak, abychom vyjadfili a vypocitali aspoii jednu promé&nnou. Tu
nasledné dosadime do zbylych rovnic, vyjad¥ime dalsi promé&nnou,
atd.

Doporudena strategie: Rovnou se snazit o Gpravu na schodovy tvar.



Schodovy tvar

4 0 -3 1

0 -3 2 0

0 0 0 1

0 0 O 0 0
Pivot ... prvni nenulovy vstup na daném ¥adku (v ramecku).
Schodovy tvar matice ... pozice pivota se na dal$im ¥adku

posouva aspoii o 1 doprava.

Uprava rozsifené matice na schodovy tvar je vhodna pfiprava
k dofeSeni soustavy postupnym dosazovanim.



Gaussova eliminaéni metoda

K dpravé na schodovy tvar vyuZivdime elementarni Fadkové dpravy.
RozliSujeme troji typ:

4

> prohozeni Fadkid matice,

» vyndsobeni ¥ddku nenulovym (invertibilnim) &islem,

» vyndsobeni ¥adku jakymkoli &islem a pFicteni k jinému ¥adku.
Matice podstupujici ¥adkové tpravy se méni. V pribé&zném vypoltu
nepi¥eme =, ale ~. (Matice se nerovnaji, ale jsou v ur&itém smyslu
ekvivalentni.)

Elementdrni dpravy doporuéujeme zaznamendvat na okraj matice.



Dofeseni tlohy o zvifatech na dvore

11| 10 > 11| 10
24|303+ 02 | 10

Matice je ve schodovém tvaru a odpovida upravené (ekvivalentni)
soustavé

h+ k = 10,
2k = 10.

Odtud k = 5. Dosazenim do prvni rovnice dostaneme h+5 =10 a
odtud h = 5.

Odpovéd: Po dvore b&ha 5 husi a 5 koz.



Trochu naroénéjsi soustava |

Reste soustavu linedrnich rovnic:

2x—y+3z=0

)

xX+y—z=23,
x—y=-—L
2 -1 3 | o0 1 1 -1
1 1 -1 | 3 j] ~12 -1 3
1 -1 0 | -1 1 -1 0
1 1 -1 | 3 11
~[0 -3 5 | —6| |- (-2) ~|0 6
0o -2 1 | -4/ |-3 0 —6
11 -1 | 3
~10 6 —-10 | 12
00 -7 | O
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Trochu naro¢néjsi soustava I

11 -1 | 3
06 —10 | 12
00 -7 | 0

—7z=0 z=0
6y —10-0=12 y =
x+1-2—-1-0=3 x=1



A4

Resitelnost a jednoznaénost soustav

Rozhodne lprava na schodovy tvar:

3x =1 jediné Feeni

| 2
‘I_‘—l 0Ox=0 vice FeSeni

Ox =3 Zadné ¥eSeni




Hodnost matice, Frobeniova véta

Pocet nenulovych Fadki, které zistanou po eliminaci na schodovy
tvar, nezavisi na postupu. Nazyvame jej hodnosti matice A a
znatime h(A).

Stejny vysledek bychom dostali i sloupcovymi dpravami, tj.
¥adkovymi dpravami transponované matice: h(A) = h(AT).

Hodnost obdélnikové matice je nejvySe mensi z rozmérd.

Frobeniova vé&ta: Soustava matice ma ¥eSeni, pokud

h(A|B) = h(A), tj. hodnost matice soustavy je stejna jako hodnost
matice rozsitené.

Reden{ je jediné, pokud se hodnost shoduje i s pottem neznamych.

Pokud soustava ¥edeni nem3, plati h(A|B) = h(A) + 1.



Soustavy s vice feSenimi

Je-li v Q,R, C vice YeZeni, je jich rovnou nekonetn& mnoho. (V Z,
je vzdy jen kone&n& mnoho Yeseni.)

Vyjadfujeme je parametricky.

VZechna Fedeni vytvati afinni podprostor (viz Geometrie). Potet
parametri odpovida jeho dimenzi.

ReSenfi |ze vyjadFit jako soucet partikuldarniho Feseni a obecného
¥eSeni homogenni soustavy AX = O.

P¥iklad: (soustava v R)
210 -11]0
003 1 |2

3z+u=2, z = a, u=2-—3a,
2x4+y—u=0, x = b, y=2—3a—2b.

Reeni: {(b,2 —3a — 2b,a,2 — 3a) | a,b € R}.



Komentafe k soustavam linearnich rovnic

> VétSina lloh z analytické geometrie se bude transformovat na

v ¥

FeSeni jisté soustavy linedrnich rovnic.

> Pozadavky: Umét pFepsat soustavu do matice, ovlddat

fadkovou eliminaci do schodového tvaru, umét dopoditat
feSeni soustavy dosazenim, parametricky vyjad¥it obecny tvar
FeSeni. VE&dét, kdy je soustava Fesitelna.
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Inverzni matice

Matice B se nazyva inverzni k matici A, pokud
A-B=E, B-A=E.
Inverzni matice k matici A existuje, pokud

> A je Ctvercova,

» A ma plnou hodnost, tj. h(A) je rovna ¥adu A.
Druha podminka je ekvivalentni nenulovému determinantu (viz
dale).

Pokud inverzni matice existuje, je ddna jednoznaén&. Znadime ji
A1, Pokud plati jedna z rovnosti AA™1 = E, A"1A = E, plati
automaticky i druha (to v algebfe obecn& neplati).

Invertibilni matice se nazyvaji regularni. Neinvertibilni ¢tvercové
matice se nazyvaji singularni.

Analogie s (ne)invertibilnimi prvky v Z,.



Vypocet inverzni matice

Inverzni matici po&itdme Gaussovou eliminaci podle schématu:
(AE) ~ -~ (EIATY)

Vysvétleni: Pfevod A — E sestdva z posloupnosti maticovych
nasobeni P, ... P,P1A = E. Stejné Gpravy se ale aplikuji i na E,
vpravo tedy dostavame matici P, ... P2P;. Z pfedchozi rovnosti
plyne, Ze jde o inverzi.

Vypocet provadime opét tpravou A na schodovy tvar, pak
pokracujeme obdobnou eliminaci pravého horniho trojihelniku
(nad hlavni diagondlou). Soub&zn& normalizujeme (p¥evadime na
jedni€ky) pivoty v ¥adcich, abychom dostali E.



P¥iklad na inverzni matici |

Najdéte inverzni matici k

A= -1
2

1 2 3
(AE)=|-1 0 -1
2 1 0

1 2 3 |
~l0 2 2 |
0 -3 —6 |

1 2 3 |
~l0o 1 1 |
0 -1 —2 |

(@)

= O
N——
ks
+
Tl
2

= O O



P¥iklad na inverzni matici Il

1 2 3 | 1 0 0
N(o 1 1 | 1/2 1/2 o) ~
0 -1 —2 | —2/3 0 1/3 .
3] 1 0 0 +
1 | 1/2 1/2 0 P~
1| -1/6 1/2 1/3) 7] 3
| 1/2 3/2 1 s
|13 1 1/3) j—z ~
| —-1/6 1/2 1/3) |-(-1)

2

1

0

2

1

0

100 | -1/6 —-1/2 1/3
~{010] 13 1 1/3
001

| 1/6 —1/2 -1/3



P¥iklad na inverzni matici |1l

Odpovéd:

Zkouska:

AA~L

-

-1

3

0

~1/6
1/3
1/6

)

1/2 1/3
1 1/3
1/2 —1/3

~1/6 —1/2
1/3 1
1/6 —1/2

1/3
1/3
~1/3

)



Ptiklad selhani vypoctu pro singuldrni matici

Najdéte inverzni matici k

1 2 3
A=|[-1 0 -1

1 2 3
1 2 3 | 100

(AEy=|-1 0 -1 | 0 1 0 .

1 2 3 | 001
1 23] 1 00
~l022 ] 1 10
000 ] -101

A jsme v koncich.



Ptiklad vyuZziti inverzni matice

Soustavu linedrnich rovnic vyjad¥enou
AX =B
miZeme zleva vynasobit inverzi k A:
ATIAX = AT1B
X=A"'B

Inverzni matice musi existovat, postup lze uZit jen pro specidlni typ
soustav.
Vypoclet inverzni matice je pracné&jsi neZ postupné dosazovani.

MiiZe se hodit, pokud se k inverzi dostaneme ,lacino”, nebo v
teoretickych vypoctech.



Komentafe k inverznim maticim

» Pro inverzni matice ¥adu 2 se miZe hodit pamatovat si
vzorelek, ktery brzy odvodime.

» PoZadavky: Znat definici a vyuZiti inverznich matic, umét
poditat schématem se soub&Znou tlpravou jednotkové matice.



Stopa matice

Stopou tr A &tvercové matice A rozumime soulet diagonalnich
¢lend, tj.

trA=aj1 +ax+ -+ ann-
Plati

tr(A+ B) =tr A+1tr B,
tr(AB) = tr(BA),
tr(AT) = tr A.

Stopa se nemé&ni zm&nou bdze (viz Geometrie).

Jedn3d se o dilezitou charakteristiku ¢tvercovych matic.



Determinant matice — definice

Determinantem det A &tvercové matice A se nazyva Cislo

det A= Z (*1)|7T‘317r(1)327r(2) -+ anm(n)-
TeS(n)

n ... ¥dd matice A,
S(n) ... permutace (bijekce na sebe) n-prvkové mnoZziny,

|| ... parita permutace 7 (suda/lichd), potitd se nap¥. ze souttu
transpozic,

(i) ... obraz prvku i v permutaci .

Intuitivni vysvétleni: Kazdy ¢len determinantu odpovida rozmisténi
n Sachovych v&Zi na matici, aby se vzajemné neohroZovaly.
Takovych rozmisténi je n!. Pro kaZdé spo¢itdme ,soudin vézi“ a
uréime znaménko. V&e se sete dohromady.



Vlastnosti determinantu
Plati

det(AB) = det A - det B,
det(AT) = det A,
det(A1) = 1/(det A).

Pro nds je zdsadni zachovéni soutinu (Cauchyova véta), protoze
umozni vyuzit Gaussovu eliminaci pro vypocet determinantu:

det(P, ... P,P1A) =det P, - ... -det P, -det Py -det A,

odkud

det(P,, ... P2P1A)

det A= .
€ det P, - ... -det P, - det Py




Specidlni determinanty

Determinant se &asto zna&i také |A| a v maticovém zapisu rovné
zavorky nahrazuji kulaté.

Je-li matice ve schodovém tvaru, jediny nenulovy &len mize byt
tvofen pouze hlavni diagondlou. ldentita ma sudou permutaci.
Jedna transpozice, méni znaménko.

Dostavame:
a b c¢ 1 00
0 d e|=adf, 0 0 1|=-1,
0 0 f 010
a 0 o0 1 00
0 1 0|=a, 0 1 0/=1,
0 01 a 01
|El =1, 0| =0.



Pravidla pro vypocet determinantu Gaussovou eliminaci

Z predchoziho vyplyva:
» Chci-li néktery z ¥adki vydélit a, musim a vytknout p¥ed
determinant.
» Vyména ¥adkd méni znaménko determinantu.
» PYitteni ndasobku ¥adku k jinému je , bezpetnd dprava” a
determinant se neméni.

» Misto Fadkové eliminace mizZeme provadét i sloupcovou, u
determinantu je to jedno.

> Pozor na skaldrni ndsobeni matice: V aA jsou skaldrem a
nasobeny viechny ¥adky, proto det (aA) = a” - det A.

» Mezi vypoletni kroky pi¥eme = (protoZe jde o stejné &islo).



P¥iklad na vypocet determinantu Gaussovou eliminaci

Urcete determinant matice Gaussovou eliminaci

1 2 3
A=[2 7 8
-1 2 -3
1 2 3 —2 1 23
det A=|2 7 8 ;L =0 3 2 :}:
-1 2 -3 + 0 4 0
1 23 1 23
=—10 4 0/ |42 =-4-1010 -3 =
032 032 J+

=—4.1.1.2=-8

Il

I8
O O
o= N

o



Laplaceliv rozvoj determinantu

P¥i vhodnych pfileZitostech vyuZivdame k vypoltu determinantu
Laplaceliv rozvoj. Jednd se o organizaci ¢lenl z definice
determinantu podle ur&itého ¥adki, sloupce, pFipadné mnoZiny
¥adkd nebo mnoZiny slopcli. Determinant je vyjadfen mnohoélenem
vytvotenym z determinant(i mensiho ¥adu, které vychazi ze
&vercovych podmatic a ¥ikdme jim minory.

Laplacelv rozvoj podle i-tého ¥adku:
n
det A= (—1)""aj - det Ay,
j=1

kde Aj; je tzv. doplnék prvku aj;. Jde o podmatici A vzniklou
gkrtnutim i-tého ¥adku a j-tého sloupce (je tedy &tvercova ¥adu
n—1).



Znazornéni minorl a dopliki

doplnky

!
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Pravidla pro vypocet determinantu Laplaceovym rozvojem

» Zvoleny ¥adek/sloupec (mnoZina) se musi projit cely. U
k-prvkovych mnozin ¥adka (sloupct) skldddme minory do
Ctvercd ze vEech moznosti vyb&ru k sloupci (Fadki).

» Znaménko &lenu potitdme jako (—1)°, kde s je soulet viech
dotéenych index(i ¥adkd a sloupci.

> Fviédky/sloupce pro rozvoj se snaZime volit tak, aby vyslo co
nejméné nenulovych minorli nebo dopliiki.

» Laplaceilv rozvoj se hodi pro ¥idké matice (s hodn& nulami),
parametrické matice a teoretické vypocty.

» Laplaceliv rozvoj Ize vhodné kombinovat s Gaussovou
eliminaci.



P¥iklad na vypocet determinantu Laplaceovym rozvojem

Urlete determinant matice Laplaceovym rozvojem podle 1. ¥adku

1 2 3
A=[2 7 8
-1 2 -3
1 2 3 -
dt A=|2 7 8 _(—1)1“-1-‘2 _3‘+
-1 2 -3
2 8 2 7
_1\1+2 5, _1\1+3 o _
NERE \_1 _3\+< 133 \_1 2]

= (7-(-3)-8:2) 2:(2:(-3) ~ 8- (- 1))+
+3-(2:2-7-(-1))=-37-4+33=-8



P¥iklad na rozvoj podle dvou Fadkii

“1-A 2 3 4
2 3-) 4 5 |
0 0 —1-x 2 |~
0 0 -2 3-2
“1-XA 2 | |-1-a 2
(L qylt2+142 _
=1 2 3—)\‘ ‘ —2 3—)\|+
“1-x 3 o 2
_q\12+143 , _
+(-1) s 4‘ ‘0 3T

=((-1=NB-N+4>?=N-224+12=A1-1)*



Vlastnosti determinanti
Determinanty ¥adu 2 pocitdame p¥fimo:

a b
d

’:ad—bc

Pro determinanty ¥adu existuje Sarrusovo pravidlo. Neu&ime.

Nulovy ¥adek nebo nulovy sloupec jsou zjevné p¥iznaky nulového
determinantu.

Minory ¥adu n — 1 s vhodnymi znaménky lze posklddat do
¢tvercové matice fadu n. Vysledkem je tzv. adjungovana matice
adj A, kterou lze vyuZit k pfimému vypo&tu inverzni matice:

adj A

Al =
det A

. Pro ¥ad 2 dostaneme vzore&ek

a b\ ' 1 d —b
c d ad—bc\-c a)’



Cramerovo pravidlo
Je-li matice A regularni, Ize (jediné) feeni X = (x1,x2,...,Xn)
soustavy linedrnich rovnic AX = B vyjadfit

. det A;

~det A’

kde A; je matice vznikla nahrazenim i-tého sloupce matice A
vektorem pravych stran B.

Xi

P¥iklad:
h+ k=10
2h+ 4k =30
‘10 1‘ ‘1 10'
30 4 2 30
h: :10:5’ k: :EZS‘
1 2 1 2
2 4 2 4



Komentafe k determinantum

» Stopa zachovava stitani matic, determinant zachovava
ndsobeni. Pro n > 1 neexistuje zobrazeni M,(R) — R, které
by zachovavalo oboji (homomorfismus okruhii). (Symbolem
M,(R) je min&na mnoZina v3ech &tvercovych redlnych matic
Fadu n.)

» Determinanty maji velmi Siroké vyuziti. Cést jsme si ukazali,
dal3i aplikace p¥ijdou pozd&ji (geometrie, linedrni modely),
v matematické analyze, ve statistice, atd.

» Pozadavky: Chapat podstatu definice determinantu.
Zvladnout oba zplsoby vypoctu (Gauss, Laplace) a umét si
mezi nimi vybrat pro danou tlohu/dpravu. Seznamit se s
moZnostmi vyuZiti determinantd.



