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Osnova p̌redmětu I

1. Algebra (4 týdny)
I Komplexńı č́ısla C: operace, algebraický a goniometrický tvar,

Moivreova věta.
I Dělitelnost, zbytkové ťŕıdy Zn, Eukleidův algoritmus,

Bezoutova věta, inverzńı prvky.
I Polynomy: kǒreny, Hornerovo schéma.
I Maticový počet, soustavy lineárńıch rovnic, Gaussova

eliminace, inverzńı matice, ukázky využit́ı.
I Vektorový prostor, nezávislost vektor̊u, hodnost matice, báze,

podprostory.
I Determinant matice, Cauchyova věta, Laplace̊uv rozvoj.

2. Geometrie (4 týdny)
I Lineárńı zobrazeńı: matice zobrazeńı, vlastńı č́ısla a vlastńı

vektory, změna báze, důležité p̌ŕıklady (symetrie, projekce).
I Afinńı geometrie: generováńı podprostor̊u, vzájemná poloha.
I Skalárńı součin, velikost vektoru, vzdálenosti a odchylky

podoprostor̊u v R3.
I Obsah a objem, viditelnost.



Osnova p̌redmětu II

3. Teorie č́ısel (2 týdny)
I Velké mocniny v Zn.
I Rozklad modulu, soustavy kongruenćı, č́ınská zbytková věta.
I Aplikace v šifrováńı: RSA, ElGamal.

4. Aplikace (2 týdny)
I Lineárńı modely: rekurentńı posloupnosti, Leslieho model

r̊ustu, Markovovy procesy.
I Lineárńı optimalizace: úloha lineárńıho programováńı a jej́ı

formulace, grafické řešeńı, simplexový algoritmus.

1. Algebra 2. Geometrie

3. Teorie č́ısel 4. Aplikace



Zdroje

I M. Bulant, M. Panák, J. Slovák, Matematika drsně a svižně
(2013).

I math.muni.cz/~cadek, math.muni.cz/~klima

I Materiály ze stařśıch běhů.



Povinnosti, hodnoceńı, doporučeńı
I Absolvovat 9 cvičeńı.
I Odpovědńıky jsou nepovinné, využijte k procvičováńı.
I Hodnoceńı vycháźı z ṕısemné zkoušky na konci semestru,

vnitrosemestrálńı testy nejsou.
I (Přibližné/p̌redběžné) známkováńı: A. . . 80%, B. . . 70%,

C. . . 60%, D. . . 50%, E. . . 40%.
I Samostatný list pro každý okruh za 5 bodů, 2–3 testové

otázky po 1 bodu (včetně teoretických) a početńı p̌ŕıklad za
zbytek bodů.

I Chod’te do školy, p̌ripravujte se na cvičeńı, studujte pr̊uběžně.
I Nespecializujte se jen na některé okruhy,

”
E-studium“ je

riskantńı a škodlivá strategie (navazuj́ıćı p̌redměty, státnice).
I Předmět neńı (jen) o řešeńı typových úloh. Ćılem je pochopit

základńıch principů a postupů a źıskat schopnost
”
poradit si s

č́ımkoli“ (obráceńı otázky, kombinace postupů, uměńı zvolit
účinnou metodu).

I Jsme tu s cvič́ıćımi pro vás.



Algebraický tvar komplexńıho č́ısla

Rozšǐrováńı č́ıselných obor̊u — obvykle chceme rozš́ı̌rit některou
omezenou vlastnost:

N ↪→ Z ↪→ Q ↪→ R ↪→ C

Komplexńı č́ısla si obvykle p̌redstavujeme v algebraickém tvaru

z = a + bi .

Reálné konstanty 0, 1 se chovaj́ı
”
normálně“.

i . . . imaginárńı jednotka, i2 = −1.

a . . . reálná část, a = Re z .

b . . . imaginárńı část, b = Im z .



Operace s komplexńımi č́ısly

(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i

(a + bi) · (c + di) = (ac − bd) + (ad + bc)i

−(a + bi) = −a− bi

1

a + bi
=

a− bi

(a + bi)(a− bi)
=

a− bi

a2 + b2
=

a

a2 + b2
+

−b

a2 + b2
i

(pro a2 + b2 6= 0)

Č́ıslo a− bi se nazývá komplexně sdružené k a + bi . Jejich součin
a2 + b2 je vždy reálný a nezáporný.



Př́ıklady na komplexńı č́ısla I

Upravte na algebraický tvar:

(1) (2− 3i)(−1 + 2i) = −2 + 4i + 3i − 6i2 = (−2 + 6) + i(4 + 3) =
= 4 + 7i

(2) 2−3i
−1+2i = (2−3i)(−1−2i)

(−1+2i)(−1−2i) = −8−i
5



Gaussova rovina

Re

Im

a + bi

a

b

√
a2 + b2

φ

√
a2 + b2 · sinφ

√
a2 + b2 · cosφ

|z | =
√

a2 + b2 . . . absolutńı hodnota,

φ . . . argument.

Pokud |z | = 1, nazýváme z komplexńı jednotkou. Všechny
komplexńı jednotky tvǒŕı jednotkovou kružnici se sťredem v 0.



Goniometrický tvar, Moivreova věta

z = |z |(cosφ+ i sinφ)

Podle konvence voĺıme φ ∈ [0, 2π). |z |, φ jsou polárńı soǔradnice.

Na sč́ıtáńı se tolik nehod́ı, násobeńı je zaj́ımavěǰśı:

z = |z |(cosφ+ i sinφ), w = |w |(cosψ + i sinψ),

z · w = |z | · |w |((cosφ cosψ − sinφ sinψ) + i(cosφ sinψ + sinφ cosψ))

= |z | · |w |(cos(φ+ ψ) + i sin(φ+ ψ))

(Součin absolutńıch hodnot, součet argument̊u.)

Moivreova věta:

zn = |z |n(cos nφ+ i sin nφ)



Př́ıklady na komplexńı č́ısla II

(3) Najděte goniometrický tvar č́ısla 1− i .

−π
4 ∼

7π
4

1− i

|1− i | =
√

12 + 12 =
√

2

1− i =
√

2(cos 7π
4 + i sin 7π

4 )

Obrácená úloha je lehká — spoč́ıtáme sinus a kosinus a
roznásob́ıme absolutńı hodnotou.



Př́ıklady na komplexńı č́ısla III

(4) Spoč́ıtejte mocninu (1− i)10.

Využijeme znalost goniometrického tvaru z minulého p̌ŕıkladu a
Moivreovu větu:

(1− i)10 = (
√

2)10(cos 10·7π
4 + i sin 10·7π

4 ).

70
4 = 16 + 3

2 , odtud (1− i)10 = 25(cos 3π
2 + i sin 3π

2 ) = −32i



Zaj́ımavé využit́ı mocnin

Mocninu komplexńıho č́ısla lze spoč́ıtat i
”
hloupě“ z algebraického

tvaru pomoćı binomické věty:

(1− i)10 =

(
10

0

)
110 −

(
10

1

)
19i1 +

(
10

2

)
18i2 − · · ·+

(
10

10

)
i10.

Po úpravě a porovnáńı reálné a imaginárńı části se spoč́ıtanou
mocninou dostaneme identity:

0 =

(
10

0

)
−
(

10

2

)
+

(
10

4

)
−
(

10

6

)
+

(
10

8

)
−
(

10

10

)
,

32 =

(
10

1

)
−
(

10

3

)
+

(
10

5

)
−
(

10

7

)
+

(
10

9

)
.



Př́ıklady na komplexńı č́ısla IV

(5) Najděte všechna řešeńı rovnice x3 = −1.

Řešeńı x = −1 vid́ıme hned.

Ostatńı dostaneme z goniometrického tvaru
−1 = 1(cosπ + i sinπ). Ptáme se, jak dostat úhel π nebo jeho
posunut́ı o násobky 2π jako trojnásobek argumentu φ hledaného x :

φ1 =
π

3
, φ2 = π, φ3 =

5π

3
.

Převodem na algebraický tvar dostáváme 3 řešeńı:

x1 =
1 + i

√
3

2
x2 = −1 x3 =

1− i
√

3

2
.



Znázorněńı řešeńı mocninné rovnice

π 3π 5π

π/3 π 5π/3

Řešeńı podobných monomiálńıch/mocninných rovnic vždy vytvá̌ŕı
pravidelný n-úhelńık se sťredem v 0, kde n je mocnina.



Komentá̌re ke komplexńım č́ısl̊um

I Využit́ı komplexńıch č́ısel: pohodlněǰśı popis fyzikálńıch teoríı
(kmity, vlněńı, elekťrina, kvantová mechanika), v algeb̌re maj́ı
polynomy vždy

”
dost kǒrenů“, triky v matematické analýze,

kombinatorice, atd.

I Požadavky: osvojeńı terminologie, úpravy výraz̊u na
algebraický tvar, p̌revody mezi algebraickým a
goniometrickým tvrem, řešeńı mocninných rovnic.



Dělitelnost v N (Z)

a | b . . . a děĺı b, pokud existuje c takové, že ac = b

Kriteria dělitelnosti:

I 2 . . . posledńı č́ıslice je sudá,

I 4 . . . posledńı 2 č́ıslice jsou dělitelné 4,

I 5 . . . posledńı č́ıslice je 0 nebo 5,

I 3 . . . ciferný součet je dělitelný 3,

I 9 . . . ciferný součet je dělitelný 9,

I 11 . . . č́ıslice sečtené se sťŕıdaj́ıćımi se znaménky dávaj́ı č́ıslo
dělitelné 11 (rodná č́ısla, kontrola prohozeńı sousedńıch č́ıslic),
p̌ŕıklad: 12342 je dělitelné 11, protože 1− 2 + 3− 4 + 2 = 0.

Téma k zamyšleńı: kriteria dělitelnosti v jiných č́ıselných
soustavách.



Děleńı se zbytkem

Pro pevné p̌rirozené n (tzv. modul) se zaj́ımáme o možné zbytky
celých č́ısel po děleńı a : n. Jsou to 0, 1, . . . , n− 1. (Zbytek chceme
nezáporný i pro záporná celá č́ısla!) Pro dané a je zbytek z dán
jednoznačně, tj. a = kn + z lze zapsat jediným způsobem.

Pojmy dělenec, dělitel, pod́ıl, zbytek, (nejvěťśı) společný dělitel,
(nejmenš́ı) společný násobek.

Pokud je NSD č́ısel a, b jedna, ř́ıkáme, že jsou nesoudělná.

Pokud a, b dávaj́ı po děleńı n stejný zbytek, ř́ıkáme, že jsou
kongruentńı modulo n a ṕı̌seme

a ≡ b (mod n).

Relace ≡ je relaćı ekvivalence a dokonce kongruenćı v algebraickém
smyslu, tj. faktorizace Z→ Z/ ≡ zachovává mnohé početńı
operace. Faktormnožinu (rozklad podle ≡ ) znač́ıme Zn.



Zbytkové ťŕıdy

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

[0]

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

Zn . . . množina zbytkových ťŕıd modulo n

[a] ∈ Zn . . . ťŕıdy rozkladu

Pro operace se ově̌ruje korektnost, nap̌r.: [a] + [b] = [a + b] ř́ıká,
že sč́ıtáńı nezáviśı na volbě reprezentant̊u.

Ne vše se povede, nap̌r. nefunguje p̌renos uspǒrádáńı: 1 ≤ 2,
ovšem 1 ≡ 7 ≥ 2 (mod 6).



Pravidla pro poč́ıtáńı s kongruencemi

I Kongruence lze sč́ıtat (podobně jako rovnice).

I Obě strany kongruence lze vynásobit stejným č́ıslem.

I Obě strany kongruence lze vydělit stejným č́ıslem, je-li toto
č́ıslo nesoudělné s modulem.

I Ke každé straně kongruence lze p̌rič́ıst jakýkoli násobek
modulu (výměna reprezentanta ťŕıdy).

I Mı́sto věťśıho zbytku z je někdy praktičtěǰśı volit jako
reprezentanta záporné č́ıslo z − n s menš́ı absolutńı hodnotou
(nap̌r. −1 ḿısto 5 v modulu 6).



Př́ıklady na zbytkové ťŕıdy I

(1) Určete zbytek po děleńı č́ısla 14 · 23 šesti.

14 · 23 ≡ 2 · (−1) = −2 ≡ 4 (mod 6), zbytek jsou 4.

(2) Řešte kongruenci 5x ≡ 8 (mod 7).

Posunut́ım 8 o 7 dostaneme 5x ≡ 15 (mod 7), p̌ričemž 5 je
nesoudělná s 7. Odtud x ≡ 3 (mod 7), tedy zbytek jsou 3 (dobré
udělat zkoušku).

Jiný způsob: 5x změńıme na −2x a kongruenci vyděĺıme −2, atd.



Eukleidův algoritmus

Eukleid̊uv algoritmus poč́ıtá nejvěťśı společný dělitel dvou
p̌rirozených č́ısel a, b. Hlavńı myšlenka: Pokud c | a i c | b, pak
c | a− b nebo ještě obecněji c | a− kb pro libovolné b. Odeb́ıráme
co nejvěťśı násobek menš́ıho č́ısla z věťśıho č́ısla. Menš́ı č́ıslo
zaujme roli věťśıho, spoč́ıtaný zbytek roli menš́ıho. Postup
opakujeme, dokud nevyjde 0. Hledaným NSD je zbytek z p̌redchoźı
iterace.

Př́ıklad: a = 51, b = 15.

51 = 3 · 15 + 6, a1 = 15, b1 = 6

15 = 2 · 6 + 3, a2 = 6, b2 = 3

6 = 2 · 3 + 0, hotovo, zbytek je 3



Bezoutova věta

Věta

Pro každá dvě celá č́ısla a, b existuj́ı celá č́ısla k, l taková, že

ka + lb = m,

kde m je nejvěťśı společný dělitel a, b.

Pro nás jsou důležité p̌redpov́ıdané koeficienty k, l . Poč́ıtáme je
rozš́ı̌reným Eukleidovým algoritmem pro a, b. Ten si pamatuje
pr̊uběžná vyjáďreńı zbytk̊u a skládá z nich k, l

”
zpětným chodem“.

Př́ıklad: a = 51, b = 15

6 = 51− 3 · 15

3 = 15− 2 · 6 = 15− 2 · (51− 3 · 15) = 7 · 15− 2 · 51

k = −2, l = 7



Aplikace Bezoutovy věty pro výpočet inverze

Inverzńım prvkem k prvku a modulo n rozuḿıme takový prvek k ,
že ka ≡ 1 (mod n). Inverzńı prvek (pokud existuje) je jediný a
znač́ıme ho a−1.

Inverzńı prvek existuje jen pro a nesoudělné s n. (Nap̌r. násobky 2
modulo 6 jsou 0, 2, 4, nikdy nic lichého, tedy ani 1.)

Existenci zaručuje Bezoutova věta pro volbu b = n,m = 1, protože
rovnice ka + lb = 1 odpov́ıdá kongruenci ka ≡ 1 (mod n). Inverzi
tedy můžeme poč́ıtat rozš́ı̌reným Euklidovým algoritmem, p̌ričemž
druhý koeficient l nás nezaj́ımá.



Př́ıklady na zbytkové ťŕıdy II
(3) Určete inverzi k 13 v modulu 20.

13 a 20 jsou nesoudělná, půjde to.

7 = 20− 13, 6 = 13− 7 = 13− (20− 13) = 2 · 13− 20

1 = 7− 6 = (20− 13)− (2 · 13− 20) = 2 · 20− 3 · 13

Inverźı k 13 je tedy −3 ≡ 17.

Zkouška: 17 · 13 ≡ −3 · (−7) = 21 ≡ 1.

Koeficienty pro zbytky lze pohodlně kontrolovat tabulkou:

z a b

20 1 0
13 0 1

7 1 -1
6 -1 2
1 2 -3



Komentá̌re ke zbytkovým ťŕıdám

I (Rozš́ı̌rený) Eukleidův algoritmus je velmi rychlý i pro velká
vstupńı č́ısla.

I Základńı poč́ıtáńı ve zbytkových ťŕıdách si později rozš́ı̌ŕıme
o umocňováńı (velkým exponentem), rozklady modul̊u a
řešeńı soustav. Vlastnosti operaćı na zbytkových ťŕıdach maj́ı
uplatněńı nap̌r. v šifrováńı.

I Požadavky: Základńı kriteria dělitelnosti, řešeńı jednoduchých
kongruenćı, výpočet koeficient̊u do Bezouta (zejména
v p̌ŕıpadě výpočtu inverze).



Polynomy

Polynom je formálně definován jako konečná posloupnost č́ısel,
běžně ho zapisujeme ve tvaru

anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0

Běžné operace pak funguj́ı očekávaným způsobem.

anxn (pro prvńı an 6= 0) . . . vedoućı člen,

n . . . stupeň polynomu,

a1x . . . lineárńı člen,

a0 . . . absolutńı (konstantńı) člen,

ai . . . koeficienty.

Formulace
”
polynom nad“ ř́ıká, odkud bereme koeficienty. Nap̌r.

polynom nad R je polynom s reálnými koeficienty.



Polynomiálńı funkce
Od polynomu odvozujeme polynomiálńı funkci. Odpov́ıdá
dosazováńı za x .

p(x) = 3x3 − x2 + x + 2.

p(1) = 3− 1 + 1 + 2 = 5.

Řešeńı rovnice p(x) = 0 se nazývá kǒren polynomu.

Zabýváme se rozkladem polynomu na faktory, tj. vyjáďreńım jako
součin polynomů nižš́ıch stupňů. Ideálńım výsledkem je rozklad na
kǒrenové faktory, tj. lineárńı polynomy tvaru x − k (kde k je
kǒren).

Lze-li některé kǒrenové faktory sdružit a vyjáďrit vyš̌śı mocninou,
hovǒŕıme o násobném kǒrenu, nap̌r.

p(x) = 2x3 − 3x2 + 1 = (2x + 1)(x − 1)2

má dvojnásobný kǒren 1.



Př́ıklad rozkladu polynomu v R a C

3x3 + 2x2 + 5x − 2 = (3x − 1)(x2 + x + 2)

= (3x − 1)

(
x − −1 + i

√
3

2

)(
x − −1− i

√
3

2

)

V reálném oboru je faktor (x2 + x + 2) již nerozložitelný, protože
odpov́ıdaj́ıćı kvadratická rovnice má záporný diskriminant.

V komplexńım oboru ho rozlož́ıme
”
podle vzorce“, p̌ričemž√

−3 = ±i
√

3.



Obecné vlastnosti reálných polynomů

Reálný polynom se vždy rozpadá na lineárńı a nanejvýš kvadratické
faktory.

Lineárńı faktory jsou kǒrenové, tedy poskytuj́ı reálné kǒreny.

Reálný polynom lichého stupně proto má vždy aspoň jeden reálný
kǒren (z výše uvedeného i

”
náhledem“ na graf funkce).

V R nerozložitelné kvadratické faktory lze rozložit v C. Kǒreny
jsou vzájemně komplexně sdružené.

Na hledáńı kǒrenů polynomů až do stupně 4 jsou (škaredé) vzorce,
pro polynomy vyš̌śıch stupňů vzorce neexistuj́ı (dokázáno,
nehledejte je). Nicméně kǒreny lze vždy p̌ribližně poč́ıtat
numerickými metodami.



Racionálńı kǒreny polynomů

Polynom s racionálńımi koeficienty má stejné kǒreny jako jistý
polynom s celoč́ıselnými koeficienty (můžeme násobit společným
jmenovatelem):

p(x) =
1

3
x3 − 5

4
x +

1

2
q(x) = 4x3 − 15x + 6

Je-li zkrácený zlomek a
b kǒrenem celoč́ıselného polynomu

p(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0, pak plat́ı, že

a | a0, b | an.



Děleńı polynomů (se zbytkem)

Postupujeme analogicky jako na ZŠ p̌ri děleńı č́ısel:

(3x3 +4x2 −x +3) : (x − 2) = 3x2 + 10x + 19
−(3x3 −6x2)

10x2 −x +3
−(10x2 −20x)

19x +3
−(19x −38)

41

Plat́ı tedy

3x3 + 4x2 − x + 3 = (3x2 + 10x + 19)(x − 2) + 41.



Hornerovo schéma

Hornerovo schéma zjednodušuje zápis děleńı lineárńım polynomem.

Zase necht’ děĺıme (3x3 + 4x2 − x + 3) : (x − 2).

3 4 −1 3

2 3 10 19 41
1 3 7 6 9
−1 3 1 −2 5
3 3 13 38 117
−3 3 −5 14 −39
1/3 3 5 2/3 29/9
−1/3 3 3 −2 11/3

Pokud se děleńı povede beze zbytku, vyjde v posledńım sloupci 0.

Řádek odpov́ıdá pod́ılu polynomů, daľśı kǒrenový faktor můžeme
hledat v něm (ne v původńım polynomu).



Hledáńı kǒrenů Hornerovým schématem

Př́ıklad: Najděte racionálńı kǒreny polynomu

2x3 + 3x2 − 1.

2 3 0 −1

1 2 5 5 4
−1 2 1 −1 0

−1 2 −1 0

Tedy 2x3 + 3x2 − 1 = (x + 1)2(2x − 1).

Odpověd’: dvojnásobný −1, jednoduchý 1/2.



Hledáńı kǒrenů ve zbytkových ťŕıdách

Podobné, pozor na neekvivalentńı úpravy.

Kandidát̊u na kǒreny je konečně mnoho, p̌rinejhořśım lze všechny
vyzkoušet pomoćı Hornerova schématu.

Př́ıklad: Najděte všechny kǒreny polynomu 4x3 − 2x2 + x + 2 v Z3.

Řešeńı: Polynom p̌reṕı̌seme jako x3 + x2 + x + 2 nebo ještě lépe
jako x3 + x2 + x − 1.

1 1 1 −1

0 1 1 1 −1
1 1 2 0 −1
−1 1 0 1 −2

Odpověd’: Žádné nejsou.



Komentá̌re k polynomům

I Polynomy se snadno derivuj́ı — viz analýza. Násobné kǒreny
jsou i kǒreny derivovaného polynomu, násobnost klesá. Lze je
tak nalézt pomoćı NSD polynomu a jeho derivace.

I Požadavky: Výpočet kǒrenů kvadratického polynomu v R i
C, hledáńı racionálńıch kǒrenů (pomoćı Hornerova schématu),
zjǐstěńı násobnosti, rozklad polynomu na kǒrenové faktory.



Matice

3 4 0 −2
0 −1 −5 2
2 2 −3 3


Matice . . .

”
obdélńık č́ısel“, formálně zobrazeńı I × J → R

(C,Zn, . . . ),

I = {1, 2, . . . ,m} . . . indexy řádk̊u,

J = {1, 2, . . . , n} . . . indexy sloupc̊u,

(m, n) (p̌ŕıpadně m × n) . . . typ matice,

m = n . . . čtvercová matice, ḿısto typu hovǒŕıme o řádu n,

aij . . . vstup (prvek) matice.

Pak ṕı̌seme
A = (aij)

i∈I
j∈J .



Sč́ıtáńı matic

Součet matic C = A + B je definován pro matice stejného typu.

Matice se sč́ıtaj́ı
”
po složkách“, tj. po vstupech na stejných

pozićıch:
cij = aij + bij .

Př́ıklad: (
2 −1 5
0 2 −2

)
+

(
−3 2 −3
3 −4 −1

)
=

=

(
2− 3 −1 + 2 5− 3
0 + 3 2− 4 −2− 1

)
=

(
−1 1 2
3 −2 −3

)



Násobeńı matic
Součin matic C = A · B je definován pro matice A typu m × n a B
typu n × p a jeho typ je m × p.

Poč́ıtá se složitěji:

cij = ai1b1j + ai2b2j + . . . + ainbnj .

Interpretace: Vezmeme i-tý řádek matice A a j-tý sloupec matice
B. Prvky těchto n-prvkových posloupnost́ı vynásob́ıme po složkách
a výsledky sečteme.

Př́ıklad:  3 −1
−1 0
2 3

 · ( 2 1
−3 0

)
=

=

 3 · 2− 1 · (−3) 3 · 1− 1 · 0
−1 · 2 + 0 · (−3) −1 · 1 + 0 · 0
2 · 2 + 3 · (−3) 2 · 1 + 3 · 0

 =

 9 3
−2 −1
−5 2





Transponováńı matice, násobeńı skalárem

Transponovaná matice B = AT k matici A typu m × n je typu
n ×m a je dána vztahem

bij = aji .

V transponované matici si řádky a sloupce vyměńı roli.

Obdélńıkové scháme p̌rekloṕıme podle hlavńı diagonály:

(
2 1 −4
0 3 −1

)T

=

 2 0
1 3
−4 −1


Násobeńım skalárem B = cA rozuḿıme vynásobeńı všech vstupů
matice stejným č́ıslem:

bij = caij



Vlastnosti součtu a součinu matic

Mnemotechnická pomůcka: Řádek a Sloupec se řad́ı abecedně, tj.
řádek je z prvńı (levé) matice, sloupec z druhé (pravé) matice.

Obě operace jsou asociativńı, tj.

A + (B + C ) = (A + B) + C , A · (B · C ) = (A · B) · C .

Sč́ıtáńı je komutativńı, násobeńı obecně neńı:

A + B = B + A, A · B 6= B · A

Plat́ı distributivńı zákony:

(A + B) · C = A · C + B · C , C · (A + B) = C · A + C · B.



Nulové a jednotkové matice

Pro každý typ máme nulovou matici, nap̌r.

O =

(
0 0 0
0 0 0

)
.

Pro každý řád máme čtvercovou jednotkovou matici, nap̌r.

E =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Jedničky se nacháźı na hlavńı diagonále, všude jinde jsou nuly.

O a E maj́ı očekávané vlastnosti s ohledem na sč́ıtáńı, resp.
násobeńı:

O + A = A, E · A = A · E = A.



Mocnina matice

Matice muśı být čtvercová, aby mělo umocňováńı smysl.

An = A · A · . . . · A (n-krát)

Př́ıklad: Nalezeńı n-tého členu Fibonacciho posloupnosti
1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . :(

0 1
1 1

)
·
(

1
1

)
=

(
1
2

)
,(

0 1
1 1

)
·
(

1
2

)
=

(
2
3

)
=

(
0 1
1 1

)2

·
(

1
1

)
,(

0 1
1 1

)
·
(

2
3

)
=

(
3
5

)
=

(
0 1
1 1

)3

·
(

1
1

)
,(

0 1
1 1

)n

·
(

1
1

)
=

(
fn+1

fn+2

)



Komentá̌re k maticovým operaćım

I Polynomy a matice p̌redstavuj́ı daľśı algebraickou nástavbu
nad č́ısly. Operace jsou ovšem částečné a násobeńı matic je
nekomutativńı.

I Binárńı relace lze ztotožnit s (ne nutně konečnými) maticemi
nad Booleovou algebrou {0, 1}. Násobeńı matic odpov́ıdá
skládáńı relaćı.

I Požadavky: Zvládat operace s maticemi (bez pomocných
výpočt̊u), znát vlastnosti operaćı a speciálńı matice O,E .



Přepis soustavy lineárńıch rovnic do matice

Př́ıklad: Po dvǒre běhá 30 nohou, paťŕı k nim 10 krk̊u, jsou tam
jenom husy a kozy. Kolik je čeho?

h + k = 10,

2h + 4k = 30.

To odpov́ıdá maticové rovnici

(
1 1
2 4

)
·
(

h
k

)
=

(
10
30

)
.

Dále úlohu řeš́ıme zpravidla eliminaćı jedné proměnné, což
odpov́ıdá jisté manipulaci s matićı.



Matice soustavy

V obecněǰśım pojet́ı máme co dočiněńı s úlohou ve tvaru

A · X = B,

A . . . matice soustavy,

X . . . vektor neznámých,

B . . . vektor pravých stran,

(A|B) . . . rozš́ı̌rená matice soustavy.

Strategie řešeńı: Kombinujeme rovnice (̌rádky rozš́ı̌rené matice)
tak, abychom vyjáďrili a vypoč́ıtali aspoň jednu proměnnou. Tu
následně dosad́ıme do zbylých rovnic, vyjáďŕıme daľśı proměnnou,
atd.

Doporučená strategie: Rovnou se snažit o úpravu na schodový tvar.



Schodový tvar


2 4 0 −3 1

0 1 −3 2 0

0 0 0 −2 1

0 0 0 0 0


Pivot . . . prvńı nenulový vstup na daném řádku (v rámečku).

Schodový tvar matice . . . pozice pivota se na daľśım řádku
posouvá aspoň o 1 doprava.

Úprava rozš́ı̌rené matice na schodový tvar je vhodná p̌ŕıprava
k dǒrešeńı soustavy postupným dosazováńım.



Gaussova eliminačńı metoda

K úpravě na schodový tvar využ́ıváme elementárńı řádkové úpravy.
Rozlǐsujeme troj́ı typ:

I prohozeńı řádk̊u matice,

I vynásobeńı řádku nenulovým (invertibilńım) č́ıslem,

I vynásobeńı řádku jakýmkoli č́ıslem a p̌ričteńı k jinému řádku.

Matice podstupuj́ıćı řádkové úpravy se měńı. V pr̊uběžném výpočtu
neṕı̌seme =, ale ∼. (Matice se nerovnaj́ı, ale jsou v určitém smyslu
ekvivalentńı.)

Elementárńı úpravy doporučujeme zaznamenávat na okraj matice.



Dǒrešeńı úlohy o zv́ı̌ratech na dvǒre

(
1 1 | 10
2 4 | 30

)
←−
−2
+
∼
(

1 1 | 10
0 2 | 10

)
Matice je ve schodovém tvaru a odpov́ıdá upravené (ekvivalentńı)
soustavě

h + k = 10,

2k = 10.

Odtud k = 5. Dosazeńım do prvńı rovnice dostaneme h + 5 = 10 a
odtud h = 5.

Odpověd’: Po dvǒre běhá 5 huśı a 5 koz.



Trochu náročněǰśı soustava I

Řešte soustavu lineárńıch rovnic:

2x − y + 3z = 0,

x + y − z = 3,

x − y = −1.2 −1 3 | 0
1 1 −1 | 3
1 −1 0 | −1

 ←−
←− ∼

1 1 −1 | 3
2 −1 3 | 0
1 −1 0 | −1

 ←−
−2

+

←−−−−−

−1

+

∼

∼

1 1 −1 | 3
0 −3 5 | −6
0 −2 1 | −4

 | · (−2)
| · 3

∼

1 1 −1 | 3
0 6 −10 | 12
0 −6 3 | −12


←−+

∼

∼

1 1 −1 | 3
0 6 −10 | 12
0 0 −7 | 0





Trochu náročněǰśı soustava II

1 1 −1 | 3
0 6 −10 | 12
0 0 −7 | 0



−7z = 0 z = 0

6y − 10 · 0 = 12 y = 2

x + 1 · 2− 1 · 0 = 3 x = 1



Řešitelnost a jednoznačnost soustav

Rozhodne úprava na schodový tvar:

1

2
−1

30

3x = 1 jediné řešeńı

1

2
−1

0

0x = 0 v́ıce řešeńı

1

2
−1

30

0x = 3 žádné řešeńı



Hodnost matice, Frobeniova věta

Počet nenulových řádk̊u, které z̊ustanou po eliminaci na schodový
tvar, nezáviśı na postupu. Nazýváme jej hodnost́ı matice A a
znač́ıme h(A).

Stejný výsledek bychom dostali i sloupcovými úpravami, tj.
řádkovými úpravami transponované matice: h(A) = h(AT ).

Hodnost obdélńıkové matice je nejvýše menš́ı z rozměr̊u.

Frobeniova věta: Soustava matice má řešeńı, pokud
h(A|B) = h(A), tj. hodnost matice soustavy je stejná jako hodnost
matice rozš́ı̌rené.

Řešeńı je jediné, pokud se hodnost shoduje i s počtem neznámých.

Pokud soustava řešeńı nemá, plat́ı h(A|B) = h(A) + 1.



Soustavy s v́ıce řešeńımi
Je-li v Q,R,C v́ıce řešeńı, je jich rovnou nekonečně mnoho. (V Zn

je vždy jen konečně mnoho řešeńı.)

Vyjaďrujeme je parametricky.

Všechna řešeńı vytvá̌ŕı afinńı podprostor (viz Geometrie). Počet
parametr̊u odpov́ıdá jeho dimenzi.

Řešeńı lze vyjáďrit jako součet partikulárńıho řešeńı a obecného
řešeńı homogenńı soustavy AX = O.

Př́ıklad: (soustava v R)(
2 1 0 −1 | 0
0 0 3 1 | 2

)

3z + u = 2, z = a, u = 2− 3a,

2x + y − u = 0, x = b, y = 2− 3a− 2b.

Řešeńı: {(b, 2− 3a− 2b, a, 2− 3a) | a, b ∈ R}.



Komentá̌re k soustavám lineárńıch rovnic

I Věťsina úloh z analytické geometrie se bude transformovat na
řešeńı jisté soustavy lineárńıch rovnic.

I Požadavky: Umět p̌repsat soustavu do matice, ovládat
řádkovou eliminaci do schodového tvaru, umět dopoč́ıtat
řešeńı soustavy dosazeńım, parametricky vyjáďrit obecný tvar
řešeńı. Vědět, kdy je soustava řešitelná.



Řádkové úpravy jako násobeńı matic

1 0 0

0 0 1

0 1 0

 ·

b c

d e

f g

 ←−
←−

=

b c

f g

d e


a 0 0

0 1 0

0 0 1

 ·

b c

d e

f g

 | · a
=

ab ac

d e

f g


1 0 0

0 1 0

a 0 1

 ·

b c

d e

f g


←−

a

+

=

 b c

d e

ab + f ac + g





Inverzńı matice
Matice B se nazývá inverzńı k matici A, pokud

A · B = E , B · A = E .

Inverzńı matice k matici A existuje, pokud

I A je čtvercová,

I A má plnou hodnost, tj. h(A) je rovna řádu A.

Druhá podḿınka je ekvivalentńı nenulovému determinantu (viz
dále).

Pokud inverzńı matice existuje, je dána jednoznačně. Znač́ıme ji
A−1. Pokud plat́ı jedna z rovnost́ı AA−1 = E ,A−1A = E , plat́ı
automaticky i druhá (to v algeb̌re obecně neplat́ı).

Invertibilńı matice se nazývaj́ı regulárńı. Neinvertibilńı čtvercové
matice se nazývaj́ı singulárńı.

Analogie s (ne)invertibilńımi prvky v Zn.



Výpočet inverzńı matice

Inverzńı matici poč́ıtáme Gaussovou eliminaćı podle schématu:

(A|E ) ∼ · · · ∼ (E |A−1)

Vysvětleńı: Převod A→ E sestává z posloupnosti maticových
násobeńı Pn . . .P2P1A = E . Stejné úpravy se ale aplikuj́ı i na E ,
vpravo tedy dostáváme matici Pn . . .P2P1. Z p̌redchoźı rovnosti
plyne, že jde o inverzi.

Výpočet provád́ıme opět úpravou A na schodový tvar, pak
pokračujeme obdobnou eliminaćı pravého horńıho trojúhelńıku
(nad hlavńı diagonálou). Souběžně normalizujeme (p̌revád́ıme na
jedničky) pivoty v řádćıch, abychom dostali E .



Př́ıklad na inverzńı matici I

Najděte inverzńı matici k

A =

 1 2 3
−1 0 −1
2 1 0

 .

(A|E ) =

 1 2 3 | 1 0 0
−1 0 −1 | 0 1 0
2 1 0 | 0 0 1

 ←−+

←−−−

−2

+

∼

∼

1 2 3 | 1 0 0
0 2 2 | 1 1 0
0 −3 −6 | −2 0 1

 | · 12
| · 13

∼

∼

1 2 3 | 1 0 0
0 1 1 | 1/2 1/2 0
0 −1 −2 | −2/3 0 1/3

 ∼



Př́ıklad na inverzńı matici II

∼

1 2 3 | 1 0 0
0 1 1 | 1/2 1/2 0
0 −1 −2 | −2/3 0 1/3


←−+

∼

∼

1 2 3 | 1 0 0
0 1 1 | 1/2 1/2 0
0 0 −1 | −1/6 1/2 1/3

 ←−+

←−−−

3

+

∼

∼

1 2 0 | 1/2 3/2 1
0 1 0 | 1/3 1 1/3
0 0 −1 | −1/6 1/2 1/3

 ←−
−2

+

| · (−1)
∼

∼

1 0 0 | −1/6 −1/2 1/3
0 1 0 | 1/3 1 1/3
0 0 1 | 1/6 −1/2 −1/3





Př́ıklad na inverzńı matici III

Odpověd’:

A−1 =

−1/6 −1/2 1/3
1/3 1 1/3
1/6 −1/2 −1/3


Zkouška:

AA−1 =

 1 2 3
−1 0 −1
2 1 0

 ·
−1/6 −1/2 1/3

1/3 1 1/3
1/6 −1/2 −1/3

 =

=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = E



Př́ıklad selháńı výpočtu pro singulárńı matici

Najděte inverzńı matici k

A =

 1 2 3
−1 0 −1
1 2 3

 .

(A|E ) =

 1 2 3 | 1 0 0
−1 0 −1 | 0 1 0
1 2 3 | 0 0 1

 ←−+

←−−−

−1

+

∼

∼

1 2 3 | 1 0 0
0 2 2 | 1 1 0
0 0 0 | −1 0 1


A jsme v konćıch.



Př́ıklad využit́ı inverzńı matice

Soustavu lineárńıch rovnic vyjáďrenou

AX = B

můžeme zleva vynásobit inverźı k A:

A−1AX = A−1B

X = A−1B

Inverzńı matice muśı existovat, postup lze už́ıt jen pro speciálńı typ
soustav.

Výpočet inverzńı matice je pracněǰśı než postupné dosazováńı.

Může se hodit, pokud se k inverzi dostaneme
”
lacino“, nebo v

teoretických výpočtech.



Komentá̌re k inverzńım matićım

I Pro inverzńı matice řádu 2 se může hodit pamatovat si
vzoreček, který brzy odvod́ıme.

I Požadavky: Znát definici a využit́ı inverzńıch matic, umět
poč́ıtat schématem se souběžnou úpravou jednotkové matice.



Stopa matice

Stopou tr A čtvercové matice A rozuḿıme součet diagonálńıch
členů, tj.

tr A = a11 + a22 + · · ·+ ann.

Plat́ı

tr(A + B) = tr A + tr B,

tr(AB) = tr(BA),

tr(AT ) = tr A.

Stopa se neměńı změnou báze (viz Geometrie).

Jedná se o důležitou charakteristiku čtvercových matic.



Determinant matice — definice

Determinantem det A čtvercové matice A se nazývá č́ıslo

det A =
∑

π∈S(n)

(−1)|π|a1π(1)a2π(2) . . . anπ(n).

n . . . řád matice A,

S(n) . . . permutace (bijekce na sebe) n-prvkové množiny,

|π| . . . parita permutace π (sudá/lichá), poč́ıtá se nap̌r. ze součtu
transpozic,

π(i) . . . obraz prvku i v permutaci π.

Intuitivńı vysvětleńı: Každý člen determinantu odpov́ıdá rozḿıstěńı
n šachových věž́ı na matici, aby se vzájemně neohrožovaly.
Takových rozḿıstěńı je n!. Pro každé spoč́ıtáme

”
součin věž́ı“ a

urč́ıme znaménko. Vše se sečte dohromady.



Vlastnosti determinantu

Plat́ı

det(AB) = det A · det B,

det(AT ) = det A,

det(A−1) = 1/(det A).

Pro nás je zásadńı zachováńı součinu (Cauchyova věta), protože
umožńı využ́ıt Gaussovu eliminaci pro výpočet determinantu:

det(Pn . . .P2P1A) = det Pn · . . . · det P2 · det P1 · det A,

odkud

det A =
det(Pn . . .P2P1A)

det Pn · . . . · det P2 · det P1
.



Speciálńı determinanty

Determinant se často znač́ı také |A| a v maticovém zápisu rovné
závorky nahrazuj́ı kulaté.

Je-li matice ve schodovém tvaru, jediný nenulový člen může být
tvǒren pouze hlavńı diagonálou. Identita má sudou permutaci.
Jedna transpozice, měńı znaménko.

Dostáváme:∣∣∣∣∣∣
a b c
0 d e
0 0 f

∣∣∣∣∣∣ = adf ,

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 0 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ = −1,

∣∣∣∣∣∣
a 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = a,

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
a 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1,

|E | = 1, |O| = 0.



Pravidla pro výpočet determinantu Gaussovou eliminaćı

Z p̌redchoźıho vyplývá:

I Chci-li některý z řádk̊u vydělit a, muśım a vytknout p̌red
determinant.

I Výměna řádk̊u měńı znaménko determinantu.

I Přičteńı násobku řádku k jinému je
”
bezpečná úprava“ a

determinant se neměńı.

I Mı́sto řádkové eliminace můžeme provádět i sloupcovou, u
determinantu je to jedno.

I Pozor na skalárńı násobeńı matice: V aA jsou skalárem a
násobeny všechny řádky, proto det (aA) = an · det A.

I Mezi výpočetńı kroky ṕı̌seme = (protože jde o stejné č́ıslo).



Př́ıklad na výpočet determinantu Gaussovou eliminaćı

Určete determinant matice Gaussovou eliminaćı

A =

 1 2 3
2 7 8
−1 2 −3

 .

det A =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 7 8
−1 2 −3

∣∣∣∣∣∣ ←−
−2
+

←−−−−+

=

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
0 3 2
0 4 0

∣∣∣∣∣∣ ←−←− =

= −

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
0 4 0
0 3 2

∣∣∣∣∣∣ | · 4 · 14 = −4 ·

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
0 1 0
0 3 2

∣∣∣∣∣∣ ←−−3+

=

= −4 ·

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
0 1 0
0 0 2

∣∣∣∣∣∣ = −4 · 1 · 1 · 2 = −8



Laplace̊uv rozvoj determinantu

Při vhodných p̌ŕıležitostech využ́ıváme k výpočtu determinantu
Laplace̊uv rozvoj. Jedná se o organizaci členů z definice
determinantu podle určitého řádk̊u, sloupce, p̌ŕıpadně množiny
řádk̊u nebo množiny slopc̊u. Determinant je vyjáďren mnohočlenem
vytvǒreným z determinant̊u menš́ıho řádu, které vycháźı ze
čvercových podmatic a ř́ıkáme jim minory.

Laplace̊uv rozvoj podle i-tého řádku:

det A =
n∑

j=1

(−1)i+jaij · det Aij ,

kde Aij je tzv. doplněk prvku aij . Jde o podmatici A vzniklou
škrtnut́ım i-tého řádku a j-tého sloupce (je tedy čtvercová řádu
n − 1).



Znázorněńı minor̊u a doplňk̊u

minory

doplňky



Pravidla pro výpočet determinantu Laplaceovým rozvojem

I Zvolený řádek/sloupec (množina) se muśı proj́ıt celý. U
k-prvkových množin řádk̊u (sloupc̊u) skládáme minory do
čtverc̊u ze všech možnost́ı výběru k sloupc̊u (̌rádk̊u).

I Znaménko členu poč́ıtáme jako (−1)s , kde s je součet všech
dotčených index̊u řádk̊u a sloupc̊u.

I Řádky/sloupce pro rozvoj se snaž́ıme volit tak, aby vyšlo co
nejméně nenulových minor̊u nebo doplňk̊u.

I Laplace̊uv rozvoj se hod́ı pro ř́ıdké matice (s hodně nulami),
parametrické matice a teoretické výpočty.

I Laplace̊uv rozvoj lze vhodně kombinovat s Gaussovou
eliminaćı.



Př́ıklad na výpočet determinantu Laplaceovým rozvojem

Určete determinant matice Laplaceovým rozvojem podle 1. řádku

A =

 1 2 3
2 7 8
−1 2 −3

 .

det A =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 7 8
−1 2 −3

∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+1 · 1 ·
∣∣∣∣7 8
2 −3

∣∣∣∣+

+(−1)1+2 · 2 ·
∣∣∣∣ 2 8
−1 −3

∣∣∣∣+ (−1)1+3 · 3 ·
∣∣∣∣ 2 7
−1 2

∣∣∣∣ =

= (7 · (−3)− 8 · 2)− 2 · (2 · (−3)− 8 · (−1))+

+3 · (2 · 2− 7 · (−1)) = −37− 4 + 33 = −8



Př́ıklad na rozvoj podle dvou řádk̊u

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ 2 3 4
−2 3− λ 4 5
0 0 −1− λ 2
0 0 −2 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (−1)1+2+1+2 ·
∣∣∣∣−1− λ 2
−2 3− λ

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣−1− λ 2
−2 3− λ

∣∣∣∣+

+(−1)1+2+1+3 ·
∣∣∣∣−1− λ 3
−2 4

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣0 2
0 3− λ

∣∣∣∣+ . . . =

= ((−1− λ)(3− λ) + 4)2 = (λ2 − 2λ+ 1)2 = (λ− 1)4



Vlastnosti determinant̊u
Determinanty řádu 2 poč́ıtáme p̌ŕımo:∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣ = ad − bc

Pro determinanty řádu existuje Sarrusovo pravidlo. Neuč́ıme.

Nulový řádek nebo nulový sloupec jsou zjevné p̌ŕıznaky nulového
determinantu.

Minory řádu n − 1 s vhodnými znaménky lze poskládat do
čtvercové matice řádu n. Výsledkem je tzv. adjungovaná matice
adj A, kterou lze využ́ıt k p̌ŕımému výpočtu inverzńı matice:

A−1 =
adj A

det A

. Pro řád 2 dostaneme vzoreček(
a b
c d

)−1
=

1

ad − bc

(
d −b
−c a

)
.



Cramerovo pravidlo
Je-li matice A regulárńı, lze (jediné) řešeńı X = (x1, x2, . . . , xn)
soustavy lineárńıch rovnic AX = B vyjáďrit

xi =
det Ai

det A
,

kde Ai je matice vzniklá nahrazeńım i-tého sloupce matice A
vektorem pravých stran B.

Př́ıklad:

h + k = 10

2h + 4k = 30

h =

∣∣∣∣10 1
30 4

∣∣∣∣∣∣∣∣1 1
2 4

∣∣∣∣ =
10

2
= 5, k =

∣∣∣∣1 10
2 30

∣∣∣∣∣∣∣∣1 1
2 4

∣∣∣∣ =
10

2
= 5.



Komentá̌re k determinant̊um

I Stopa zachovává sč́ıtáńı matic, determinant zachovává
násobeńı. Pro n > 1 neexistuje zobrazeńı Mn(R)→ R, které
by zachovávalo oboj́ı (homomorfismus okruhů). (Symbolem
Mn(R) je ḿıněna množina všech čtvercových reálných matic
řádu n.)

I Determinanty maj́ı velmi široké využit́ı. Část jsme si ukázali,
daľśı aplikace p̌rijdou později (geometrie, lineárńı modely),
v matematické analýze, ve statistice, atd.

I Požadavky: Chápat podstatu definice determinantu.
Zvládnout oba způsoby výpočtu (Gauss, Laplace) a umět si
mezi nimi vybrat pro danou úlohu/úpravu. Seznámit se s
možnostmi využit́ı determinant̊u.


