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Vektorové prostory

Vektorovym prostorem rozumime neprazdnou mnozinu V
s operacemi

» séitani vektord u + v

» a skalarnim nasobenim a- v.

Operace musi spliiovat fadu axiom( (nebudeme si uvadét). Skaldry
(&isla) tvofi tzv. téleso. Za téleso budeme zpravidla uvaZovat redlna
¢isla R, v mnohem men3i mite komplexni &isla C, p¥ipadné
zbytkové t¥idy Z, pro p prvocislo.

Prvky vektorového prostoru se nazyvaji vektory.

N 24

Nejdilezit&jsi ptiklad vektorového prostoru je prostor redlnych n-tic
R". Operace jsou dany ,,po slozkach":

(al,aZa---aan)+(b17b27---7bn):(31+b1732+b27-'-,an+bn)7

c(ai,az,...,an) = (cai,caz,...,cap).



Dalsi priklady vektorovych prostori

(1) Prostor Mp,»sR redlnych matic typu m x n. Operace opét po
slozkach, od R" se lisi pouze ,,obdélnikovou strukturou® slozek

vektorfi.
(2) Prostor R,[x] redlnych polynomi stupn& nejvyse n. Operace

jsou:
(apx" 4 ap_1x" 1+ a;x + ag) + (bpx" 4 bp_1x" 1 + byx 4 by) =

= (an+ bn)x" + (an—1 + bp—1)x""" + (a1 + b1)x + (a0 + bo),

c(anx" + ap_1x"1 4 aix + ag) = capx" + cap_1x" + caix + cap,

tedy také ,po slozkach”.



Vektorové podprostory

Neprazdna podmnozina U C V vektorového prostoru V se nazyva
vektorovym (linedrnim) podprostorem, pokud je uzav¥end na
s¢itani a skaldrni ndsobeni, tj. plati

u,velU,aeR = u+v,aue U.
P¥iklady: (1) P¥imka U = {(x,y) | y = x} je podprostorem v R?:
(a,a)+ (b,b)=(a+b,a+b) e U, c(a,a)=/(ca,ca)e U.
(2) P¥imka U = {(x,y) | y = x + 1} neni podprostorem v R:

(0,1)+(1,2)=(1,3) ¢ U,  2-(0,1)=(0,2) & U.

Naivni popis podprostort: jsou ,rovné" (pf¥imka, rovina), ,b&Zi do
nekonena“, , nelze se v nich schovéavat" (jsou konvexni) a
prochdzeji nulou.



Linedrni kombinace
Linearni kombinaci vektorii vi, ..., v, rozumime vektor

aivi+... +apvp,

kde a; ..., a, jsou skalary.

S&itani vektorl je jednoducha linedrni kombinace dvou vektori (se
skaldry 1, 1), skaldrni nasobeni je vlastn& linedrni kombinace
jediného vektoru.

Vektorové podprostory jsou uzaviené na jakékoli linearni
kombinace (snadno dokdZeme indukci).




Generovani podprostort, linedrni obal

Casto nds zajima, jak vypada nejmen¥i podprostor obsahujici
uréitou mnoZinu vektorii M. Takovy podprostor Ize hledat dvéma
zplisoby:

»  Teoreticky” — priinik vSech podprostort obsahujicich M.

b

»  Konstruktivné” — mnoZina vSech linearnich kombinaci
vektort z M.

Vznikly podprostor zna&ime (M) a nazyvdme podprostorem
generovanym mnoZinou M nebo linearnim obalem mnoZiny M.
Nejmensim podprostorem je trividlni podprostor {0} obsahujici
pouze nulovy vektor. Je generovan prazdnou mnoZinou.



Kdy vektor patfi do podprostoru?

Vektor v z¥ejmé& pat¥i do podprostoru (M), pokud se jej poda¥i
vyjadFit jako linedrni kombinaci vektorli z M. Rozepsanim do
sloZek vektoru dostdvame soustavu linedrnich rovnic, v niZ
nezndmé odpovidaji skaldrim v kombinaci. P¥isluSnost vektoru v
do (M) pak diskutujeme jako FeSitelnost soustavy.

P¥iklad: Rozhodné&te, zda vektor v = (1,2, 3) pat¥i do podprostoru
(u, w) generovaného vektory u = (0,1,2),w = (1,1, 1) v R3,

0 1 | 1 1 1 | 2
1 1 ’ 2 -2 J ~ |0 1 ’ 1 3~
2 -1 | 3 3+ 0 -3 | -1 J+

11| 2
~10 1|1
00 | 2

Soustava nem3 YeSeni. Odpov&d: nepat¥i.



Uloha s vice vektory

Pokud diskutujeme vice vektord, ¥eSime vice soustav. Ty se ale lisi
pouze pravymi stranami (kde vymé&iujeme testované vektory). Lze
si tak zjednodusit praci a fesit v8echny soustavy soubé&zné.

P¥iklad: Rozhodnéte, které z vektort
u=(1,1,-1),v=(2,1,3),w = (0,1,1) patfi do podprostoru
((1,0,1),(1,2,3)).

1 1] 1 20 1 1 1] 1 20
021111]~02|111 1~
13| -131 + 02|—2113+
1 1] 1 20
~l02 ] 1 11
00 ] —20 0

Odpovéd: Do podprostoru patfi v, w.



Nezavislost vektorl

Rikame, Ze vektory vi, vo, ..., vk jsou linedrné nezavislé, pokud
jedinymi skaldry ¥eSicimi rovnost

avit+awvw+... +apv, =0

jsou nuly. Jinymi slovy, odpovidajici homogenni soustava lineadrnich
rovnic ma pouze nulové (trividlni) ¥eden.

Interpretace: Zadny z vektorli vi, vo,..., vk neni ,zbyteény" a pfi
generovani podprostoru (vi, va, ..., Vk) ,pFispiva".

Pokud podminka spIn&na neni (dostaneme nulu i n&jakou
netrividlni kombinaci), pak ¥ikdme, Ze vektory jsou linearné zavislé.

Mezi linedrné zavislymi vektory vzdy existuje alespon jeden, ktery
je linedrni kombinaci ostatnich. (Ale nemusi byt hned z¥ejmé, ktery
to je, proto je definice tak obecna.)



Posouzeni nezavislosti vektort

Se znalosti jednoznadné ¥eSitelnosti soustavy vime, Ze nezdvislost
snadno zjistime z hodnosti matice A vzniklé pfepisem vektorii do
sloupcti: vq, va, ..., vk jsou nezdvislé pravé tehdy, kdyz h(A) = k.

P¥iklad: Rozhodnéte, zda vektory (1,1,2,2),(1,2,3,4),(0,1,2,3)
jsou nezavislé v R*.

1 10 1 10
1 21 011 -1 42
2 3 2 ~lo 12| o ~
2 4 3 0 2 3 +
1 10 110
011 011
0 01 -1 0 01
0 01 J+ 0 00O
Odpovéd: h(A) = 3, tedy vektory jsou nezdvislé.



Baze

Linedrn& nezavislé vektory vytva¥i jisty souradny systém, v némz
Ize kaZdy vektor (generovaného podprostoru) jednozna&né vyjadFit
jako linedrni kombinaci.

Pro dany prostor nebo podprostor hovofime o jeho bazi. Je to
maximalni (,,nezv&tsitelnd") k-tice nezdvislych vektorii. Na poradi
vektorl v bazi velmi zdleZi, neni to mnoZinal!

P¥iklad: Vektory (1,0,1),(0,1,0),(1,2,0) jsou linedrn& nezdvislé a
kazdy dal¥i vektor z R3 uZ by s nimi byl zavisly. Jedna se tedy o
maximalni mnoZinu a Ize z nich sestavit bazi prostoru R3, napt.:

((1,0,1),(0,1,0),(1,2,0))

Nulovy vektor je s kterymikoli vektory zavisly (nulovd kombinace),
dokonce i sam se sebou. TudiZ v bazi nikdy byt nemiZze.



Standardni (kanonickd) baze

V R” se nejpohodIngji pracuje s tzv. standardni (kanonickou) bazi
e=((1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1))

sestavenou ze sloupcl jednotkové matice. Brzy uvidime, Ze

soutadnice vektor( v této bazi jsou presné ty, na které jsme zvykli.

V prostorech matic je kanonickd baze tvofena maticemi, které maji
pravé jeden vstup 1 a ostatni jsou O.

V prostorech polynomi jsou standardnimi bazemi posloupnosti
(1,x,x%,...,x").



Doplnéni mnoZiny nezavislych vektor(i do baze

P¥iklad: Z mnoziny {(1,1,1),(2,1,1),(—1,0,0)} vyberte co nejvic
vektort a dopliite je do baze celého prostoru R3.

Regeni: Vektory zapi$eme sloupcové do matice (,,strategicky” si
zvolime vhodné po¥adi) a rovnou si p¥ipravime jednotkovou matici
pro zjisténi, ktery z vektor(i standardni baze je vhodny k doplnéni:

2 | 100 -1 12 |1 0 O
1] 010 -1~ 0 11| 0 1 O
1 ] 001 J 0 00| 0 —-11
Odpové&d: Za bazi Ize zvolit nap¥. ((—1,0,0),(1,1,1),(0,1,0)).

Pozor! V odpovédi se musi objevit pivodni vektory. Upravy na
schodovy tvar vedou k pochopeni zavislosti, ale neposkytuji
smysluplné vektory.

-1

0
0

+

Doporudeni pro zalate¢niky: Postupné si rozmyslet jen jeden
vektor z pravé strany, ostatni zakryvat.



Dimenze prostoru a podprostoru

Lze dokazat, Ze pocet vektorl v bazi pro pevné zvoleny
(pod)prostor V je vzdy stejny. Nazyva se dimenze (pod)prostoru a
znadi dim V.

P¥iklady: (1) dimR" = n.

(2) dim My, xR = mn.

(3) dimRp[x] = n+1.

(4) dim{0} = 0.

Nds zajimaji jen vektorové prostory kone¢né dimenze.

Dimenze se rovna hodnosti matice sestavené z vektort bdze:
dim V = h(A).

O bazich plati tzv. Steinitzova véta o vymé&nég, kterd umoZfiuje
nahradit kterykoli vektor jedné baze vhodnym vektorem baze
druhé.



Sou¥adnice vektoru v bazi

Libovolny vektor v z daného (pod)prostoru je vzdy jednozna&nou
linedrni kombinaci vektorl z baze a: Kdyby to neslo, byl by vektor
na bazi nezdvisly a nebyla by tak maximalni. Kdyby bylo vyjadfeni
vic, znadilo by to zavislost v bazi.

Skalarni koeficienty z kombinace nazyvdme souradnicemi vektoru v
v bazi o a znalime v,,. Sou¥adnice vZdy tvoFi n-tici bez ohledu na
prostor (tedy nap¥. i v maticich a polynomech).

Soufadnice ziskdme dofeSenim soustavy linedrnich rovnic, kde « je
matici soustavy a v je vektor pravych stran.

Ptiklad: Soutadnice vektoru (a, b) € R? ve standarni bazi
e =((1,0),(0,1)) jsou skuten& (a, b), protoze

(a, b) = a(1,0) + b(0,1).



P¥iklad na soufadnice

Urcete soutadnice vektoru v = (0,2, 3) v bazi
a = ((1,2,0),(0,1,1),(1,0,—1)) vektorového prostoru R3.

10 1 | O -2 10 1 |0
21 0 | 2 JJr ~{0 1 -2 | 2 -1 ~
01 -1 | 3 01 -1 1] 3 JJr
10 1 | O
~10 1 =2 | 2
00 1 |1
z=1,
y722227 )/24,
x+z=0, x=-1

Odpov&d: v, = (—1,4,1).
Zkougka: —(1,2,0) +4-(0,1,1) + (1,0, ~1) = (0,2,3).



Komentare k vektorovym prostoriim

> Veskeré vypoletni konstrukce |ze realizovat rozepsanim
vektorll do sloupcli matice a jeji Gpravou na schodovy tvar.
P¥i vypoctu soufadnic v bazi pokralujeme ¥eSenim vzniklé
soustavy, u jinych uloh sta&i vhodné interpretovat ptispévky
sloupcti k nardstu hodnosti matice.

> Ulohy prednostné& feSime nahlouéenim veskerych vstupnich a
pomocnych vektort (standardni baze) do spole&ného
maticového schématu.

» PYepisu vektord do ¥adki se pro jednoduchost vyhybdame, ale
v n&kterych aplikacich mize byt uZite¢ny (nap¥. hledani
»p&kné" baze podprostoru).

» PoZadavky: Znat pojmy vektorovy prostor, podprostor,
linedrni kombinace, generovany podprostor/linedrni obal,
nezavislost vektorl, baze, standardni baze, soufadnice. Umét
vyresit souvisejici Ulohy, zejména posoudit nezavislost vektor(,
doplnit mnoZinu do baze a spoéitat soutfadnice vektoru v bazi.



Linedrni zobrazeni

Zobrazeni mezi dv€ma vektorovymi prostory (nad stejnym télesem)
f : U — V se nazyva linedrni, pokud zachovava scitani a skalarnf
ndsobeni vektor(:

flu+v)="~f(u)+f(v), f(av) = af(v).

Lze opét snadno dokazat, Ze linedrni zobrazeni zachovava i
libovolné linedrni kombinace (a jde tedy o alternativni definici).

ly u f(u)

v u-—+2v

f(u+2v)



Pt¥iklady linedrnich zobrazeni |

(1) f:R3 =R f(x,y,z) = (2x — y,x + y — 22) je linedrni
zobrazeni:

F((x,y.2)+(X. v, 2) = f(x + X,y + ¥,z + 2)

=2x+x) = (y+y), (x+x) + (y +¥) = 2(z + 2))
2x —y,x+y—2z)+(2X -y X +y —27)
=f(x,y,z)+ f(x,y',2)
f(a(x,y,z)) = f(ax, ay, az)
(2ax — ay, ax + ay — 2az)

=al2x —y,x+y —2z)
= af(x,y,z)



Ptiklady linedrnich zobrazeni |l

(2) f: R3 = R?, f(x,y,2) = (2x — 1, xy + z) nenf linedrni
zobrazeni:
f((1,0,0) + (0,1,0)) = 7(1,1,0) = (1,1)
f(1,0,0) + £(0,1,0) = (1,0) + (—1,0) = (0,0)

£(0-(1,1,1)) = £(0,0,0) = (—1,0)
0-£(1,1,1) =0-(1,2) = (0,0)



Vlastnosti linearnich zobrazeni

» Linedrni zobrazeni vzdy zachovava nulovy vektor.

» SloZzky vektoru jsou v pFedpisu v samostatnych €lenech a
nejvy$e v 1. mocniné, mohou byt ndsobeny skaldrem.

» Obrazem (im f) celého defini¢niho oboru je podprostor.

» V3echny vektory definiéniho oboru, které se zobrazuji na nulu,
tvofi také podprostor. Nazyvd se jadro (ker f).

» SloZeni linedrnich zobrazeni je linearni. Ma-li linedrni zobrazeni
inverzi, pak je také linearni.

u

ker f




Matice zobrazeni ve standarnich bazich

ProtoZe kazdy vektorovy prostor pokryvaji linearni kombinace
bazovych vektor(i, stali linedrni zobrazeni zadat pouze na bazovych
vektorech, nejlépe pro standardni bazi.

P¥iklad: O zobrazeni f : R? — R3 vime, Ze je linearni a plati:
f(1,0) = (1,2,0), f£(0,1) = (—1,3,1).

Najdéte predpis zobrazeni.

Regen:

f(x,y) = f(x(1,0) + y(0,1)) = xf(1,0) + yf(0,1)
=x(1,2,0) + y(-1,3,1) = (x — y,2x + 3y, y)
1 -1



Sestaveni matice zobrazeni (ve standardnich bazich)

Postup demonstrovany na pfedchozim pt¥ikladu funguje obecné.
Zname-li obrazy vektord standardni béze, stali je sloupcové (a ve
sprdvném potadi) vyskladat do matice.

Pro libovolny vektor v z defini¢niho oboru zobrazeni f a takto
ziskanou matici A pak plati

f(v) = Av,

pFicemz vektor v piSeme na pravé strané jako sloupcovy.

Umluva: Nebudeme moc proZivat, zda psat v nebo v'. Vektory
budeme do matic p¥episovat, jak se to bude hodit.



P¥iklady linedrnich zobrazeni v R? |
Identita:

)

f(x,y) = (x,y)

Stejnolehlost s koeficientem k a stfedem 0:

f(x,y) = (kx, ky)

Stfedova symetrie kolem 0:

f(va) = (_X) _y)

(o 2)

(o ¥



P¥iklady linedrnich zobrazeni v R? Il
Zrcadleni (symetrie) kolem osy x:

= (5 2

Zrcadleni kolem pfimky y = x:

=) (3 o)

Otaceni kolem 0 o dhel ¢:

f(x,y) = (xcos ¢ — ysin ¢, xsin ¢ + y cos @) (COS¢ —Sin(;s)

sing cos¢



P¥iklady linedrnich zobrazeni v R? Il
Promitani (projekce) na osu x:

=0 (g o)

Promitani na pfimku y = x:

() (3

Nulové zobrazeni (projekce na bod):

{Q

=00 (g )



Determinant jako charakteristika zobrazenf{

Stejnolehlost ... det A = k2

P¥ima shodnost (otd&eni, stfedovd symetrie) ... det A = 1.
Nep#ima shodnost (symetrie kolem p¥imky) ... det A= —1.
Projekce, nulové zobrazeni ... det A= 0.

Podobné vlastnosti plati i obecn&ji v R? (a vy&&ich dimenzich), ale
determinant nestali nap¥. k rozliSeni projekce na p¥imku a projekce
na rovinu. P¥esné&jsi charakteristiku ndm poskytnou viastni &isla.

Neplati obridcené, tj. napf. z det A = 1 nemohu usuzovat, Ze jde o
p¥imou shodnost.



Vztah obrazu a jadra

Dimenze obrazu udava , miru zachovani* vektort z defini¢niho
oboru zobrazeni, dimenze jadra naopak jejich ,,miru zni¢eni”. Pro
linedrni zobrazeni f : U — V plati

dimimf 4+ dimker f = dim U.

Z dimenze jadra odvodime nap¥. typ projekce v R3 — zda jde o
projekci na rovinu, na p¥imku, nebo dokonce nulové zobrazeni.



SloZené a inverzni zobrazeni

Jsou-li f: U — V,g:V — W linedrni zobrazeni s maticemi A, B,
plati pro sloZené zobrazeni

(gof)(v) = g(f(v)) = g(Av) = B(Av) = (BA)v
pro libovolny vektor v € U.
Tj. matici sloZeného zobrazeni je souc¢in matic.

Pokud je g inverzni zobrazeni k f, je g o f = idy. Maticfi
identického zobrazeni je jednotkovd matice E, odkud dostdvame,
Ze matici inverzniho zobrazeni je inverzni matice.



Nalezeni ,,pé€kné" baze podprostoru |
P¥iklad: Najdéte bazi podprostoru
((2,1,-2,1),(-1,-1,2,0), (1,2, —4,3),(3,0,0,—1)) v R*.

Re¥eni: Misto obvyklého sloupcového prepisu (a vybéru nezavislych
vektor() zkusime ¥adkovy p¥epis a nalezeni jiné baze. Elementarni
Fadkové Upravy vytva¥i linedrni kombinace vychozich ¥adki, proto
se stale nachazime v podprostoru.

-1 -1 2 0 2
1 2 —4 3 N
3 0
-1 -1 2 1
0o -1 2 1 j+1

“lo 1 —2 3 Q
0 -3 6 -10



Nalezeni ,,pékné" baze podprostoru Il

1 0 0 01 |-(-1)
0 -1 2 1 | |-(=1)«
0 0 0 4 \.%j
0 0 0 -13) et L
10 0 0
01 —20
00 0 1
00 0 0

Odpovéd: Baze podprostoru je nap¥. trojice vektoril
((1,0,0,0),(0,1,-2,0),(0,0,0,1)).



Vyuziti konstrukce pro vypocet matice zobrazeni |

Matici zobrazeni uZ umime sestavit v pfipadé, Ze zndme obrazy
vektoril standardni baze.

P¥iklad:

(1,0,0) (2,3, 1)
(0,1,0) (1,0, —1)
(0,0,1) — (~1,3,2)

Obrazy prepiseme sloupcové a mame matici zobrazeni:

2 1 -1



Vyuziti konstrukce pro vypocet matice zobrazeni Il

Pokud nezndme obrazy vektor(i standardni baze, ale zname obrazy
jiné baze (nebo generujici mnoZiny), najdeme matici zobrazeni
vyjadfenim standardni baze a soub&Znym vyjad¥enim jejiho obrazu
jako odpovidajici linedrni kombinace.

P¥iklad:
(1,2,3) — (2,3,-1)
(-1,1,0) —~ (1,0,-1)
(3,0,1) — (—1,3,2)

l
(1,0,0) > 7
(0,1,0) > ?

(0,0,1) —~ 7



Reseni pfikladu na matici zobrazeni |

1 23| 2 3 -1 3
110 10 -1 | o~
3 01 ] -1 3 2 .
1 2 3 | 2 3 -1 .
~lo 3 3 | 3 3 -2 2|-%lz ~
0 6 8| 7 6 5) -

101 | 0 1 1/3 .
~lor e o) e ~
00 -2 | -10 1 |- (—3) -1 J
100 | -1/2 1 5/6
~lo 10| 12 1 —1/6
001 12 0 —1/2



’

Reseni pfikladu na matici zobrazeni |l
Odpovéd : Matice zobrazeni je

~1/2 1/2  1)2
( 1 1 0 ).
5/6 —1/6 —1/2

Zkougka:
-1/2 1)2 1/2 1
( 1 1 0 ) (2
5/6 -1/6 —1/2 3
-1/2 1)2 1/2 -1
( 1 1 0 ) (1
5/6 -1/6 —1/2 0

~1/2 1/2 1/2
1
( 5/6 —1/6 1/2)




Ptiklad na projekci

V R3 najdéte matici projekce na rovinu uréenou vektory
u=(1,2,3),v=(-1,0,1).

Nacrt ¥eSeni: Vime, Ze vektory u, v se projekci zachovayji, tj.
f(u) = u, f(v) = v. Zbyvé najit jesté jeden vektor nezdvisly s u, v,
a zjistit o ném, kam se projekci zobrazi. Vyhodné je vzit vektor w
kolmy na u, v, pro ktery dostdvdme f(w) = 0. (Trochu
predbihdme, kolmost budeme zji¥tovat pomoci skaldrniho souinu
prist&.) Takovym vektorem je nap¥. w = (1, —2,1). Sestavime
schéma

1 2 3] 1 23

-1 0 1| -1 01

1 =21 ] 0 00

a do¥esime jako pfedchozi tlohu.



Komentafe k linearnim zobrazenim

» Matice zobrazeni Ize vyjadfit i v obecnych bazich, napt. f3,
oznacuje matici, ktera vektory vyjad¥ené v bazi « zobrazi
pomoci f a vyjad¥i v bazi 3 cilového prostoru. Ke zmé&n&
soufadného vyjad¥eni mezi bazemi se vyuZivaji tzv. matice
pFechodu (nemdme, nevedeme).

» Konstrukce pro vypolet matice zobrazeni pfipominad vypocet
inverzni matice. Nejedna se o ndhodu — pro inverzni
zobrazeni zndme vektory, které se zobrazuji na standardni bazi.

» Pozadavky: Znat definici a vlastnosti linearniho zobrazeni.
Rozumét matici zobrazeni a jejimu uZiti. Znat matice
zobrazeni pro jednoduché linedrni transformace roviny véetné
otaleni. Pro danou transformaci prostorti R a R3 si umét
zvolit vhodnou bazi, pro kterou zndme vysledek po
transformaci. Umét spoditat matici zobrazenf{ p¥i znalosti
obrazii obecné baze (nebo generujici mnoZiny vektori).

» Nezapominejte po vyuziti konstrukce pfepsat vektory
sloupcov& (transponovat matici).



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Ctvercové matice miZeme chapat jako matice linedrnich
transformaci prostoru na sebe f : V — V.

Zajimame se o vektory, které az na nasobek ,zlstdvaji samy
sebou”, tj. f(v) = Av pro vhodny skaldr \. Nezajimdme se
o nulovy vektor, ktery rovnost spliiuje vZdy a pro libovolné A.

Vlastnim vektorem linedrni transformace f : V — V / &tvercové
matice A nazyvdme nenulovy vektor v, pro néjz existuje skalar A
spliiujici

f(v) =Av=Av.

Skalar \ nazyvame vlastnim &islem (ten muize byt i 0).



Obrazek k vlastnim vektortim

2

—2v

u-+v

Modré vektory jsou vlastni, ¢erveny neni.

1,-2v

N =



Ptiklady vlastnich &isel a vlastnich vektord |

(1) Pro identické zobrazeni je kazdy nenulovy vektor vlastni s
vlastnim &islem 1.

(2) Pro stejnolehlost je také kazdy nenulovy vektor vlastni,
vlastnim &islem je koeficient k.

(3) | ve stfedové symetrii jsou v8echny vektory vlastni s vlastnim
¢islem —1.
(4) Jinad otaceni vlastni &isla nemaji, ledaze bychom uvaZovali

komplexni obor. Vlastni &isla jsou cos ¢ + isin ¢, pficemZ argument
¢ odpovida dhlu otaeni.



Ptiklady vlastnich &isel a vlastnich vektor( Il

(5) Symetrie podle p¥imky maji dv& mnoZiny vlastnich &isel:
» Vektory leZici v ose — transformaci se nehybou, maji vlastni
&islo 1.
» Vektory kolmé na osu — transformaci se mé&ni na opacné,
maji vlastni &islo —1.

(6) Projekce na p¥imku také maji dv& mnoziny vlastnich Cisel:

» Vektory leZici v ose — vlastni &islo 1.
» Vektory kolmé na osu — transformaci jsou ,zniéeny", vlastni
¢islo 0.

(7) V nulovém zobrazeni jsou viechny nenulové vektory vlastni a
maji vlastni &islo 0.



Podprostory a baze z vlastnich vektori

Je ztejmé, Ze kazdy nenulovy ndsobek vlastniho vektoru je opét
vlastni. Dokonce plati, Ze vlastni vektory se spole¢nym vlastnim
islem tvofi linedrni podprostor:

A(au + bv) = aAu + bAv = al\u + bAv = A(au + bv).

Vlastnich vektor{l nemusi byt dost pro sestaveni bdze celého
prostoru. Pokud se to ale podaFi, dokdZeme snadno zrekonstruovat
matici zobrazeni. SloZit&j$i situace ¥e$i tzv. Jordandv kanonicky
tvar linedrni transformace.



Vypocet vlastnich &isel a vlastnich vektor( |

Maticovou rovnici

Av = A\v
miZeme upravit:
Av—Av =0
Av—AEv=0
(A= XE)v =0

a pohliZet na ni jako na homogenni soustavu linedrnich rovnic
s nezndmymi v a parametrem A.

Ta ma vzdy trividlni feSeni v = 0, o které nestojime. Netrividlni
Feeni existuji v pfipadg, ze A — AE je singuldrni (neinvertibilni,
snizend hodnost, nulovy determinant).



Vypocet vlastnich &isel a vlastnich vektor( |l

Re¥ime tedy otdzku, pro kterd \ je

|A— AE|=0.
Vypocétem determinantu dojdeme k vyrazu s mocninami A.
Nazyvdme jej charakteristickym polynomem matice A.

Kofeny charakteristického polynomu jsou vlastni &isla. Vlastni
vektory nalezneme postupnym dosazenim vlastnich &isel a
doFesenim vychozi homogenni soustavy.

Sta&i nam najit bazova ¥eSeni, z nichZ ostatni vlastni vektory
pujdou vyjadFit jako linedrni kombinace.



P¥iklad na vlastni &isla a vlastni vektory |

Najdéte vlastni &isla a vlastni vektory pro matici

12 -1/2 0
A=[-1/2 172 0
0 0 1

a urete typ ptislusného zobrazeni.




P¥iklad na vlastni &isla a vlastni vektory |l

Mame dvojndsobny kofen 1 a jednoduchy 0. Dosadime A =1 do
homogenni soustavy (A — AE)v = 0:

NN =

0 2
(A-1E0)=| -3 -1 0 | 0|=[-5
0 0 1-1 10

o O O

Prostor ¥eSeni je dvojrozmérny, generovan napf. dvojici vektori
(1,-1,0),(0,0,1).

o O O



Ptiklad na vlastni &isla a vlastni vektory IlI

Pokratujeme dosazenim A\ = 0 do homogenni soustavy
(A= XE)v=0:

1 1

2 2 00
(A—0-E[0)=(A0)=[-5 3 0 | O

0 0 110

Prostor feSeni je jednorozmérny, generovan nap¥. vektorem
(1,1,0).

Pro spocitané vlastni vektory jsme zjistili:
(17 _1> 0) = (17 _1> O)a
(0,0,1) —(0,0,1),
(1,1,0) — (0,0,0).

Odpov&d': Matice uréuje kolmou projekci prostoru R3 na rovinu
generovanou vektory (1,—1,0),(0,0,1).



Vyznamné linedrni transformace prostoru R3

(1) Stfedova symetrie ... trojndsobny kofen char. polynomu —1.
(2) Symetrie podle pfimky ... jednoduchy ko¥en 1 (vektory
pfimky), dvojnasobny —1 (rovina kolm3 k p¥imce).

(3) Otéd&eni podle p¥imky o thel jiny nez 0 a 7 ... jednoduchy
ko¥en 1, dva komplexni (sdruzené) koteny (viz ota&eni v roving).

(4) Symetrie podle roviny ... dvojndsony ko¥en 1 (vektory roviny),
jednoduchy —1 (pfimka kolma k roving).

(5) Projekce na p¥imku ... jednoduchy ko¥en 1 (vektory p¥imky),
dvojnasobny 0 (rovina kolm3 k p¥imce).

(6) Projekce na rovinu ... dvojndsony kofen 1 (vektory roviny),
jednoduchy 0 (p¥imka kolmd k roving).



Komentafe k vlastnim &islum a vlastnim vektortiim

» Dimenze podprostoru vlastnich vektori pro dané vlastni &islo
A nazyvame jeho geometrickou nasobnosti. Nasobnost A
Jjakozto kofene charakteristického polynomu se nazyvd
algebraickou ndsobnosti. Plati, Ze geometrickd nasobnost je
mensi nebo rovna algebraické.

> Pokud se zajimdme o urcité specidlni hodnoty vlastnich &isel
(v Aplikacich to bude zejména 1), nemusi byt nutné Fesit
charakteristicky polynom, ale pouze testovat, zda je dané A\
kofenem (nap¥. Hornerovym schématem).

» PoZadavky: Zndt podstatu a vyznam vlastnich vektor( pro
linedrni transformace vektorového prostoru. Umét sestavit
determinant |A — AE|, spotitat ho a najit kofeny
charakteristického polynomu. Umét spoditat vlastni vektory
jako YeSeni homogenni soustavy po dosazeni kofene. Umét
rozpoznat vyzna&né linedrni transformace (symetrie a
projekce) v R? a R3.



Linearni, afinni, konvexni kombinace

au + bv

linedrni afinni konvexni
a,beR a+b=1 a+b=1,ab>0
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Fyzikalni vyznam afinnich kombinaci — té€Zisté systému
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Afinni podprostory

Obecna afinni kombinace vektorti vy, va, ..., v,:
aivi+axvo + -+ apvy

pro
aita+---+a,=1

PodmnoZinu vektorového prostoru uzavfenou na afinni kombinace
nazyvame afinnim podprostorem.
Afinni prostory Ize definovat abstrakn&, my to délat nebudeme.

Intuitivn&: afinni podprostory ,tvarové odpovidaji* linedrnim (bod,
primka, rovina, ...), ale nemusi prochizet potatkem.



Parametricky tvar afinniho podprostoru |

Obecny parametricky tvar:
A+aivi+avp + -+ apv,
A ... ,potatek" (neni urfen jednozna¥ng)

(Vi,va,...,Vq) ... zaméFeni

a1, az,...,an ... libovolné parametry (uz nemusi byt v soutu 1)



Parametricky tvar afinniho podprostoru Il
Rozlisujeme:

» ,body" — prvky afinniho podprostoru, velkad pismena,
soufadnice v hranatych zavorkach, ,prvky typu 1*.

> ,vektory” — prvky zamé&feni, mala pismena, soutradnice v
kulatych zavorkach, ,prvky typu 0".

Mazu: A+v,A— B, #, nemlzu: A+ B, v — A.
Dimenzi afinniho podprostoru je minéna dimenze jeho zaméreni.

Vyroba vektor(i zamérfeni z bodi:

AB = B — A.

n bodi v obecné pozici generuje n — 1-rozmérny afinni podprostor:
jeden bod zvolime za pocatek, vektory vyrobime jeho odeétenim od

ostatnich.



P¥iklady na parametricky tvar

(1) Najd&te parametrické vyjadveni afinniho podprostoru P v R3
generovaného body A =11,2,3],B =[1,0,1], C =[-2,3,4].
Reteni: BA— A— B = (0,2,2) ~ (0,1,1),BC = C — B =
(-3,3,3) ~ (—1,1,1), tedy P: B+{((0,1,1),(—1,1,1)).

(2) Najd&te parametrické vyjadveni afinniho podprostoru P v R3
generovaného body A =0,2,1], B = [1, 3, 3] a vektorem
v =(~1,0,1).

Regeni: AB=B — A= (1,1,2), tedy P: A+ (v, (1, 1,2)).



Soudet podprostorti

Souc¢tem podprostorii rozumime nejmensi podprostor, ktery je
obsahuje.

Vypoletné jednoduché — slou¢ime veskeré generujici
body/vektory, pfevedeme na parametricky tvar, pfipadné vylou&ime
ze zamé&¥eni nadbyte&né vektory, aby zistaly jen linedrné nezavislé.

P¥iklad: Urgete soutet P + Q podprostort P : [1,2,3] 4 a(0,1,—1)
a Q:[1,0,3]+ b(1,1,0).

Regeni: Oznatme A = [1,2,3], B = [1,0,3]. Pak

AB =B — A= (0,-2,0) ~ (0,1,0), tedy
P+Q:A+(0,1,-1),(1,1,0),(0,1,0)). Vektory zamé&feny jsou
3 a nezdvislé, mohli jsme tedy psat P+ Q = R3 nebo napt.

P+ @Q:[0,0,0] + ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))



Prinik podprostort

Bod pat# do priniku, pokud pat¥i do kaZdého z podprostori.
Lze ho tedy vyjad¥it parametricky pro kaZdy podprostor zvlast.

PoloZenim rovnosti mezi vyjadfeni vytvofime soustavu linedrnich
rovnic.

Regenim jsou koeficienty do parametrického vyjadreni, dosazenim
dostaneme hledany priinik.

Prinik nej¢asté&ji hleddme pro dva podprostory, pro vice
podprostoril ¥e$ime ulohu iterativné.

P:A+ai1vi+awm+ -+ apvn,
Q: B+ biug + boup 4+ -+ + bpum

A+aivi+aw+---+apvy,=B+ biug + bhus+ -+ + bpum

aivi+ave+---+apvyp—biug —bour— ... — bpun =B — A



P¥iklad na priinik podprostort

Ur&ete prinik podprostorti P : A+ au+ bv, Q : B+ cw + dx, kde
A=1[3,4,-1],u=(1,0,-1),v=(1,-1,0),B=[2,2,-1],w =
(0,2,1),x =(1,1,1).

Regeni: B — A = (—1,-2,0).

1 1 0 -1 | -1 1 1 0 -1 | -1
0 -1 -2 -1 | =2 ~-~|0 -1 —2 -1 | =2
~1 0 -1 -1 1] 0 0 0 -3 -3 | -3

Stadi ndm jen jedno vyjadfeni, budeme tedy poditat jen ¢, d z
posledni rovnice: =3(c+d)=-3 = c=1-d.

Odpovéd: PNQ: B+ (l—d)w+dx=(B+w)+d(x—w)=
[2,4,0] + d(1, —1,0).

Zkouska: x — w = v, pat¥i tedy i do zam&¥eni P, bod [2,4,0]
vyjadf¥ime jako A — u.



Obecny tvar podprostoru, normalovy vektor

Jiny zpisob zadani afinniho podprostoru pfedstavuje tzv. obecny
tvar. V ném je podprostor uréen jako mnozina viech bodi
[x1, X2, ... Xn], jeZ jsou FeSenim soustavy linedrnich rovnic

aiixy + apxa + -+ ainxp = by

an1X1 + axnxa + -+ + apxp = bo

ak1x1 + akaXa + -+ - + akpXn = by

.
I

Cim vic nezavislych rovnic, tim vic omezeni a tim men$
podprostor.

Kazda rovnice odpovida tzv. nadroviné, jejiz dimenze je o 1 mensi
neZ celého prostoru. Jeji koeficienty kazdé rovnice

(a11,a12, - - -, a1n) odpovidaji normalovému vektoru, ktery je na ni
kolmy (viz pozdgji).

Byt YeSenim soustavy znamend patfit do priiniku nadrovin.



Obecny tvar p¥imky a roviny

V R? je p¥imka zadédna jednou obecnou rovnici, v R3 dvéma.
Rovina v R3 je zadana jednou obecnou rovnici.

Ulohy na prlnik se nejsnaze ¥esi, je-li jeden podprostor zaddn
parametricky a druhy obecné: parametricky tvar jednoduse
dosadime do rovnic obecného vyjadreni a zjistime tak omezeni pro
parametry.

Jsou-li oba podprostory zadany obecng, feSime soustavu vzniklou
sjednocenim rovnic z obou vyjadfeni.

Obecny tvar Ize prevést na parametricky ¥eSenim soustavy.

Parametricky tvar Ize pfevést na obecny nalezenim normdélového
vektoru (& vektor(),



P¥iklad na priinik s parametrickym a obecnym tvarem
podprostort

Urlete prinik p¥imek p: [3,2] +a(l,1)aq:2x —y —2=0v R2.

Regeni: Dosadime x = 3+ a,y = 2+ a do obecné rovnice pfimky g:
2(3+a)—(24+a)—2=0.

Dostdvame a = —2, tedy priselikem je bod



Vzdjemna poloha pfimek v R? a R3

Pro pfimky v R? rozli$ujeme t¥i moZnosti:

> riiznob&Zné — prinikem jediny bod (priisetik), soustava

jednoznaéné Fesitelna,

> rovnobéZné — prinik prazdny, soustava nefesitelna,

» splyvajici — p¥imky se rovnaji a tudiz i jejich priinik, soustava
ma nekonetné& Fedeni (1 parametr).

V R3 (kdyz p¥imky leZi v roving&) je navic p¥ipad, Ze p¥imky jsou
mimobé&Zné. Soustava opé&t neni Fesitelna.

P¥ipady rovnobéznych a mimobé&Zznych pfimek rozlisime srovnanim

jejich zaméreni: jsou-li zaméFeni stejnd, jde o rovnobézky, jinak jde
o mimobé&zky.



V/zdjemna poloha podprostorti v R3

Déle se zajimdme zejména o dlohy:

» p¥imka a rovina — podobné jako dv& p¥imky v R?, jen misto
splyvani mame pFipad, Ze p¥imka leZi v roving,

» dv& roviny — také obdobné poloze dvou p¥imek v R?, oviem
prinikem dvou riznob&Znych rovin je pfimka (1 parametr) a
splyvani dvou rovin ma ¥eSeni o 2 parametrech.

Vy38i dimenze pro jednoduchost vynechdvame, ale princip feSeni je
porad stejny.

Obecny postup pro vzdjemnou polohu podprostorii: spo&itame
prinik sestavenim soustavy a maticového schématu, v p¥ipadé dalsi
diskuze o zamé&feni (mimob&Znost) zdvislost uvidime ze
schodového tvaru téhoZz schématu.

Doporu&eni: pfimku (prostor mensi dimenze) umistime do
schématu vice vpravo, protoZe ma jednodussi parametrické
vyjadfeni a k tomu se dostaneme dfive (1 parametr, méné& prace).



P¥i

4

¢ka mimobé&Zek

Pri¢kou mimobéznych p¥imek rozumime Usecku s krajnimi body na
téchto pfimkach.

P¥i¢ek existuje nekone¢né mnoho, proto zpravidla byvaji uréeny
dalsim bodem nebo smérovym vektorem.

Obecn3 strategie: z jedné mimob&zky a bodu/vektoru
vygenerujeme tzv. Yeznou rovinu. Ta protne druhou mimobézku,
&¢imz dostaneme jeden krajni bod. Z né&j spustime p¥imku ve sméru
pritky (zndme daldi bod nebo smé&rovy vektor) a dostaneme druhy
krajni bod jako priseik s prvni mimobézkou.

Uloha se tedy p¥evadi na tlohy a prisegicich.

Je-li pficka zaddna bodem, méli bychom zkontrolovat, zda lezi

uvnitf. Pokud ano, je konvexni kombinaci priseiki (,0b& zdvaZi
jsou nezdporna). Pokud ne, zadani je nekorektni.

Pozor na vypolet parametru prvniho priseéiku — co se hodi pro
postup Feznou rovinou, nemusi se hodit pro postup po pfimce.



P¥iklad na pricku |

Urlete pticku mimobézek p: A+ au,q: B+ bv,A =
[0,1,-1],u=(1,1,0),B=[2,1,2],v = (1,—1, —1) prochazejici
bodem C = [2,1,0].

Regeni: Pridanim vektoru AC = C — A = (2,0,1) k zamé&reni
p¥imky p dostaneme ¥eznou rovinu p : A+ au + CR. Spot&itame
p M p ze soustavy au+cR— bv =B — A:

12 -1 | 2 10 1 | 0
10 1 | 0)|~-~f01 1 | 3
01 1 |3 00 —4 | —4

Odtud b=1, atedy pNp: B+ v =][3,0,1]. Oznatme tento
prise¢ik @, druhy necht je P.



P¥iklad na pti¢cku Il

Vytvotime vektor Q? =C—-Q=(-1,1,-1) a spotitame P jako
prise¢ik par: Q + dQ? ze soustavy au — dQ? =Q—A:

1 1 | 3 113
1 -1 | 1) ~-—-~f0 1] 2
0 1 2 001 0

(To neni $t&sti, musely se protnout.) Dostdvame d = 2, tj.
P=@Q+2QC =[1,2,—1].
ProtoZe jsme vektor Q? museli vzit dvojndsobng, ptekrodili jsme

cestou k P bod C. Skute¢ng, C = Pg—Q, tedy C je konvexni
kombinaci a leZi mezi P a Q.

Odpovéd: Hledanou p¥itkou mimob&Zek je mnoZina



Komentare k afinni geometrii

» Pro afinni prostory mame afinni zobrazeni. MoZnosti
transformaci se roz&ifuji hlavn& o posunuti (translace), coz v
jazyce linedrnich zobrazeni neslo.

» PoZadavky: Porozumét afinnim kombinacim, umét zapsat
podprostor v parametrickém tvaru, generovat podprostor
mnoZinou bod( a vektor(l, zapsat podprostor v parametrickém
tvaru, spoditat soulet a prinik podprostori, interpretovat
vzdjemnou polohu podprostorii v R? a R3, najit p¥itku
mimobézek.

> Ulohy je dobré umét Yesit pro rdzné varianty zadanf{
podprostord (parametrické/obecné), nenautit se jen jeden
zplsob a ztracet ¢as zufivymi pfevody mezi vyjadfenimi.



Obsah rovnob&Zniku v R?

Determinant lze vyuzit k vypoltu obsahu rovnobéZzniku v roving.

Postup: Strany rovnob&Zniku popiSeme jako vektory se spole€nym
poatkem a (¥adkov& nebo sloupcovg, je to jedno) zapi¥eme do
matice ¥adu 2. Determinantem matice je tzv. orientovany obsah,
tj. obsah aZ na znaménko. To bude mit dalsi vyuZiti.

Trojuhelnik sdilejici 2 strany s rovnob&znikem ma polovi¢ni obsah.

P¥iklad: Uréete obsah trojthelniku
ABC,A=1[1,4],B=13,2],C =[-1,3].
Regeni: Spotitame AB=B - A= (2,-2),
AC=C—A=(-2-1).

‘2 _2‘:—6

-2 -1

Odpov&d: Obsah trojihelniku ABC je | — 6//2 = 3.



/Znaménko determinantu

Znaménko odpovida sméru od prvniho k druhému vektoru, tj. zda
krat3i z dhld m&ime v kladném smyslu (proti hodindm) nebo
zdporném (po smé&ru hodinovych rucicek):

<
<



Viditelnost |

Pomoci znaménka determinantu miZeme zjistovat, zda bod lezi
vevnitf rovinného Utvaru, pFipadné které strany jsou viditelné.

P¥iklad: Urcete, zda bod X = [—1,2] leZi uvnit¥ trojihelniku
ABC,A=[1,2],B = [4,1], C = [-2, 1], pFipadn& které jeho
strany jsou z X vidét.

Re¥eni: P¥ipravime si vektory )74 =A-X=(2, O),)@ =

B— X =(-3,-1),XC=C—X=(-1,-3).

Spo&itdme determinanty:



Obrazek k prikladu

Znaménka: —, +, +.

In%erpretace: )@ je vpravo od )?Z )@ vlevo od )@ a )?Z vlevo od
XC.

Odpovéd: X leZi vné trojiihelnika a vidime z n&j stranu AB.

X A
°



Diskuze k viditelnosti

> Jsou-li v8echny 3 determinanty kladné, bod lezi uvnit¥
trojuhelnika a jeho vrcholy jsou popsany podle konvence.

> Jsou-li v8echny 3 determinanty zdporné, bod také leZi uvnit¥
trojuhelnika, ale ten ma vrcholy popsany proti konvenci.

> Jsou-li determinanty riiznych znamének, je vrchol vné
trojahelnika. Viditelné hrany jsou ty, kde se znaménko ,lisi od
olekdvani*.

» Determinant je nulovy, pokud diskutované t¥i body leZi v
p¥imce.



Orientovany objem rovnob&Znosténu v R3

Podobné jako obsah politdme objem o dimenzi vy3e, tj. sepiSeme 3
vektory do determinantu ¥adu 3.

Znaménko determinantu je kladné, pokud vektory ,cti pravidlo
pravé ruky”.

Hranol s polovi¢ni trojihelnikovou podstavou ma i polovi¢ni objem.

ran

,Spitata" télesa (jehlan, kuZel) maji tfetinovy objem k
odpovidajicim t&lestim s dv&ma podstavami (hranol, vélec).

Celkoveé je tak objem &ty¥sténu Sestinovy v poméru k rovnob&zniku,
z néhoZ byl vyFiznut.



Komentare k determinantdim v afinni geometrii

> Determinanty maji blizko k vektorovému soudinu.

» V dimenzi 2 determinant souvisi se sinem dhlu (obsah je
maximalni pro pravy dhel a nulovy pro vektory v pfimce).

» Znaménka determinantti v R3 Ize rovn&? vyuZit k posouzeni
viditelnosti stén mnohosténu z bodu.

» Pozadavky: Umé&t pocitat obsah/objem pomoci
determinantu. Umé&t posoudit, zda je bod vevnit¥ nebo vné
trojuhelniku, a které strany jsou p¥ipadné vidét.



Skalarni soucin
Zobrazeni f : U x V — R nazyvame bilinearni formou, pokud je
linedrni v kazdé sloZce kartézského soudinu, tj.

f(au+ v,w) = af(u,w) + f(v,w), f(u,bw+ x) = bf(u, w) + f(u, x).

Pokud U = V a f je navic pozitivni, tj. f(u,u) > 0, pficemz
f(u,u) =0 jen pro u =0, nazyvdme f skaldrnim soucinem na U.

Misto f(u, v) piseme (u, v) (neplést s generovanim podprostoru).

V geometrickych aplikacich si vystatime jen s tzv. standardnim
skaldarnim soucinem v R":

<(X17X27 s >Xn)a (}/1,}/2, B 7yn)> = X1y1 + Xoy2 + ... Xn¥n-

Alternativné Ize soudin vyjadfit maticové:

n
2
((Xl,xz,...,x,,),(yl,yz,...,y,,)>:(X1 X0 ... X,,) .

Yn



Velikost vektoru

Pokud se oba vstupy skalarniho sou&inu rovnaji, dostavame
2 2 2
<(X17X2> v 7Xn)’ (X17X27 v 7Xn)> =Xy tXx3 -+ Xy,
coz je podle Pythagorovy véty druhd mocnina velikosti pt¥islusného
vektoru.
Zapisujeme
2
Iv[I® = (v, v),
tj.
Vil = v/ (v, v).



Odchylka vektort

Pro vektory konstantnich velikosti je pro skaldrni soucin
nejpfiznivéjsi poloha, kdyz jsou rovnob&zné, tj. zavislé. Pak je
absolutni hodnota sou¢inu maximalni. Skalarni sou&in je nulovy pro
kolmé vektory. (V3e je tedy ,pFesn& naopak" oproti determinantu.)

Skalarni soudin souvisi s kosinem thlu ¢ sviranym vektory:

(u,v) = |lull[[v]| cos .

Uhlu ¢ ¥ikdme odchylka vektorii u, v. Upravou dostdvdme vzorec

(u, v)

CoOsSp = ————.
[[ulllv]l



Kolmé vektory, ortogondlni baze

Vektory u, v nazyvdme kolmé a zna&ime u L v, pokud (u,v) = 0.

Nulovy vektor vZdy nuluje skaldarni soudin, je tak kolmy ke viem
vektoriim.

MnoZzina vSech vektor(, které jsou kolmé ke viem prvkim
linedrniho podprostoru P, je opét linedrnim podprostorem. Nazyva
se ortogondlnim dopliikem podprostoru P a zna& P+t.

Je-li hlavni prostor dimenze n, plati dim P + dim P+ = n,
z ortogondlniho doplitku tedy mizeme dopliiovat bazi podprostoru
na bazi celého prostoru.

Baze tvorena navzdjem kolmymi vektory se nazyvd ortogonalni.
Standardni baze je zfejmé& ortogondlni.

Kazdy prostor se skaldrnim soulinem a kazdy jeho podprostor ma
ortogonalni bazi.



Gramiv—Schmidtiiv ortogonaliza&ni proces |

Metoda algoritmicky nahrazuje oby&ejnou bazi ortogonalni bazi.
P¥edvedeme si na pfikladu.

P¥iklad: Najdé&te ortogonalni bazi podprostoru
<V17 V2, V3>7 V1= (17 1,1, 0)7 V2 = (]-a 0,2, 0)7 V3 = (1¢ 1,0, 1) v R

Regeni: Hledanou ortogonalni bazi oznatme (u1, u2, u3).
1. krok: PoloZime u1 = v;.

2. krok: Zkonstruujem uo ,narovnanim" vp do kolmého sméru k uy
v roviné dané uj, vo. Pfedpokladame tedy up = vo + au; a
spocitdme nezndmy koeficient a. Skaldrnim vyndsobenim ( . , u1)
rovnice dostavame

<U2, U1> = <V2 + auy, U1>
0= (vo,u1) + au, u1)

(Chceme, aby uy L uy.)



Gramiv—Schmidtiiv ortogonaliza¢ni proces Il

Po dosazeni vektorli dostavame

0=((1,0,2,0),(1,1,1,0)) + a{(1,1,1,0),(1,1,1,0))
0=(1-140-142-140-0)+a(1-1+1-1+1-140-0)
0=3+3a

Tedya=-law=wvw—u =(0,-1,1,0).

3. krok: Zkonstruujeme u3 jako v3 + bui + cus s poZadavky

u3 L u1,u3 L up. Rovnici us = v3 + buy + cup postupné skaldrné
ndsobime ( . ,u1) a (., u2). Vznikne soustava dvou rovnic o dvou
neznamych b, c. ProtoZe jsme ,chyt¥e" ¥esili kolmost k up, u3 (a ne
k v1,v2) a ty uZ na sebe kolmé jsou, nezndmé jsou separované a

kaZdou vypocitdme p¥imo z jedné rovnice:



Gramiv—=Schmidtliv ortogonaliza¢ni proces Il

(U3, u1) = (v3, u1) + b{u1, u1) + c{ua, u1)
0 = <(17 1707 1)’ (17 17 170)> + b<(17 17 170)7 (1’ 17 170)> + 0
0=2+3b

(U3, u2) = (v3, u2) + b{u1, u2) + c{uz, u2)
0=((1,1,0,1),(0,~1,1,0)) + 0+ ¢((0,~1,1,0), (0, —1, 1,0))
0=-1+2c

Dostdvame b = —2/3,¢c = 1/2, a tedy
u3 =(1,1,0,1) — 3(1,1,1,0) + 3(0,—1,1,0) =
(1/3,-1/6,-1/6,1) ~ (2,—1,—1,6)

Zkouska: Provéfime ortogonalitu vektord wuq, up, us.



Vypocet ortogondlniho dopliiku

Vektory kolmé na danou mnoZinu vektorl jsou vlastné Feseni
homogenni soustavy rovnic.

ZkuSeny polta¥r dokaze vektory dopliiku v niZsich dimenzich
Svidét",

P¥iklad: Najd&te ortogonalni doplnék v R3 podprostoru P
generovaného vektory u = (1,1,2),v = (—1,0,1).

Re¥eni: Dimenze doplitku by mé&la byt 1, sta& ndm tedy najit jeden
(nenulovy) vektor w = (x, y, z) spliujici w L u,w L v, tj.

(w,u) =0, (w, v) = 0. Dostdvdame homogenni soustavu

X+y+2z=0
—x+z=0

Regenim je napf. x =1,z =1,y = -3, tj. w = (1, -3,1),
Pt = (w).



Vzdalenost afinnich podprostort
Vzdalenosti dvou geometrickych dtvard vzdy rozumime minimum
vzdalenosti bodd z jednoho a druhého Gtvaru:

d(X,Y)=min{d(A,B) |Ac X,Be Y}

Zname-li body A, B, vzdalenost uréime jako velikost vektoru /ﬁ

Vzdalenost afinnich podprostorii se vzdy realizuje v kolmém sméru
na oba podprostory, tj. v ortogonalnim dopliiku k sou¢tu zamérenfi
prostoru.

Vzdélenosti se zabyvdme nap¥. pro:

» bod a p¥imku v R? a R3,
» bod a rovinu v R3,

» rovnobézky v R? a R3,

» rovnob&?né roviny v R3,

» rovnob&Znou pF¥imku a rovinu v R3, atp.



Projekce vektoru a vzdalenost bodu od podprostoru

v—ulu

Vektor u nazyvame projekci vektoru v do daného podprostoru.

V ¥adé uloh nds spi$ zajima doplitkova vyska v — u, v niZ se
realizuje vzdalenost koncového bodu vektoru od podprostoru.
Vektor u se obvykle snaZime vyjadFit jako kombinaci vektori

definujicich podprostor a hledame koeficienty, pro néz bude vektor
v — u kolmy.

VyuZijeme tedy skaldrni soulin s v — u a sestavime a vyfeSime
homogenni soustavu rovnic.



Ptiklad na vzdalenost bodu od p¥imky

Urgete vzdalenost bodu A = [4,3] od pfimky p : [1,2] + a(1, —1).

Regeni: Oznatme B = [1,2], u = (1, 1),
v=AB=[1,2] - [4,3] = (-3,-1).

(u,v —au) = (u,v) — a(u, u)
0=-2-2a

Odtud a= —1a |v—aul| = [|(~2,-2)|| = V4 + 4 = 2V2.

Odpov&d: Vzdalenost A od p je d(A, p) = 2v/2.



Osa mimobé&Zek

Osou mimob&Znych p¥imek v R3 rozumime jejich p¥itku nejkratdi
délky.

UZ vime, Ze se realizuje ve sméru kolmém na ob& mimobézky.

To samo o sob& sta&i k YeSeni (varianta tlohy o pFi¢ce se smé&rovym
vektorem).

Osu Ize ov8em najit i o néco jednodudeji — miiZzeme promitnout
jakoukoli p¥icku do sméru osy a uréit velikost priimétu.



P¥iklad na osu mimobé&Zek

Urcete vzddlenost mimobézek p: A+ au a g : B + bv, kde
A=[-2,1,2l,u=(1,1,1),B=10,2,2],v =(1,0,1), a najdéte
body C, D, v nichZ se realizuje.

Redeni: Vektor /ﬁ = (2,1,0) promitame na vektor CD, p¥itemz
C? L u, CD 1 v. Souasné nds zajimaji parametry a, b, pro néz
C=A+auaD=B+bv. Pak AB=au+ CD —bv a

CD = AB — au + bv. Skaldrnim ndsobenim s u, v dostdvame
rovnice

@@—au—i—bv, u)y = </ﬁ,u> — a(u, u) + b{v, u)
(z@—au—l—bv, v) = (@,v) —a(u, v) + b{v,v)
0=3-3a+2b
0=2-2a+2b

Odtud jiz méme a=1,b=0,C = [-1,2,3], D = [0,2,2], | CD|| =
/12 4+ 02 + (—=1)2 = /2, co? je hledana vzdalenost.




Odchylka podprostort

Odchylkou podprostorii rozumime nejmensi z Ghli, ktery sviraji
nenulové vektory jejich zam&Feni. (Posunuti afinnich prostord
posunuti nehraje Zadnou roli.)

Odchylka pfimek (riiznob&zek) je jednoduchd — musime dat pozor
na volbu mensiho ze dvou Uhll, coZ Ize vyjadFit absolutni hodnotou
soucinu ve vzorci

[(u, v)|

cosp = ———
ullllv]”

kde u, v jsou smérové vektory p¥imek.

U odchylky p¥imky a roviny potfebujeme zjistit kolmy primét
pfimky do roviny, nasledn& ¥eSime jako odchylku pFimek.

Odchylka dvou rovin by byla nejsloZitej&i, ale v R3 si pomiizeme
trikem s normalovymi vektory: odchylka rovin se rovna odchylce
normalovych vektord.



Komentare k eukleidovské geometrii

» Eukleidovskou geometrii je minéna afinni geometrie
obohacen3 skaldrnim sou¢inem na zaméreni prostoru.

» , Exotické" skalarni souiny: tr(ABT) v redlnych &tvercovych

. b

maticich, [ f(x)g(x)dx v polynomech.

» V komplexnich prostorech se v jedné sloZce skalarniho soucinu
pFi ,vytykani* musi vzit komplexn& sdruzeny skaldr.

» Na vzdélenost bodu od podprostoru existuje pfimy vzorec (Sé,
neuime, tolerujeme).

> Pozadavky: Umét poditat standardni skaldrni soucin v R”,
odchylku vektord, velikost vektoru, ortogondlni bazi,
ortogonalni doplnék, projekci vektoru do roviny, vzdalenost
dvou afinnich prostortl, osu mimobé&Zek, odchylku podprostord.



