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Vektorové prostory
Vektorovým prostorem rozuḿıme neprázdnou množinu V
s operacemi

I sč́ıtáńı vektor̊u u + v

I a skalárńım násobeńım a · v .

Operace muśı splňovat řadu axiomů (nebudeme si uvádět). Skaláry
(č́ısla) tvǒŕı tzv. těleso. Za těleso budeme zpravidla uvažovat reálná
č́ısla R, v mnohem menš́ı ḿı̌re komplexńı č́ısla C, p̌ŕıpadně
zbytkové ťŕıdy Zp pro p prvoč́ıslo.

Prvky vektorového prostoru se nazývaj́ı vektory.

Nejdůležitěǰśı p̌ŕıklad vektorového prostoru je prostor reálných n-tic
Rn. Operace jsou dány

”
po složkách“:

(a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn) = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn),

c(a1, a2, . . . , an) = (ca1, ca2, . . . , can).



Daľśı p̌ŕıklady vektorových prostor̊u

(1) Prostor Mm×nR reálných matic typu m × n. Operace opět po
složkách, od Rn se lǐśı pouze

”
obdélńıkovou strukturou“ složek

vektor̊u.

(2) Prostor Rn[x ] reálných polynomů stupně nejvýše n. Operace
jsou:

(anxn + an−1xn−1 + a1x + a0) + (bnxn + bn−1xn−1 + b1x + b0) =

= (an + bn)xn + (an−1 + bn−1)xn−1 + (a1 + b1)x + (a0 + b0),

c(anxn + an−1xn−1 + a1x + a0) = canxn + can−1xn−1 + ca1x + ca0,

tedy také
”
po složkách“.



Vektorové podprostory

Neprázdná podmnožina U ⊆ V vektorového prostoru V se nazývá
vektorovým (lineárńım) podprostorem, pokud je uzav̌rená na
sč́ıtáńı a skalárńı násobeńı, tj. plat́ı

u, v ∈ U, a ∈ R ⇒ u + v , au ∈ U.

Př́ıklady: (1) Př́ımka U = {(x , y) | y = x} je podprostorem v R2:

(a, a) + (b, b) = (a + b, a + b) ∈ U, c(a, a) = (ca, ca) ∈ U.

(2) Př́ımka U = {(x , y) | y = x + 1} neńı podprostorem v R2:

(0, 1) + (1, 2) = (1, 3) 6∈ U, 2 · (0, 1) = (0, 2) 6∈ U.

Naivńı popis podprostor̊u: jsou
”
rovné“ (p̌ŕımka, rovina),

”
běž́ı do

nekonečna“,
”
nelze se v nich schovávat“ (jsou konvexńı) a

procházej́ı nulou.



Lineárńı kombinace
Lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, . . . , vk rozuḿıme vektor

a1v1 + . . . + anvn,

kde a1 . . . , an jsou skaláry.

Sč́ıtáńı vektor̊u je jednoduchá lineárńı kombinace dvou vektor̊u (se
skaláry 1, 1), skalárńı násobeńı je vlastně lineárńı kombinace
jediného vektoru.

Vektorové podprostory jsou uzav̌rené na jakékoli lineárńı
kombinace (snadno dokážeme indukćı).

u

v

−1
2u

u + v

u − 2v



Generováńı podprostor̊u, lineárńı obal

Často nás zaj́ımá, jak vypadá nejmenš́ı podprostor obsahuj́ıćı
určitou množinu vektor̊u M. Takový podprostor lze hledat dvěma
způsoby:

I
”
Teoreticky“ — pr̊unik všech podprostor̊u obsahuj́ıćıch M.

I
”
Konstruktivně“ — množina všech lineárńıch kombinaćı

vektor̊u z M.

Vzniklý podprostor znač́ıme 〈M〉 a nazýváme podprostorem
generovaným množinou M nebo lineárńım obalem množiny M.

Nejmenš́ım podprostorem je triviálńı podprostor {0} obsahuj́ıćı
pouze nulový vektor. Je generován prázdnou množinou.



Kdy vektor paťŕı do podprostoru?

Vektor v žrejmě paťŕı do podprostoru 〈M〉, pokud se jej podǎŕı
vyjáďrit jako lineárńı kombinaci vektor̊u z M. Rozepsáńım do
složek vektoru dostáváme soustavu lineárńıch rovnic, v ńıž
neznámé odpov́ıdaj́ı skalár̊um v kombinaci. Př́ıslušnost vektoru v
do 〈M〉 pak diskutujeme jako řešitelnost soustavy.

Př́ıklad: Rozhodněte, zda vektor v = (1, 2, 3) paťŕı do podprostoru
〈u,w〉 generovaného vektory u = (0, 1, 2),w = (1, 1,−1) v R3.0 1 | 1

1 1 | 2
2 −1 | 3


←−
−2
+

←−−−−−−
←− ∼

1 1 | 2
0 1 | 1
0 −3 | −1


←−

3

+

∼

∼

1 1 | 2
0 1 | 1
0 0 | 2


Soustava nemá řešeńı. Odpověd’: nepaťŕı.



Úloha s v́ıce vektory

Pokud diskutujeme v́ıce vektor̊u, řeš́ıme v́ıce soustav. Ty se ale lǐśı
pouze pravými stranami (kde vyměňujeme testované vektory). Lze
si tak zjednodušit práci a řešit všechny soustavy souběžně.

Př́ıklad: Rozhodněte, které z vektor̊u
u = (1, 1,−1), v = (2, 1, 3),w = (0, 1, 1) paťŕı do podprostoru
〈(1, 0, 1), (1, 2, 3)〉.

1 1 | 1 2 0
0 2 | 1 1 1
1 3 | −1 3 1


←−

−1

+

∼

1 1 | 1 2 0
0 2 | 1 1 1
0 2 | −2 1 1


←−
−1
+

∼

∼

1 1 | 1 2 0
0 2 | 1 1 1
0 0 | −2 0 0


Odpověd’: Do podprostoru paťŕı v ,w .



Nezávislost vektor̊u

Ř́ıkáme, že vektory v1, v2, . . . , vk jsou lineárně nezávislé, pokud
jedinými skaláry řeš́ıćımi rovnost

a1v1 + a2v2 + . . . + anvn = 0

jsou nuly. Jinými slovy, odpov́ıdaj́ıćı homogenńı soustava lineárńıch
rovnic má pouze nulové (triviálńı) řešeńı.

Interpretace: Žádný z vektor̊u v1, v2, . . . , vk neńı
”
zbytečný“ a p̌ri

generováńı podprostoru 〈v1, v2, . . . , vk〉 ”
p̌risṕıvá“.

Pokud podḿınka splněna neńı (dostaneme nulu i nějakou
netriviálńı kombinaćı), pak ř́ıkáme, že vektory jsou lineárně závislé.

Mezi lineárně závislými vektory vždy existuje alespoň jeden, který
je lineárńı kombinaćı ostatńıch. (Ale nemuśı být hned žrejmé, který
to je, proto je definice tak obecná.)



Posouzeńı nezávislosti vektor̊u

Se znalost́ı jednoznačné řešitelnosti soustavy v́ıme, že nezávislost
snadno zjist́ıme z hodnosti matice A vzniklé p̌repisem vektor̊u do
sloupc̊u: v1, v2, . . . , vk jsou nezávislé právě tehdy, když h(A) = k .

Př́ıklad: Rozhodněte, zda vektory (1, 1, 2, 2), (1, 2, 3, 4), (0, 1, 2, 3)
jsou nezávislé v R4.

1 1 0
1 2 1
2 3 2
2 4 3

 ←−
−1
+

←−−−−

−2

+

←−−−−−−−−

−2

+

∼


1 1 0
0 1 1
0 1 2
0 2 3

 ←−
−1
+

←−−−−

−2

+

∼

∼


1 1 0
0 1 1
0 0 1
0 0 1


←−
−1
+

∼


1 1 0
0 1 1
0 0 1
0 0 0


Odpověd’: h(A) = 3, tedy vektory jsou nezávislé.



Báze

Lineárně nezávislé vektory vytvá̌ŕı jistý soǔradný systém, v němž
lze každý vektor (generovaného podprostoru) jednoznačně vyjáďrit
jako lineárńı kombinaci.

Pro daný prostor nebo podprostor hovǒŕıme o jeho bázi. Je to
maximálńı (

”
nezvěťsitelná“) k-tice nezávislých vektor̊u. Na pǒrad́ı

vektor̊u v bázi velmi zálež́ı, neńı to množina!

Př́ıklad: Vektory (1, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 2, 0) jsou lineárně nezávislé a
každý daľśı vektor z R3 už by s nimi byl závislý. Jedná se tedy o
maximálńı množinu a lze z nich sestavit bázi prostoru R3, nap̌r.:

((1, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 2, 0))

Nulový vektor je s kterýmikoli vektory závislý (nulová kombinace),
dokonce i sám se sebou. Tud́ıž v bázi nikdy být nemůže.



Standardńı (kanonická) báze

V Rn se nejpohodlněji pracuje s tzv. standardńı (kanonickou) baźı

ε = ((1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1))

sestavenou ze sloupc̊u jednotkové matice. Brzy uvid́ıme, že
soǔradnice vektor̊u v této bázi jsou p̌resně ty, na které jsme zvykĺı.

V prostorech matic je kanonická báze tvǒrena maticemi, které maj́ı
právě jeden vstup 1 a ostatńı jsou 0.

V prostorech polynomů jsou standardńımi bazemi posloupnosti
(1, x , x2, . . . , xn).



Doplněńı množiny nezávislých vektor̊u do báze

Př́ıklad: Z množiny {(1, 1, 1), (2, 1, 1), (−1, 0, 0)} vyberte co nejv́ıc
vektor̊u a doplňte je do báze celého prostoru R3.

Řešeńı: Vektory zaṕı̌seme sloupcově do matice (
”
strategicky“ si

zvoĺıme vhodné pǒrad́ı) a rovnou si p̌riprav́ıme jednotkovou matici
pro zjǐstěńı, který z vektor̊u standardńı báze je vhodný k doplněńı:−1 1 2 | 1 0 0

0 1 1 | 0 1 0
0 1 1 | 0 0 1


←−
−1
+

∼

−1 1 2 | 1 0 0
0 1 1 | 0 1 0
0 0 0 | 0 −1 1


Odpověd’: Za bázi lze zvolit nap̌r. ((−1, 0, 0), (1, 1, 1), (0, 1, 0)).

Pozor! V odpovědi se muśı objevit původńı vektory. Úpravy na
schodový tvar vedou k pochopeńı závislost́ı, ale neposkytuj́ı
smysluplné vektory.

Doporučeńı pro začátečńıky: Postupně si rozmýšlet jen jeden
vektor z pravé strany, ostatńı zakrývat.



Dimenze prostoru a podprostoru

Lze dokázat, že počet vektor̊u v bázi pro pevně zvolený
(pod)prostor V je vždy stejný. Nazývá se dimenze (pod)prostoru a
znač́ı dim V .

Př́ıklady: (1) dimRn = n.

(2) dim Mm×nR = mn.

(3) dimRn[x ] = n + 1.

(4) dim{0} = 0.

Nás zaj́ımaj́ı jen vektorové prostory konečné dimenze.

Dimenze se rovná hodnosti matice sestavené z vektor̊u báze:
dim V = h(A).

O baźıch plat́ı tzv. Steinitzova věta o výměně, která umožňuje
nahradit kterýkoli vektor jedné báze vhodným vektorem báze
druhé.



Soǔradnice vektoru v bázi

Libovolný vektor v z daného (pod)prostoru je vždy jednoznačnou
lineárńı kombinaćı vektor̊u z báze α: Kdyby to nešlo, byl by vektor
na bázi nezávislý a nebyla by tak maximálńı. Kdyby bylo vyjáďreńı
v́ıc, značilo by to závislost v bázi.

Skalárńı koeficienty z kombinace nazýváme soǔradnicemi vektoru v
v bázi α a znač́ıme vα. Soǔradnice vždy tvǒŕı n-tici bez ohledu na
prostor (tedy nap̌r. i v matićıch a polynomech).

Soǔradnice źıskáme dǒrešeńım soustavy lineárńıch rovnic, kde α je
matićı soustavy a v je vektor pravých stran.

Př́ıklad: Soǔradnice vektoru (a, b) ∈ R2 ve standarńı bázi
ε = ((1, 0), (0, 1)) jsou skutečně (a, b), protože

(a, b) = a(1, 0) + b(0, 1).



Př́ıklad na soǔradnice
Určete soǔradnice vektoru v = (0, 2, 3) v bázi
α = ((1, 2, 0), (0, 1, 1), (1, 0,−1)) vektorového prostoru R3.1 0 1 | 0

2 1 0 | 2
0 1 −1 | 3

 ←−
−2
+ ∼

1 0 1 | 0
0 1 −2 | 2
0 1 −1 | 3


←−
−1
+

∼

∼

1 0 1 | 0
0 1 −2 | 2
0 0 1 | 1


z = 1,

y − 2z = 2, y = 4,

x + z = 0, x = −1

Odpověd’: vα = (−1, 4, 1).

Zkouška: −(1, 2, 0) + 4 · (0, 1, 1) + (1, 0,−1) = (0, 2, 3).



Komentá̌re k vektorovým prostor̊um

I Veškeré výpočetńı konstrukce lze realizovat rozepsáńım
vektor̊u do sloupc̊u matice a jej́ı úpravou na schodový tvar.
Při výpočtu soǔradnic v bázi pokračujeme řešeńım vzniklé
soustavy, u jiných úloh stač́ı vhodně interpretovat p̌ŕıspěvky
sloupc̊u k nár̊ustu hodnosti matice.

I Úlohy p̌rednostně řeš́ıme nahloučeńım veškerých vstupńıch a
pomocných vektor̊u (standardńı báze) do společného
maticového schématu.

I Přepisu vektor̊u do řádk̊u se pro jednoduchost vyhýbáme, ale
v některých aplikaćıch může být užitečný (nap̌r. hledáńı

”
pěkné“ báze podprostoru).

I Požadavky: Znát pojmy vektorový prostor, podprostor,
lineárńı kombinace, generovaný podprostor/lineárńı obal,
nezávislost vektor̊u, báze, standardńı báze, soǔradnice. Umět
vy̌rešit souvisej́ıćı úlohy, zejména posoudit nezávislost vektor̊u,
doplnit množinu do báze a spoč́ıtat soǔradnice vektoru v bázi.



Lineárńı zobrazeńı
Zobrazeńı mezi dvěma vektorovými prostory (nad stejným tělesem)
f : U → V se nazývá lineárńı, pokud zachovává sč́ıtáńı a skalárńı
násobeńı vektor̊u:

f (u + v) = f (u) + f (v), f (av) = af (v).

Lze opět snadno dokázat, že lineárńı zobrazeńı zachovává i
libovolné lineárńı kombinace (a jde tedy o alternativńı definici).

u

v

f (u)

f (v)

u + 2v

1
2u

f (u + 2v)

1
2 f (u)

f



Př́ıklady lineárńıch zobrazeńı I

(1) f : R3 → R2, f (x , y , z) = (2x − y , x + y − 2z) je lineárńı
zobrazeńı:

f ((x , y , z)+(x ′, y ′, z ′)) = f (x + x ′, y + y ′, z + z ′)

= (2(x + x ‘)− (y + y ′), (x + x ′) + (y + y ′)− 2(z + z ′))

= (2x − y , x + y − 2z) + (2x ′ − y ′, x ′ + y ′ − 2z ′)

= f (x , y , z) + f (x ′, y ′, z ′)

f (a(x , y , z)) = f (ax , ay , az)

= (2ax − ay , ax + ay − 2az)

= a(2x − y , x + y − 2z)

= af (x , y , z)



Př́ıklady lineárńıch zobrazeńı II

(2) f : R3 → R2, f (x , y , z) = (2x − 1, xy + z) neńı lineárńı
zobrazeńı:

f ((1, 0, 0) + (0, 1, 0)) = f (1, 1, 0) = (1, 1)

f (1, 0, 0) + f (0, 1, 0) = (1, 0) + (−1, 0) = (0, 0)

f (0 · (1, 1, 1)) = f (0, 0, 0) = (−1, 0)

0 · f (1, 1, 1) = 0 · (1, 2) = (0, 0)



Vlastnosti lineárńıch zobrazeńı
I Lineárńı zobrazeńı vždy zachovává nulový vektor.
I Složky vektoru jsou v p̌redpisu v samostatných členech a

nejvýše v 1. mocnině, mohou být násobeny skalárem.
I Obrazem (im f ) celého definičńıho oboru je podprostor.
I Všechny vektory definičńıho oboru, které se zobrazuj́ı na nulu,

tvǒŕı také podprostor. Nazývá se jádro (ker f ).
I Složeńı lineárńıch zobrazeńı je lineárńı. Má-li lineárńı zobrazeńı

inverzi, pak je také lineárńı.

0
0

ker f
im f

U V



Matice zobrazeńı ve standarńıch baźıch

Protože každý vektorový prostor pokrývaj́ı lineárńı kombinace
bázových vektor̊u, stač́ı lineárńı zobrazeńı zadat pouze na bázových
vektorech, nejlépe pro standardńı bázi.

Př́ıklad: O zobrazeńı f : R2 → R3 v́ıme, že je lineárńı a plat́ı:

f (1, 0) = (1, 2, 0), f (0, 1) = (−1, 3, 1).

Najděte p̌redpis zobrazeńı.

Řešeńı:

f (x , y) = f (x(1, 0) + y(0, 1)) = xf (1, 0) + yf (0, 1)

= x(1, 2, 0) + y(−1, 3, 1) = (x − y , 2x + 3y , y)

=

1 −1
2 3
0 1

(x
y

)



Sestaveńı matice zobrazeńı (ve standardńıch baźıch)

Postup demonstrovaný na p̌redchoźım p̌ŕıkladu funguje obecně.
Známe-li obrazy vektor̊u standardńı báze, stač́ı je sloupcově (a ve
správném pǒrad́ı) vyskládat do matice.

Pro libovolný vektor v z definičńıho oboru zobrazeńı f a takto
źıskanou matici A pak plat́ı

f (v) = Av ,

p̌ričemž vektor v ṕı̌seme na pravé straně jako sloupcový.

Úmluva: Nebudeme moc prož́ıvat, zda psát v nebo vT . Vektory
budeme do matic p̌repisovat, jak se to bude hodit.



Př́ıklady lineárńıch zobrazeńı v R2 I
Identita:

f (x , y) = (x , y)

(
1 0
0 1

)
Stejnolehlost s koeficientem k a sťredem 0:

f (x , y) = (kx , ky)

(
k 0
0 k

)
Sťredová symetrie kolem 0:

f (x , y) = (−x ,−y)

(
−1 0
0 −1

)



Př́ıklady lineárńıch zobrazeńı v R2 II
Zrcadleńı (symetrie) kolem osy x :

f (x , y) = (x ,−y)

(
1 0
0 −1

)
Zrcadleńı kolem p̌ŕımky y = x :

f (x , y) = (y , x)

(
0 1
1 0

)
Otáčeńı kolem 0 o úhel φ:

f (x , y) = (x cosφ− y sinφ, x sinφ+ y cosφ)

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)



Př́ıklady lineárńıch zobrazeńı v R2 III
Proḿıtáńı (projekce) na osu x :

f (x , y) = (x , 0)

(
1 0
0 0

)
Proḿıtáńı na p̌ŕımku y = x :

f (x , y) =

(
x + y

2
,

x + y

2

) (
1/2 1/2
1/2 1/2

)
Nulové zobrazeńı (projekce na bod):

f (x , y) = (0, 0)

(
0 0
0 0

)



Determinant jako charakteristika zobrazeńı

Stejnolehlost . . . det A = k2

Př́ımá shodnost (otáčeńı, sťredová symetrie) . . . det A = 1.

Nep̌ŕımá shodnost (symetrie kolem p̌ŕımky) . . . det A = −1.

Projekce, nulové zobrazeńı . . . det A = 0.

Podobné vlastnosti plat́ı i obecněji v R3 (a vyš̌śıch dimenźıch), ale
determinant nestač́ı nap̌r. k rozlǐseńı projekce na p̌ŕımku a projekce
na rovinu. Přesněǰśı charakteristiku nám poskytnou vlastńı č́ısla.

Neplat́ı obráceně, tj. nap̌r. z det A = 1 nemohu usuzovat, že jde o
p̌ŕımou shodnost.



Vztah obrazu a jádra

Dimenze obrazu udává
”
ḿıru zachováńı“ vektor̊u z definičńıho

oboru zobrazeńı, dimenze jádra naopak jejich
”
ḿıru zničeńı“. Pro

lineárńı zobrazeńı f : U → V plat́ı

dim im f + dim ker f = dim U.

Z dimenze jádra odvod́ıme nap̌r. typ projekce v R3 — zda jde o
projekci na rovinu, na p̌ŕımku, nebo dokonce nulové zobrazeńı.



Složené a inverzńı zobrazeńı

Jsou-li f : U → V , g : V →W lineárńı zobrazeńı s maticemi A,B,
plat́ı pro složené zobrazeńı

(g ◦ f )(v) = g(f (v)) = g(Av) = B(Av) = (BA)v

pro libovolný vektor v ∈ U.

Tj. matici složeného zobrazeńı je součin matic.

Pokud je g inverzńı zobrazeńı k f , je g ◦ f = idU . Matićı
identického zobrazeńı je jednotková matice E , odkud dostáváme,
že matićı inverzńıho zobrazeńı je inverzńı matice.



Nalezeńı
”
pěkné“ báze podprostoru I

Př́ıklad: Najděte bázi podprostoru
〈(2, 1,−2, 1), (−1,−1, 2, 0), (1, 2,−4, 3), (3, 0, 0,−1)〉 v R4.

Řešeńı: Mı́sto obvyklého sloupcového p̌repisu (a výběru nezávislých
vektor̊u) zkuśıme řádkový p̌repis a nalezeńı jiné báze. Elementárńı
řádkové úpravy vytvá̌ŕı lineárńı kombinace výchoźıch řádk̊u, proto
se stále nacháźıme v podprostoru.


2 1 −2 1
−1 −1 2 0
1 2 −4 3
3 0 0 −1


←−

2

+

←−−−+

←−−−−−−

3

+

←−−−−−−
←− ∼

∼


−1 −1 2 1
0 −1 2 1
0 1 −2 3
0 −3 6 −10


←−
−1

+

←−−−−+

←−−−−−−−

−3

+

∼



Nalezeńı
”
pěkné“ báze podprostoru II

∼


−1 0 0 0
0 −1 2 1
0 0 0 4
0 0 0 −13


| · (−1)
| · (−1)
| · 14

←−+

←−−−−−−−−−−
13

+

∼

∼


1 0 0 0
0 1 −2 0
0 0 0 1
0 0 0 0


Odpověd’: Báze podprostoru je nap̌r. trojice vektor̊u
((1, 0, 0, 0), (0, 1,−2, 0), (0, 0, 0, 1)).



Využit́ı konstrukce pro výpočet matice zobrazeńı I

Matici zobrazeńı už uḿıme sestavit v p̌ŕıpadě, že známe obrazy
vektor̊u standardńı báze.

Př́ıklad:

(1, 0, 0) 7→ (2, 3,−1)

(0, 1, 0) 7→ (1, 0,−1)

(0, 0, 1) 7→ (−1, 3, 2)

Obrazy p̌reṕı̌seme sloupcově a máme matici zobrazeńı: 2 1 −1
3 0 3
−1 −1 2





Využit́ı konstrukce pro výpočet matice zobrazeńı II

Pokud neznáme obrazy vektor̊u standardńı báze, ale známe obrazy
jiné báze (nebo generuj́ıćı množiny), najdeme matici zobrazeńı
vyjáďreńım standardńı báze a souběžným vyjáďreńım jej́ıho obrazu
jako odpov́ıdaj́ıćı lineárńı kombinace.

Př́ıklad:

(1, 2, 3) 7→ (2, 3,−1)

(−1, 1, 0) 7→ (1, 0,−1)

(3, 0, 1) 7→ (−1, 3, 2)

↓

(1, 0, 0) 7→ ?

(0, 1, 0) 7→ ?

(0, 0, 1) 7→ ?



Řešeńı p̌ŕıkladu na matici zobrazeńı I

 1 2 3 | 2 3 −1
−1 1 0 | 1 0 −1
3 0 1 | −1 3 2

 ←−+

←−−−

−3

+

∼

∼

1 2 3 | 2 3 −1
0 3 3 | 3 3 −2
0 −6 −8 | −7 −6 5


←−

2

+

| · 13
←−−−−−−−

−2

+

∼

∼

1 0 1 | 0 1 1/3
0 1 1 | 1 1 −2/3
0 0 −2 | −1 0 1


| · (−1

2)
←−−−−−−

−1

+

←−−−−−−−−−−

−1

+

∼

∼

1 0 0 | −1/2 1 5/6
0 1 0 | 1/2 1 −1/6
0 0 1 | 1/2 0 −1/2





Řešeńı p̌ŕıkladu na matici zobrazeńı II
Odpověd’: Matice zobrazeńı je−1/2 1/2 1/2

1 1 0
5/6 −1/6 −1/2

 .

Zkouška: −1/2 1/2 1/2
1 1 0

5/6 −1/6 −1/2

1
2
3

 =

 2
3
−1


−1/2 1/2 1/2

1 1 0
5/6 −1/6 −1/2

−1
1
0

 =

 1
0
−1


−1/2 1/2 1/2

1 1 0
5/6 −1/6 −1/2

3
0
1

 =

−1
3
2





Př́ıklad na projekci

V R3 najděte matici projekce na rovinu určenou vektory
u = (1, 2, 3), v = (−1, 0, 1).

Náčrt řešeńı: V́ıme, že vektory u, v se projekćı zachovaj́ı, tj.
f (u) = u, f (v) = v . Zbývá naj́ıt ještě jeden vektor nezávislý s u, v ,
a zjistit o něm, kam se projekćı zobraźı. Výhodné je vźıt vektor w
kolmý na u, v , pro který dostáváme f (w) = 0. (Trochu
p̌redb́ıháme, kolmost budeme zjǐst’ovat pomoćı skalárńıho součinu
p̌ŕı̌stě.) Takovým vektorem je nap̌r. w = (1,−2, 1). Sestav́ıme
schéma  1 2 3 | 1 2 3

−1 0 1 | −1 0 1
1 −2 1 | 0 0 0


a dǒreš́ıme jako p̌redchoźı úlohu.



Komentá̌re k lineárńım zobrazeńım

I Matice zobrazeńı lze vyjáďrit i v obecných baźıch, nap̌r. fβα
označuje matici, která vektory vyjáďrené v bázi α zobraźı
pomoćı f a vyjáďŕı v bázi β ćılového prostoru. Ke změně
soǔradného vyjáďreńı mezi bazemi se využ́ıvaj́ı tzv. matice
p̌rechodu (nemáme, nevedeme).

I Konstrukce pro výpočet matice zobrazeńı p̌ripoḿıná výpočet
inverzńı matice. Nejedná se o náhodu — pro inverzńı
zobrazeńı známe vektory, které se zobrazuj́ı na standardńı bázi.

I Požadavky: Znát definici a vlastnosti lineárńıho zobrazeńı.
Rozumět matici zobrazeńı a jej́ımu užit́ı. Znát matice
zobrazeńı pro jednoduché lineárńı transformace roviny včetně
otáčeńı. Pro danou transformaci prostor̊u R2 a R3 si umět
zvolit vhodnou bázi, pro kterou známe výsledek po
transformaci. Umět spoč́ıtat matici zobrazeńı p̌ri znalosti
obraz̊u obecné báze (nebo generuj́ıćı množiny vektor̊u).

I Nezapoḿınejte po využit́ı konstrukce p̌repsat vektory
sloupcově (transponovat matici).



Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

Čtvercové matice můžeme chápat jako matice lineárńıch
transformaćı prostoru na sebe f : V → V .

Zaj́ımáme se o vektory, které až na násobek
”
z̊ustávaj́ı samy

sebou“, tj. f (v) = λv pro vhodný skalár λ. Nezaj́ımáme se
o nulový vektor, který rovnost splňuje vždy a pro libovolné λ.

Vlastńım vektorem lineárńı transformace f : V → V / čtvercové
matice A nazýváme nenulový vektor v , pro nějž existuje skalár λ
splňuj́ıćı

f (v) = Av = λv .

Skalár λ nazýváme vlastńım č́ıslem (ten může být i 0).



Obrázek k vlastńım vektor̊um

u

v

1
2u

−2v

u + v

1
2u − 2v

f

Modré vektory jsou vlastńı, červený neńı.



Př́ıklady vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u I

(1) Pro identické zobrazeńı je každý nenulový vektor vlastńı s
vlastńım č́ıslem 1.

(2) Pro stejnolehlost je také každý nenulový vektor vlastńı,
vlastńım č́ıslem je koeficient k .

(3) I ve sťredové symetrii jsou všechny vektory vlastńı s vlastńım
č́ıslem −1.

(4) Jiná otáčeńı vlastńı č́ısla nemaj́ı, ledaže bychom uvažovali
komplexńı obor. Vlastńı č́ısla jsou cosφ± i sinφ, p̌ričemž argument
φ odpov́ıdá úhlu otáčeńı.



Př́ıklady vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u II

(5) Symetrie podle p̌ŕımky maj́ı dvě množiny vlastńıch č́ısel:

I Vektory lež́ıćı v ose — transformaćı se nehýbou, maj́ı vlastńı
č́ıslo 1.

I Vektory kolmé na osu — transformaćı se měńı na opačné,
maj́ı vlastńı č́ıslo −1.

(6) Projekce na p̌ŕımku také maj́ı dvě množiny vlastńıch č́ısel:

I Vektory lež́ıćı v ose — vlastńı č́ıslo 1.

I Vektory kolmé na osu — transformaćı jsou
”
zničeny“, vlastńı

č́ıslo 0.

(7) V nulovém zobrazeńı jsou všechny nenulové vektory vlastńı a
maj́ı vlastńı č́ıslo 0.



Podprostory a báze z vlastńıch vektor̊u

Je žrejmé, že každý nenulový násobek vlastńıho vektoru je opět
vlastńı. Dokonce plat́ı, že vlastńı vektory se společným vlastńım
č́ıslem tvǒŕı lineárńı podprostor:

A(au + bv) = aAu + bAv = aλu + bλv = λ(au + bv).

Vlastńıch vektor̊u nemuśı být dost pro sestaveńı báze celého
prostoru. Pokud se to ale podǎŕı, dokážeme snadno zrekonstruovat
matici zobrazeńı. Složitěǰśı situace řeš́ı tzv. Jordan̊uv kanonický
tvar lineárńı transformace.



Výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u I

Maticovou rovnici
Av = λv

můžeme upravit:

Av − λv = 0

Av − λEv = 0

(A− λE )v = 0

a pohĺıžet na ni jako na homogenńı soustavu lineárńıch rovnic
s neznámými v a parametrem λ.

Ta má vždy triviálńı řešeńı v = 0, o které nestoj́ıme. Netriviálńı
řešeńı existuj́ı v p̌ŕıpadě, že A− λE je singulárńı (neinvertibilńı,
sńıžená hodnost, nulový determinant).



Výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u II

Řeš́ıme tedy otázku, pro která λ je

|A− λE | = 0.

Výpočtem determinantu dojdeme k výrazu s mocninami λ.
Nazýváme jej charakteristickým polynomem matice A.

Kǒreny charakteristického polynomu jsou vlastńı č́ısla. Vlastńı
vektory nalezneme postupným dosazeńım vlastńıch č́ısel a
dǒrešeńım výchoźı homogenńı soustavy.

Stač́ı nám naj́ıt bázová řešeńı, z nichž ostatńı vlastńı vektory
půjdou vyjáďrit jako lineárńı kombinace.



Př́ıklad na vlastńı č́ısla a vlastńı vektory I

Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory pro matici

A =

 1/2 −1/2 0
−1/2 1/2 0

0 0 1


a určete typ p̌ŕıslušného zobrazeńı.

|A− λE | =

∣∣∣∣∣∣
1
2 − λ −1

2 0
−1

2
1
2 − λ 0

0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)

∣∣∣∣12 − λ −1
2

−1
2

1
2 − λ

∣∣∣∣ =

= (1−λ)

((
1

2
− λ

)2

−
(
−1

2

)2
)

= (1−λ)

(
1

4
− λ+ λ2 − 1

4

)
=

= (1− λ)(−λ+ λ2) = −(1− λ)2λ



Př́ıklad na vlastńı č́ısla a vlastńı vektory II

Máme dvojnásobný kǒren 1 a jednoduchý 0. Dosad́ıme λ = 1 do
homogenńı soustavy (A− λE )v = 0:

(A−1·E |0) =

1
2 − 1 −1

2 0 | 0
−1

2
1
2 − 1 0 | 0

0 0 1− 1 | 0

 =

−1
2 −1

2 0 | 0
−1

2 −1
2 0 | 0

0 0 0 | 0


Prostor řešeńı je dvojrozměrný, generován nap̌r. dvojićı vektor̊u
(1,−1, 0), (0, 0, 1).



Př́ıklad na vlastńı č́ısla a vlastńı vektory III

Pokračujeme dosazeńım λ = 0 do homogenńı soustavy
(A− λE )v = 0:

(A− 0 · E |0) = (A|0) =

 1
2 −1

2 0 | 0
−1

2
1
2 0 | 0

0 0 1 | 0


Prostor řešeńı je jednorozměrný, generován nap̌r. vektorem
(1, 1, 0).

Pro spoč́ıtané vlastńı vektory jsme zjistili:

(1,−1, 0) 7→ (1,−1, 0),

(0, 0, 1) 7→ (0, 0, 1),

(1, 1, 0) 7→ (0, 0, 0).

Odpověd’: Matice určuje kolmou projekci prostoru R3 na rovinu
generovanou vektory (1,−1, 0), (0, 0, 1).



Významné lineárńı transformace prostoru R3

(1) Sťredová symetrie . . . trojnásobný kǒren char. polynomu −1.

(2) Symetrie podle p̌ŕımky . . . jednoduchý kǒren 1 (vektory
p̌ŕımky), dvojnásobný −1 (rovina kolmá k p̌ŕımce).

(3) Otáčeńı podle p̌ŕımky o úhel jiný než 0 a π . . . jednoduchý
kǒren 1, dva komplexńı (sdružené) kǒreny (viz otáčeńı v rovině).

(4) Symetrie podle roviny . . . dvojnásoný kǒren 1 (vektory roviny),
jednoduchý −1 (p̌ŕımka kolmá k rovině).

(5) Projekce na p̌ŕımku . . . jednoduchý kǒren 1 (vektory p̌ŕımky),
dvojnásobný 0 (rovina kolmá k p̌ŕımce).

(6) Projekce na rovinu . . . dvojnásoný kǒren 1 (vektory roviny),
jednoduchý 0 (p̌ŕımka kolmá k rovině).



Komentá̌re k vlastńım č́ısl̊um a vlastńım vektor̊um

I Dimenze podprostoru vlastńıch vektor̊u pro dané vlastńı č́ıslo
λ nazýváme jeho geometrickou násobnost́ı. Násobnost λ
jakožto kǒrene charakteristického polynomu se nazývá
algebraickou násobnost́ı. Plat́ı, že geometrická násobnost je
menš́ı nebo rovna algebraické.

I Pokud se zaj́ımáme o určité speciálńı hodnoty vlastńıch č́ısel
(v Aplikaćıch to bude zejména 1), nemuśı být nutné řešit
charakteristický polynom, ale pouze testovat, zda je dané λ
kǒrenem (nap̌r. Hornerovým schématem).

I Požadavky: Znát podstatu a význam vlastńıch vektor̊u pro
lineárńı transformace vektorového prostoru. Umět sestavit
determinant |A− λE |, spoč́ıtat ho a naj́ıt kǒreny
charakteristického polynomu. Umět spoč́ıtat vlastńı vektory
jako řešeńı homogenńı soustavy po dosazeńı kǒrene. Umět
rozpoznat význačné lineárńı transformace (symetrie a
projekce) v R2 a R3.



Lineárńı, afinńı, konvexńı kombinace

au + bv

lineárńı afinńı konvexńı
a, b ∈ R a + b = 1 a + b = 1, a, b ≥ 0



Fyzikálńı význam afinńıch kombinaćı — těžǐstě systému

1/2 1/2

A B

A+B
2

2/3 1/3

A B

2A+B
3

1 0

A B= 1A + 0B

3/2

−1/2

A B

3A−B
2



Afinńı podprostory

Obecná afinńı kombinace vektor̊u v1, v2, . . . , vn:

a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn

pro
a1 + a2 + · · ·+ an = 1.

Podmnožinu vektorového prostoru uzav̌renou na afinńı kombinace
nazýváme afinńım podprostorem.

Afinńı prostory lze definovat abstrakně, my to dělat nebudeme.

Intuitivně: afinńı podprostory
”
tvarově odpov́ıdaj́ı“ lineárńım (bod,

p̌ŕımka, rovina, . . . ), ale nemuśı procházet počátkem.



Parametrický tvar afinńıho podprostoru I

0

v

A

A + v

Obecný parametrický tvar:

A + a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn

A . . .
”
počátek“ (neńı určen jednoznačně)

〈v1, v2, . . . , vn〉 . . . zamě̌reńı

a1, a2, . . . , an . . . libovolné parametry (už nemuśı být v součtu 1)



Parametrický tvar afinńıho podprostoru II

Rozlǐsujeme:

I
”
body“ — prvky afinńıho podprostoru, velká ṕısmena,

soǔradnice v hranatých závorkách,
”
prvky typu 1“.

I
”
vektory“ — prvky zamě̌reńı, malá ṕısmena, soǔradnice v

kulatých závorkách,
”
prvky typu 0“.

Můžu: A + v ,A− B, A+B
2 , nemůžu: A + B, v − A.

Dimenźı afinńıho podprostoru je ḿıněna dimenze jeho zamě̌reńı.

Výroba vektor̊u zamě̌reńı z bodů:

−→
AB = B − A.

n bodů v obecné pozici generuje n − 1-rozměrný afinńı podprostor:
jeden bod zvoĺıme za počátek, vektory vyrob́ıme jeho odečteńım od
ostatńıch.



Př́ıklady na parametrický tvar

(1) Najděte parametrické vyjáďreńı afinńıho podprostoru P v R3

generovaného body A = [1, 2, 3],B = [1, 0, 1],C = [−2, 3, 4].

Řešeńı:
−→
BA = A− B = (0, 2, 2) ∼ (0, 1, 1),

−→
BC = C − B =

(−3, 3, 3) ∼ (−1, 1, 1), tedy P : B + 〈(0, 1, 1), (−1, 1, 1)〉.

(2) Najděte parametrické vyjáďreńı afinńıho podprostoru P v R3

generovaného body A = [0, 2, 1],B = [1, 3, 3] a vektorem
v = (−1, 0, 1).

Řešeńı:
−→
AB = B − A = (1, 1, 2), tedy P : A + 〈v , (1, 1, 2)〉.



Součet podprostor̊u

Součtem podprostor̊u rozuḿıme nejmenš́ı podprostor, který je
obsahuje.

Výpočetně jednoduché — slouč́ıme veškeré generuj́ıćı
body/vektory, p̌revedeme na parametrický tvar, p̌ŕıpadně vylouč́ıme
ze zamě̌reńı nadbytečné vektory, aby z̊ustaly jen lineárně nezávislé.

Př́ıklad: Určete součet P + Q podprostor̊u P : [1, 2, 3] + a(0, 1,−1)
a Q : [1, 0, 3] + b(1, 1, 0).

Řešeńı: Označme A = [1, 2, 3],B = [1, 0, 3]. Pak
−→
AB = B − A = (0,−2, 0) ∼ (0, 1, 0), tedy
P + Q : A + 〈(0, 1,−1), (1, 1, 0), (0, 1, 0)〉. Vektory zamě̌rený jsou
3 a nezávislé, mohli jsme tedy psát P + Q = R3 nebo nap̌r.
P + Q : [0, 0, 0] + 〈(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)〉



Pr̊unik podprostor̊u

Bod paťŕı do pr̊uniku, pokud paťŕı do každého z podprostor̊u.

Lze ho tedy vyjáďrit parametricky pro každý podprostor zvlášt’.

Položeńım rovnosti mezi vyjáďreńı vytvǒŕıme soustavu lineárńıch
rovnic.

Řešeńım jsou koeficienty do parametrického vyjáďreńı, dosazeńım
dostaneme hledaný pr̊unik.

Pr̊unik nejčastěji hledáme pro dva podprostory, pro v́ıce
podprostor̊u řeš́ıme úlohu iterativně.

P : A + a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn,

Q : B + b1u1 + b2u2 + · · ·+ bmum

A + a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn = B + b1u1 + b2u2 + · · ·+ bmum

a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn − b1u1 − b2u2 − . . .− bmum = B − A



Př́ıklad na pr̊unik podprostor̊u

Určete pr̊unik podprostor̊u P : A + au + bv ,Q : B + cw + dx , kde
A = [3, 4,−1], u = (1, 0,−1), v = (1,−1, 0),B = [2, 2,−1],w =
(0, 2, 1), x = (1, 1, 1).

Řešeńı: B − A = (−1,−2, 0). 1 1 0 −1 | −1
0 −1 −2 −1 | −2
−1 0 −1 −1 | 0

 ∼ · · · ∼
1 1 0 −1 | −1

0 −1 −2 −1 | −2
0 0 −3 −3 | −3


Stač́ı nám jen jedno vyjáďreńı, budeme tedy poč́ıtat jen c , d z
posledńı rovnice: −3(c + d) = −3 ⇒ c = 1− d .

Odpověd’: P ∩ Q : B + (1− d)w + dx = (B + w) + d(x − w) =
[2, 4, 0] + d(1,−1, 0).

Zkouška: x − w = v , paťŕı tedy i do zamě̌reńı P, bod [2, 4, 0]
vyjáďŕıme jako A− u.



Obecný tvar podprostoru, normálový vektor
Jiný způsob zadáńı afinńıho podprostoru p̌redstavuje tzv. obecný
tvar. V něm je podprostor určen jako množina všech bodů
[x1, x2, . . . xn], jež jsou řešeńım soustavy lineárńıch rovnic

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...

ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ aknxn = bk

Č́ım v́ıc nezávislých rovnic, t́ım v́ıc omezeńı a t́ım menš́ı
podprostor.

Každá rovnice odpov́ıdá tzv. nadrovině, jej́ıž dimenze je o 1 menš́ı
než celého prostoru. Jej́ı koeficienty každé rovnice
(a11, a12, . . . , a1n) odpov́ıdaj́ı normálovému vektoru, který je na ni
kolmý (viz později).

Být řešeńım soustavy znamená paťrit do pr̊uniku nadrovin.



Obecný tvar p̌ŕımky a roviny

V R2 je p̌ŕımka zadána jednou obecnou rovnićı, v R3 dvěma.

Rovina v R3 je zadána jednou obecnou rovnićı.

Úlohy na pr̊unik se nejsnáze řeš́ı, je-li jeden podprostor zadán
parametricky a druhý obecně: parametrický tvar jednoduše
dosad́ıme do rovnic obecného vyjáďreńı a zjist́ıme tak omezeńı pro
parametry.

Jsou-li oba podprostory zadány obecně, řeš́ıme soustavu vzniklou
sjednoceńım rovnic z obou vyjáďreńı.

Obecný tvar lze p̌revést na parametrický řešeńım soustavy.

Parametrický tvar lze p̌revést na obecný nalezeńım normálového
vektoru (či vektor̊u),



Př́ıklad na pr̊unik s parametrickým a obecným tvarem
podprostor̊u

Určete pr̊unik p̌ŕımek p : [3, 2] + a(1, 1) a q : 2x − y − 2 = 0 v R2.

Řešeńı: Dosad́ıme x = 3 + a, y = 2 + a do obecné rovnice p̌ŕımky q:

2(3 + a)− (2 + a)− 2 = 0.

Dostáváme a = −2, tedy pr̊useč́ıkem je bod
[3, 2]− 2 · (1, 1) = [1, 0].



Vzájemná poloha p̌ŕımek v R2 a R3

Pro p̌ŕımky v R2 rozlǐsujeme ťri možnosti:

I r̊uznoběžné — pr̊unikem jediný bod (pr̊useč́ık), soustava
jednoznačně řešitelná,

I rovnoběžné — pr̊unik prázdný, soustava něrešitelná,

I splývaj́ıćı — p̌ŕımky se rovnaj́ı a tud́ıž i jejich pr̊unik, soustava
má nekonečně řešeńı (1 parametr).

V R3 (když p̌ŕımky lež́ı v rovině) je nav́ıc p̌ŕıpad, že p̌ŕımky jsou
mimoběžné. Soustava opět neńı řešitelná.

Př́ıpady rovnoběžných a mimoběžných p̌ŕımek rozlǐśıme srovnáńım
jejich zamě̌reńı: jsou-li zamě̌reńı stejná, jde o rovnoběžky, jinak jde
o mimoběžky.



Vzájemná poloha podprostor̊u v R3

Dále se zaj́ımáme zejména o úlohy:

I p̌ŕımka a rovina — podobné jako dvě p̌ŕımky v R2, jen ḿısto
splýváńı máme p̌ŕıpad, že p̌ŕımka lež́ı v rovině,

I dvě roviny — také obdobné poloze dvou p̌ŕımek v R2, ovšem
pr̊unikem dvou r̊uznoběžných rovin je p̌ŕımka (1 parametr) a
splýváńı dvou rovin má řešeńı o 2 parametrech.

Vyš̌śı dimenze pro jednoduchost vynecháváme, ale princip řešeńı je
pǒrád stejný.

Obecný postup pro vzájemnou polohu podprostor̊u: spoč́ıtáme
pr̊unik sestaveńım soustavy a maticového schématu, v p̌ŕıpadě daľśı
diskuze o zamě̌reńı (mimoběžnost) závislost uvid́ıme ze
schodového tvaru téhož schématu.

Doporučeńı: p̌ŕımku (prostor menš́ı dimenze) uḿıst́ıme do
schématu v́ıce vpravo, protože má jednoduš̌śı parametrické
vyjáďreńı a k tomu se dostaneme ďŕıve (1 parametr, méně práce).



Př́ıčka mimoběžek

Př́ıčkou mimoběžných p̌ŕımek rozuḿıme úsečku s krajńımi body na
těchto p̌ŕımkách.

Př́ıček existuje nekonečně mnoho, proto zpravidla bývaj́ı určeny
daľśım bodem nebo směrovým vektorem.

Obecná strategie: z jedné mimoběžky a bodu/vektoru
vygenerujeme tzv. řeznou rovinu. Ta protne druhou mimoběžku,
č́ımž dostaneme jeden krajńı bod. Z něj spust́ıme p̌ŕımku ve směru
p̌ŕıčky (známe daľśı bod nebo směrový vektor) a dostaneme druhý
krajńı bod jako pr̊useč́ık s prvńı mimoběžkou.

Úloha se tedy p̌revád́ı na úlohy a pr̊useč́ıćıch.

Je-li p̌ŕıčka zadána bodem, měli bychom zkontrolovat, zda lež́ı
uvniťr. Pokud ano, je konvexńı kombinaćı pr̊useč́ık̊u (

”
obě závaž́ı“

jsou nezáporná). Pokud ne, zadáńı je nekorektńı.

Pozor na výpočet parametru prvńıho pr̊useč́ıku — co se hod́ı pro
postup řeznou rovinou, nemuśı se hodit pro postup po p̌ŕımce.



Př́ıklad na p̌ŕıčku I

Určete p̌ŕıčku mimoběžek p : A + au, q : B + bv ,A =
[0, 1,−1], u = (1, 1, 0),B = [2, 1, 2], v = (1,−1,−1) procházej́ıćı
bodem C = [2, 1, 0].

Řešeńı: Přidáńım vektoru
−→
AC = C − A = (2, 0, 1) k zamě̌reńı

p̌ŕımky p dostaneme řeznou rovinu ρ : A + au + c
−→
AC . Spoč́ıtáme

ρ ∩ p ze soustavy au + c
−→
AC − bv = B − A:1 2 −1 | 2

1 0 1 | 0
0 1 1 | 3

 ∼ · · · ∼
1 0 1 | 0

0 1 1 | 3
0 0 −4 | −4


Odtud b = 1, a tedy ρ ∩ p : B + v = [3, 0, 1]. Označme tento
pr̊useč́ık Q, druhý necht’ je P.



Př́ıklad na p̌ŕıčku II

Vytvǒŕıme vektor
−→
QC = C − Q = (−1, 1,−1) a spoč́ıtáme P jako

pr̊useč́ık p a r : Q + d
−→
QC ze soustavy au − d

−→
QC = Q − A:1 1 | 3

1 −1 | −1
0 1 | 2

 ∼ · · · ∼
1 1 | 3

0 1 | 2
0 0 | 0


(To neńı štěst́ı, musely se protnout.) Dostáváme d = 2, tj.

P = Q + 2
−→
QC = [1, 2,−1].

Protože jsme vektor
−→
QC museli vźıt dvojnásobně, p̌rekročili jsme

cestou k P bod C . Skutečně, C = P+Q
2 , tedy C je konvexńı

kombinaćı a lež́ı mezi P a Q.

Odpověd’: Hledanou p̌ŕıčkou mimoběžek je množina
{k[1, 2,−1] + (1− k)[3, 0, 1] | k ∈ [0, 1]}.



Komentá̌re k afinńı geometrii

I Pro afinńı prostory máme afinńı zobrazeńı. Možnosti
transformaćı se rozšǐruj́ı hlavně o posunut́ı (translace), což v
jazyce lineárńıch zobrazeńı nešlo.

I Požadavky: Porozumět afinńım kombinaćım, umět zapsat
podprostor v parametrickém tvaru, generovat podprostor
množinou bodů a vektor̊u, zapsat podprostor v parametrickém
tvaru, spoč́ıtat součet a pr̊unik podprostor̊u, interpretovat
vzájemnou polohu podprostor̊u v R2 a R3, naj́ıt p̌ŕıčku
mimoběžek.

I Úlohy je dobré umět řešit pro r̊uzné varianty zadáńı
podprostor̊u (parametrické/obecné), nenaučit se jen jeden
způsob a ztrácet čas zǔrivými p̌revody mezi vyjáďreńımi.



Obsah rovnoběžńıku v R2

Determinant lze využ́ıt k výpočtu obsahu rovnoběžńıku v rovině.

Postup: Strany rovnoběžńıku poṕı̌seme jako vektory se společným
počátkem a (̌rádkově nebo sloupcově, je to jedno) zaṕı̌seme do
matice řádu 2. Determinantem matice je tzv. orientovaný obsah,
tj. obsah až na znaménko. To bude ḿıt daľśı využit́ı.

Trojúhelńık sd́ılej́ıćı 2 strany s rovnoběžńıkem má polovičńı obsah.

Př́ıklad: Určete obsah trojúhelńıku
ABC ,A = [1, 4],B = [3, 2],C = [−1, 3].

Řešeńı: Spoč́ıtáme
−→
AB = B − A = (2,−2),

−→
AC = C − A = (−2,−1).∣∣∣∣ 2 −2

−2 −1

∣∣∣∣ = −6

Odpověd’: Obsah trojúhelńıku ABC je | − 6|/2 = 3.



Znaménko determinantu

Znaménko odpov́ıdá směru od prvńıho k druhému vektoru, tj. zda
kraťśı z úhl̊u mě̌ŕıme v kladném smyslu (proti hodinám) nebo
záporném (po směru hodinových ručiček):

v

u

v

u∣∣∣∣ u
v

∣∣∣∣ > 0

∣∣∣∣ v
u

∣∣∣∣ < 0



Viditelnost I

Pomoćı znaménka determinantu můžeme zjǐst’ovat, zda bod lež́ı
vevniťr rovinného útvaru, p̌ŕıpadně které strany jsou viditelné.

Př́ıklad: Určete, zda bod X = [−1, 2] lež́ı uvniťr trojúhelńıku
ABC ,A = [1, 2],B = [−4, 1],C = [−2,−1], p̌ŕıpadně které jeho
strany jsou z X vidět.

Řešeńı: Připrav́ıme si vektory
−→
XA = A− X = (2, 0),

−→
XB =

B − X = (−3,−1),
−→
XC = C − X = (−1,−3).

Spoč́ıtáme determinanty:∣∣∣∣ 2 0
−3 −1

∣∣∣∣ = −2,

∣∣∣∣−3 −1
−1 −3

∣∣∣∣ = 8,

∣∣∣∣−1 −3
2 0

∣∣∣∣ = 6.



Obrázek k p̌ŕıkladu

Znaménka: −,+,+.

Interpretace:
−→
XB je vpravo od

−→
XA,
−→
XC vlevo od

−→
XB a

−→
XA vlevo od−→

XC .

Odpověd’: X lež́ı vně trojúhelńıka a vid́ıme z něj stranu AB.

X A

B

C



Diskuze k viditelnosti

I Jsou-li všechny 3 determinanty kladné, bod lež́ı uvniťr
trojúhelńıka a jeho vrcholy jsou popsány podle konvence.

I Jsou-li všechny 3 determinanty záporné, bod také lež́ı uvniťr
trojúhelńıka, ale ten má vrcholy popsány proti konvenci.

I Jsou-li determinanty r̊uzných znamének, je vrchol vně
trojúhelńıka. Viditelné hrany jsou ty, kde se znaménko

”
lǐśı od

očekáváńı“.

I Determinant je nulový, pokud diskutované ťri body lež́ı v
p̌ŕımce.



Orientovaný objem rovnoběžnostěnu v R3

Podobně jako obsah poč́ıtáme objem o dimenzi výše, tj. seṕı̌seme 3
vektory do determinantu řádu 3.

Znaménko determinantu je kladné, pokud vektory
”
ct́ı pravidlo

pravé ruky“.

Hranol s polovičńı trojúhelńıkovou podstavou má i polovičńı objem.

”
Špičatá“ tělesa (jehlan, kužel) maj́ı ťretinový objem k

odpov́ıdaj́ıćım těles̊um s dvěma podstavami (hranol, válec).

Celkově je tak objem čty̌rstěnu šestinový v poměru k rovnoběžńıku,
z něhož byl vy̌ŕıznut.



Komentá̌re k determinant̊um v afinńı geometrii

I Determinanty maj́ı bĺızko k vektorovému součinu.

I V dimenzi 2 determinant souviśı se sinem úhlu (obsah je
maximálńı pro pravý úhel a nulový pro vektory v p̌ŕımce).

I Znaménka determinant̊u v R3 lze rovněž využ́ıt k posouzeńı
viditelnosti stěn mnohostěnu z bodu.

I Požadavky: Umět poč́ıtat obsah/objem pomoćı
determinantu. Umět posoudit, zda je bod vevniťr nebo vně
trojúhelńıku, a které strany jsou p̌ŕıpadně vidět.



Skalárńı součin
Zobrazeńı f : U × V → R nazýváme bilineárńı formou, pokud je
lineárńı v každé složce kartézského součinu, tj.

f (au + v ,w) = af (u,w) + f (v ,w), f (u, bw + x) = bf (u,w) + f (u, x).

Pokud U = V a f je nav́ıc pozitivńı, tj. f (u, u) ≥ 0, p̌ričemž
f (u, u) = 0 jen pro u = 0, nazýváme f skalárńım součinem na U.

Mı́sto f (u, v) ṕı̌seme 〈u, v〉 (neplést s generováńım podprostoru).

V geometrických aplikaćıch si vystač́ıme jen s tzv. standardńım
skalárńım součinem v Rn:

〈(x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn)〉 = x1y1 + x2y2 + . . . xnyn.

Alternativně lze součin vyjáďrit maticově:

〈(x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn)〉 =
(
x1 x2 . . . xn

)


y1
y2
...

yn





Velikost vektoru

Pokud se oba vstupy skalárńıho součinu rovnaj́ı, dostáváme

〈(x1, x2, . . . , xn), (x1, x2, . . . , xn)〉 = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n ,

což je podle Pythagorovy věty druhá mocnina velikosti p̌ŕıslušného
vektoru.

Zapisujeme
‖v‖2 = 〈v , v〉,

tj.
‖v‖ =

√
〈v , v〉.



Odchylka vektor̊u

Pro vektory konstantńıch velikost́ı je pro skalárńı součin
nejp̌ŕıznivěǰśı poloha, když jsou rovnoběžné, tj. závislé. Pak je
absolutńı hodnota součinu maximálńı. Skalárńı součin je nulový pro
kolmé vektory. (Vše je tedy

”
p̌resně naopak“ oproti determinantu.)

Skalárńı součin souviśı s kosinem úhlu φ sv́ıraným vektory:

〈u, v〉 = ‖u‖‖v‖ cosφ.

Úhlu φ ř́ıkáme odchylka vektor̊u u, v . Úpravou dostáváme vzorec

cosφ =
〈u, v〉
‖u‖‖v‖

.



Kolmé vektory, ortogonálńı báze

Vektory u, v nazýváme kolmé a znač́ıme u ⊥ v , pokud 〈u, v〉 = 0.

Nulový vektor vždy nuluje skalárńı součin, je tak kolmý ke všem
vektor̊um.

Množina všech vektor̊u, které jsou kolmé ke všem prvk̊um
lineárńıho podprostoru P, je opět lineárńım podprostorem. Nazývá
se ortogonálńım doplňkem podprostoru P a znač́ı P⊥.

Je-li hlavńı prostor dimenze n, plat́ı dim P + dim P⊥ = n,
z ortogonálńıho doplňku tedy můžeme doplňovat bázi podprostoru
na bázi celého prostoru.

Báze tvǒrená navzájem kolmými vektory se nazývá ortogonálńı.

Standardńı báze je žrejmě ortogonálńı.

Každý prostor se skalárńım součinem a každý jeho podprostor má
ortogonálńı bázi.



Gramův–Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces I

Metoda algoritmicky nahrazuje obyčejnou bázi ortogonálńı baźı.
Předvedeme si na p̌ŕıkladu.

Př́ıklad: Najděte ortogonálńı bázi podprostoru
〈v1, v2, v3〉, v1 = (1, 1, 1, 0), v2 = (1, 0, 2, 0), v3 = (1, 1, 0, 1) v R4.

Řešeńı: Hledanou ortogonálńı bázi označme (u1, u2, u3).

1. krok: Polož́ıme u1 = v1.

2. krok: Zkonstruujem u2 ”
narovnáńım“ v2 do kolmého směru k u1

v rovině dané u1, v2. Předpokládáme tedy u2 = v2 + au1 a
spoč́ıtáme neznámý koeficient a. Skalárńım vynásobeńım 〈 . , u1〉
rovnice dostáváme

〈u2, u1〉 = 〈v2 + au1, u1〉
0 = 〈v2, u1〉+ a〈u1, u1〉

(Chceme, aby u2 ⊥ u1.)



Gramův–Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces II

Po dosazeńı vektor̊u dostáváme

0 = 〈(1, 0, 2, 0), (1, 1, 1, 0)〉+ a〈(1, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 0)〉
0 = (1 · 1 + 0 · 1 + 2 · 1 + 0 · 0) + a(1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 1 + 0 · 0)

0 = 3 + 3a

Tedy a = −1 a u2 = v2 − u1 = (0,−1, 1, 0).

3. krok: Zkonstruujeme u3 jako v3 + bu1 + cu2 s požadavky
u3 ⊥ u1, u3 ⊥ u2. Rovnici u3 = v3 + bu1 + cu2 postupně skalárně
násob́ıme 〈 . , u1〉 a 〈 . , u2〉. Vznikne soustava dvou rovnic o dvou
neznámých b, c. Protože jsme

”
chyťre“ řešili kolmost k u2, u3 (a ne

k v1, v2) a ty už na sebe kolmé jsou, neznámé jsou separované a
každou vypoč́ıtáme p̌ŕımo z jedné rovnice:



Gramův–Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces III

〈u3, u1〉 = 〈v3, u1〉+ b〈u1, u1〉+ c〈u2, u1〉
0 = 〈(1, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 0)〉+ b〈(1, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 0)〉+ 0

0 = 2 + 3b

〈u3, u2〉 = 〈v3, u2〉+ b〈u1, u2〉+ c〈u2, u2〉
0 = 〈(1, 1, 0, 1), (0,−1, 1, 0)〉+ 0 + c〈(0,−1, 1, 0), (0,−1, 1, 0)〉
0 = −1 + 2c

Dostáváme b = −2/3, c = 1/2, a tedy
u3 = (1, 1, 0, 1)− 2

3(1, 1, 1, 0) + 1
2(0,−1, 1, 0) =

(1/3,−1/6,−1/6, 1) ∼ (2,−1,−1, 6)

Zkouška: Prově̌ŕıme ortogonalitu vektor̊u u1, u2, u3.



Výpočet ortogonálńıho doplňku

Vektory kolmé na danou množinu vektor̊u jsou vlastně řešeńı
homogenńı soustavy rovnic.

Zkušený počtá̌r dokáže vektory doplňku v nižš́ıch dimenźıch

”
vidět“.

Př́ıklad: Najděte ortogonálńı doplněk v R3 podprostoru P
generovaného vektory u = (1, 1, 2), v = (−1, 0, 1).

Řešeńı: Dimenze doplňku by měla být 1, stač́ı nám tedy naj́ıt jeden
(nenulový) vektor w = (x , y , z) splňuj́ıćı w ⊥ u,w ⊥ v , tj.
〈w , u〉 = 0, 〈w , v〉 = 0. Dostáváme homogenńı soustavu

x + y + 2z = 0

−x + z = 0

Řešeńım je nap̌r. x = 1, z = 1, y = −3, tj. w = (1,−3, 1),
P⊥ = 〈w〉.



Vzdálenost afinńıch podprostor̊u

Vzdálenost́ı dvou geometrických útvar̊u vždy rozuḿıme minimum
vzdálenost́ı bodů z jednoho a druhého útvaru:

d(X ,Y ) = min{d(A,B) | A ∈ X ,B ∈ Y }.

Známe-li body A,B, vzdálenost urč́ıme jako velikost vektoru
−→
AB.

Vzdálenost afinńıch podprostor̊u se vždy realizuje v kolmém směru
na oba podprostory, tj. v ortogonálńım doplňku k součtu zamě̌reńı
prostor̊u.

Vzdálenost́ı se zabýváme nap̌r. pro:

I bod a p̌ŕımku v R2 a R3,

I bod a rovinu v R3,

I rovnoběžky v R2 a R3,

I rovnoběžné roviny v R3,

I rovnoběžnou p̌ŕımku a rovinu v R3, atp.



Projekce vektoru a vzdálenost bodu od podprostoru

v

u

v − u ⊥ u

Vektor u nazýváme projekćı vektoru v do daného podprostoru.

V řadě úloh nás sṕı̌s zaj́ımá doplňková výška v − u, v ńıž se
realizuje vzdálenost koncového bodu vektoru od podprostoru.

Vektor u se obvykle snaž́ıme vyjáďrit jako kombinaci vektor̊u
definuj́ıćıch podprostor a hledáme koeficienty, pro něž bude vektor
v − u kolmý.

Využijeme tedy skalárńı součin s v − u a sestav́ıme a vy̌reš́ıme
homogenńı soustavu rovnic.



Př́ıklad na vzdálenost bodu od p̌ŕımky

Určete vzdálenost bodu A = [4, 3] od p̌ŕımky p : [1, 2] + a(1,−1).

Řešeńı: Označme B = [1, 2], u = (1,−1),

v =
−→
AB = [1, 2]− [4, 3] = (−3,−1).

〈u, v − au〉 = 〈u, v〉 − a〈u, u〉
0 = −2− 2a

Odtud a = −1 a ‖v − au‖ = ‖(−2,−2)‖ =
√

4 + 4 = 2
√

2.

Odpověd’: Vzdálenost A od p je d(A, p) = 2
√

2.



Osa mimoběžek

Osou mimoběžných p̌ŕımek v R3 rozuḿıme jejich p̌ŕıčku nejkraťśı
délky.

Už v́ıme, že se realizuje ve směru kolmém na obě mimoběžky.

To samo o sobě stač́ı k řešeńı (varianta úlohy o p̌ŕıčce se směrovým
vektorem).

Osu lze ovšem naj́ıt i o něco jednodušeji — můžeme proḿıtnout
jakoukoli p̌ŕıčku do směru osy a určit velikost pr̊umětu.

.
.



Př́ıklad na osu mimoběžek
Určete vzdálenost mimoběžek p : A + au a q : B + bv , kde
A = [−2, 1, 2], u = (1, 1, 1),B = [0, 2, 2], v = (1, 0, 1), a najděte
body C ,D, v nichž se realizuje.

Řešeńı: Vektor
−→
AB = (2, 1, 0) proḿıtáme na vektor

−→
CD, p̌ričemž

−→
CD ⊥ u,

−→
CD ⊥ v . Současně nás zaj́ımaj́ı parametry a, b, pro něž

C = A + au a D = B + bv . Pak
−→
AB = au +

−→
CD − bv a−→

CD =
−→
AB − au + bv . Skalárńım násobeńım s u, v dostáváme

rovnice

〈
−→
AB − au + bv , u〉 = 〈

−→
AB, u〉 − a〈u, u〉+ b〈v , u〉

〈
−→
AB − au + bv , v〉 = 〈

−→
AB, v〉 − a〈u, v〉+ b〈v , v〉

0 = 3− 3a + 2b

0 = 2− 2a + 2b

Odtud již máme a = 1, b = 0,C = [−1, 2, 3],D = [0, 2, 2], ‖
−→
CD‖ =√

12 + 02 + (−1)2 =
√

2, což je hledaná vzdálenost.



Odchylka podprostor̊u

Odchylkou podprostor̊u rozuḿıme nejmenš́ı z úhl̊u, který sv́ıraj́ı
nenulové vektory jejich zamě̌reńı. (Posunut́ı afinńıch prostor̊u
posunut́ı nehraje žádnou roli.)

Odchylka p̌ŕımek (r̊uznoběžek) je jednoduchá — muśıme dát pozor
na volbu menš́ıho ze dvou úhl̊u, což lze vyjáďrit absolutńı hodnotou
součinu ve vzorci

cosφ =
|〈u, v〉|
‖u‖‖v‖

,

kde u, v jsou směrové vektory p̌ŕımek.

U odchylky p̌ŕımky a roviny poťrebujeme zjistit kolmý pr̊umět
p̌ŕımky do roviny, následně řeš́ıme jako odchylku p̌ŕımek.

Odchylka dvou rovin by byla nejsložiteǰśı, ale v R3 si pomůžeme
trikem s normálovými vektory: odchylka rovin se rovná odchylce
normálových vektor̊u.



Komentá̌re k eukleidovské geometrii

I Eukleidovskou geometríı je ḿıněna afinńı geometrie
obohacená skalárńım součinem na zamě̌reńı prostoru.

I
”
Exotické“ skalárńı součiny: tr(ABT ) v reálných čtvercových

matićıch,
∫ b
a f (x)g(x)dx v polynomech.

I V komplexńıch prostorech se v jedné složce skalárńıho součinu
p̌ri

”
vytýkáńı“ muśı vźıt komplexně sdružený skalár.

I Na vzdálenost bodu od podprostoru existuje p̌ŕımý vzorec (SŠ,
neuč́ıme, tolerujeme).

I Požadavky: Umět poč́ıtat standardńı skalárńı součin v Rn,
odchylku vektor̊u, velikost vektoru, ortogonálńı bázi,
ortogonálńı doplněk, projekci vektoru do roviny, vzdálenost
dvou afinńıch prostor̊u, osu mimoběžek, odchylku podprostor̊u.


