1.1 Najdéte vSechna
reSeni komplexni rov-
nice 7% = 2i.

[> 1 spravnych, 1 bod]

Oz=+v2+iVv2

=141
e=1-—1

Oz =+v2—-iV2
Hex=-1+1
Oe=-1-—1

MB141, 21. 5. 2024, zkouska

1.2 Necht’ A je redlnd ¢tvercova matice fadu n a det A jeji deter-
minant. Vyberte vSechna pravdiva tvrzeni.
[> 1 spravnych, 1 bod]

[J Pokud ma A nulovy fadek, pak det A = 0.

0 Pokud det A = 0, pak A ma nulovy radek.

0 Pokud det A = 0, pak k A existuje inverzni matice.

O Pokud det A = 0, pak lze A fddkovymi tpravami prevést na
matici s nulovym fadkem.

O Pokud ma A néktery prvek na hlavni diagondle nulovy, pak
det A = 0.

U] Matice A ma stejny determinant jako matice k ni transponovana.

1.3 [3 body] Najdéte inverzni matici k matici

0 1 -1
A=|-1 0 1
1 1 0

2.1 Vektor u patfi do podprostoru generovaného vektory v, w.
Vyberte pravdiva tvrzeni.
[> 1 spravnych, 1 bod]

L] Vektory u, v, w jsou linedrné nezdvislé.

[] Matice sestavend z vektorti u, v, w ma hodnost nejvyse dva.
L] Vektory u, v, w tvori bazi né¢jakého podprostoru.

[J Vektor u je linearni kombinaci vektort v, w.

[J Nulovy vektor je nenulovou linearni kombinaci vektort
U, U, W.

[J Matice sestavena z vektort «, v ma mensi hodnost nezZ ma-
tice sestavena z vektord u, v, w.

2.2 UvaZujme linearni zobra-
zeni, jenZ je zrcadlenim pro-
storu R? podle roviny. Urcete
trojici jeho vlastnich Cisel.

[1 spravnd, 1 bod]

0o,1,1.
O-1,1,1.
O-1,-1,1.
0,0, 1.
0-1,0,1.
O-1,-1,—1.

2.3 [3 body] Urcete vzdalenost bodu A = [1,2, —1] od pifmky p : 2z — y + 22 = 7 v R3.



3.1 Zaskrtnéte vSechny
primitivni kofeny v mo-

dulu 5. L. Us
[> 1 sprdavnych, 1 bod] [= 1 spravnych, 1 bod]
0o Ln
01 Op
02 O ¢(n)
03 (0 Me
Od4 Od
O Med

3.3 [3 body] Urcete zbytek po déleni ¢isla 77" &islem 11.

4.1 [1 spravnd, 1 bod] Leslieho populac¢ni model je ddn matici

0 p 2
L=12/3 0 0
0 2/30
Vyberte hodnotu parametru p, pro kterou je populace stabilni.
01 01/2 01/3
01/6 03 06

3.2 Necht’ n = pq je modul, e vefejny kli¢ pro Sifrovani meto-
dou RSA, d jeho inverze v modulu n a M zprava, kterou chceme
zaSifrovat. UrCete, které z Cisel 1ze bezpecné zverejnit.

4.2 [> 1 spravnych, 1 bod]
Rozhodnéte, které z matic
jsou primitivni.

°05) o6 0)
o0 3) oG 3)

4.3 [3 body] Uvazujme markovsky proces na stavech A, B, C'. Systém prechdzi z A do B s prav-
dépodonosti 1/2 a do stavu C' s pravdépodonosti 1/4. Ze stavu B ptechazi vzdy do stavu A. Ze
stavu C' pfechdzi s pravdépodonosti 1/4 do stavu A a s pravdépodobnosti 1/4 do stavu B.

a) [1 bod] Urcete zbyvajici pravdépodobnosti prechodil a sestavte matici procesu M.

b) [2 body] Urcete, s jakou pravdépodobnosti se po dostatecné dlouhé dobé systém nachazi

ve stavu C.



RESEN{
1.1 1+, —1 — ¢ (lze fesit i pouhym vyzkouSenim)

1.2 1., 4., 6. moZnost
1.3 Ulohu fesfme eliminaci schématu (A|E) ~ ... ~ (E|A™!), vysledkem je matice

~1/2 —1/2 1/2
/2 1/2 1/2
~1/2 1/2 1/2

2.12.,4., 5. moznost
22-1,1,1
2.3 Rovina p md normdlovy vektor n = (2,—1,2), v jehoz sméru se vzdalenost realizuje.
Hleddme tedy bod B, ktery lezi v p a soucCasné je tvaru A + ¢tn. Dosazenim do rovnice roviny
spocitame ¢ = 1, a tedy vzdalenost je rovna velikosti n, tj. ||n|| = 4+ 1+ 4 = 3.
3.1 ¢(5) = 4 ma jediného maximalniho dé&litele 2, stali tedy urcit ta z, pro néz x> # 1 a
samoziejmé jsou s 5 nesoud€lnd. Tomu vyhovuji jen 2 a 3. 3.2 n, Me, odstatni Cisla zpravu
snadno vyzradi — Med je piimo M, d deSifruje Me, z ¢(n) zjistime d a z p zjistime ¢(n).
3.3 Podle malé Fermatovy véty 7% = 1 (mod 11). Zjednodusime tedy nejprve 77 v modulu
10. Ten miizeme rozloZzit 10 = 2 - 5 a spo&itat samostatné 77 = 1 (mod 2) a 77 = 2413 =
23 = 8 = 3 (mod 5) dal§im uZitim malé Fermatovy véty. Podle ¢inské zbytkové véty celkem
méme 77 = 3 (mod 10), coz dosadime do pivodni tlohy. Dostivame 77" = 7% = 343 = 2
(mod 11).
4.1 Pro spravné p musi mit matice L vlastni ¢islo 1, neboli v L — E jsou zdvislé fadky. To
nastdvd pro p = 1/6.
4.2 2. a 3. matice, ve zbylych po umocnéni ziistava nula na stejné pozici.
4.3 Pravdépodobnosti nezndmych prechodl zjistime doplnénim zndmych do jednicky, napft
A — Abude1l—1—1 = 1 Prechod B — A je jisty jev, ma tedy pravdépodobnost 1 a
zbylé prechody z B musi byt 0. Matice je pak

1/4 1 1/4

M=1[1/2 0 1/4
1/4 0 1/2

Dile potiebujeme najit vlastni vektor v pro vlastni ¢islo 1, tj. fesit homogenni soustavu (M —
E)v = 0. Tim je napt. vektor v = (8,5,4). Jeho normalizaci dostaneme pravdépodobnostni

vektor 1—1721 = (1—87, %, %) , tedy hledand pravdépodobnost pro stav C' je %.



