MB141, JS 2023, cvicna zkouska

Priklad. 1. [2 body] Linedrni podprostor P prostoru R je generovan vektory
w = (1,1,-1,-1,2), us=1(2,1,-1,0,4), ug=(-1,-2,2,3,-2), uy=(0,3,2,3,4).
Vyberte z téchto vektorti bazi podprostoru P.
Priklad. 2. [2 body] Najdéte inverzi prvku z = 17 modulo 60.
Priklad. 3. [2 body] Urcete posledni &islici &fsla = 20232023,
Priklad. 4. [2 body] Urcete prinik piimky p : A + tu, A = [1,2,3],u = (=2, 1,0) a roviny
p:x—2y+22="TvR3
Priklad. 5. [2 body] Najdéte vektor w o velikosti 1 kolmy na vektory u = (4,—3,1),v =
(—4,1,1) vIR3.
Priklad. 6. [5 bodu]
a) Urcete matici M linedrniho zobrazeni f : R®> — R3? (ve standardni bdzi), které je

kolmou projekci prostoru narovinu p : x +y — 2 = 0.
b) Urcete projekcei vektoru w = (1,1, 1) do ortogondlniho doplitku roviny p.

Priklad. 7. [5 bodt] Vyvoj populace se fidi Leslieho modelem s matici:
0 1 p 1
3/4 0 0 0

0 1/2 0 0
0 0 1/4 0

a) UrCete, pro které hodnoty parametru p je populace stabilni.
b) Pro takové p urCete pomér sledovanych vékovych kategorii.
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Priklad. 1. [2 body] Linedrni podprostor P prostoru R je generovan vektory
w = (1,1,-1,-1,2), wus=(2,1,—1,0,4), uz=(-1,-2,2,3,-2), uys=(0,3,2,3,4).
Vyberte z téchto vektorti bazi podprostoru P.

Resen. Vektory prepiSeme jako sloupce do matice a upravime ji na schodovy tvar:

1 2 -10 1 2 -1 0
1 1 =23 01 1 2
-1 -1 2 2|~---~100 0 1
-1 0 3 3 00 0 O
2 4 =24 00 0 O

Pokud dochazi ve sloupci k odskoku na novy schod, znamena to, Ze pfislusSny vektor je
nezavisly na predchozich (prispiva k navySeni hodnosti matice ¢i dimenzi podprostoru) a je
tak vhodny pro zafazeni do bdze. Za bazi tedy lze zvolit napiiklad trojici (uq, us, uy). a
Priklad. 2. [2 body] Najdéte inverzi prvku z = 17 modulo 60.

Reseni. Hleddme 7, aby platilo yz = 1 (mod 60). Protoze 60 = 22 - 3 - 5, usnadnime si
vypocet nalezenim inverze v menSich modulech 4, 3, 5. Mdme

r =1 (mod 4), r =2 (mod 3), r =2 (mod 5).
Ziejmé tedy
y =1 (mod 4), y =2 (mod 3), y = 3 (mod 5).

Z prvni kongruence vime, Ze y je tvaru 4a+ 1, coZ dosadime do druhé a dostaneme 4a+1 =
a+1 = 2 (mod3), tj.a = 1 (mod 3). Odtud y = 5 (mod 12). Postup zopakujeme,
vyjadiime y = 12b + 5 a dosadime do posledni kongruence: 12b + 5 = 2b = 3 (mod 5).
Vynésobenim 3 dostaneme 60 = b = 9 = 4 (mod 5), odkud jiZ plyne, Zey = 12-4 4+ 5 =
53 (mod 60). Spravnost vypocétu si ovéfime zkouskou: 17 - 53 = 17 - (=7) = —119 =
1 (mod 60).

Alternativni postup: Inverzi Ize ziskat i feSenim rovnice

17y + 60z =1

v celych Cislech na zdkladé Bezoutovy véty. Pfipomindme, Ze postup je zaloZen na po-
stupném déleni se zbytkem podle Eukleidova algoritmu a ndslednym zpétnym dosazovanim
vedoucimu k vyjadieni nezndmych vy, 2. O
Priklad. 3. [2 body] Urdete posledni &islici &fsla z = 20232023,

ReSeni. Posledni &islice je zbytkem po déleni x deseti a jesté plati 10 = 2 - 5. Cislo z je
ziejmé liché, tedy x = 1 (mod 2). Zbyva zjistit, cemu je kongruentni 32°23 modulo 5. Podle
malé Fermatovy véty plati 3* = 1 (mod 5), z exponentu tedy miizeme ode&ist 2020 jakoZto
ndsobek ¢tyf. Odtud x = 3% = 3 - (—1) = 2 (mod 5). Bez pocitdni vidime, Ze spole¢nym
feSenim obou kongruenci je 7, tj. * = 7 (mod 10), coZ je také hledand posledni ¢islice. O
Priklad. 4. [2 body] Urcete prinik piimky p : A + tu, A = [1,2,3],u = (=2, 1,0) a roviny
p:x—2y+22="TvR3

ReSeni. Pfimka p je uréena parametricky, zatimco rovina p implicitng. Dosadime tedy pa-
rametrické souradnice pfimky do rovnice roviny. Dostdvame rovnici

(1-20)—22+1)+2-3=7,



po upravé

3—4t=T.
Rovnice mé jediné feSeni ¢ = —1, pfimka a rovina se tedy protnou v jediném bod¢. Soutad-
nice pruseciku uréime dosazenim ¢ do parametrického vyjadfeni pfimky: A —u = [3, 1, 3].
O
Priklad. 5. [2 body] Najdéte vektor w o velikosti 1 kolmy na vektory v = (4,—3,1),v =
(—4,1,1) vIR3.
ReSeni. Nejprve najdeme n&jaky nenulovy vektor z kolmy na u, v, tj. (z,u) = (z,v) = 0.
Prepsani skalarnich soucint do soutradnic vede k homogenni soustaveé rovnic s matici

4 =31
-4 1 1)°

Resenim je napiiklad z = (1,2,2), jeho velikost je ||z|| = v/12 + 22 4 22 = 3. Odtud jiz
odvodime w = 3z = (1/3,2/3,2/3). O
Priklad. 6. [5 bodi]

a) UrCete matici M linedrniho zobrazeni f : R® — R? (ve standardni bdzi), které je
kolmou projekci prostoru narovinu p : x +y — 2z = 0.

b) Urcete projekei vektoru w = (1,1, 1) do ortogondlniho dopliiku roviny p.
ReSeni. a) Rovina p ma normdlovy vektor n = (1,1, —1), ktery se projekci anuluje, tj.
f(n) = 0. K jednoznacnému uréeni zobrazeni potiebujeme najit jesté dva dalsi vektory u, v,
které spolu s n vytvoii bazi R3. Je vhodné zvolit u, v z roviny p, ponévadZ o takovych vime,
7e f(u) =wua f(v) = v. Volbou x = 1,y = 0 v rovnici roviny dostdvdme z = 1, podobné
proz =0,y = 1 je také z = 1. Obdrzeli jsme vektory u = (1,0,1),v = (0,1, 1).

Vektory u, v, n a jejich obrazy u, v, 0 rozepiSeme do radkti maticového schématu a upra-
vujeme tak, abychom v levé ¢ésti dostali jednotkovou matici:

10 1101 10 0] 2/3 —1/3 1/3
01 1]/01 1 )|~--~|010|=1/3 2/3 1/3
11 =100 0 00 1|1/3 1/3 2/3

Radky jednotkové matice odpovidaji vektoram standardni baze, fadky na pravé strané jsou
jejich obrazy. Dohromady tedy vytvari matici

1 (2 11
M=-1-1 2 1
S\1 1 2
Jako zkousku miizeme provéfit souciny Mu = u, Mv = v, Mn = 0.

b) Ukol lze fesit samostatné, ale se znalosti matice M by to byla §koda. Vektor w se
promitd do p jako Mw, do ortogonélniho dopliiku se tedy promitne jako w — Mw
(17171>_<2/372/374/3) = (1/371/37_1/3) O
Priklad. 7. [5 bodt] Vyvoj populace se fidi Leslieho modelem s matici:

0 1 p 1
3/4 0 0 0
0 1/2 0 0
0 0 1/4 0
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a) UrCete, pro které hodnoty parametru p je populace stabilni.
b) Pro takové p urete pomér sledovanych vékovych kategorii.

ReSeni. a) Populace je stabilni, pokud je 1 vlastni ¢islo matice P. To nastavd, kdyz
det(L — FE) = 0. ProtoZe matice je parametrickd, je vhodné determinant pocitat pomoci
Laplaceova rozvoje, napiiklad podle prvniho fadku. Dostaneme rovnici

3.8 3
4 8 32
jejimz feSenim je p = 5/12.

b) Pomér kategorii uréime z odpovidajiciho vlastniho vektoru, tj. feSenim homogenni
soustavy linedrnich rovnic (L — E)z = 0. Resenti lze pfimo vy¢itat z matice, nebot’ v fad-
cich dva az Ctyfi jsou pravé dva nenulové koeficienty. Dostdvame vlastni vektor napt. x =
(1,3/4,3/8,3/32), celoiselné vyjadieny pomér tedy bude 32 : 24 : 12 : 3.

Alternativni postup: Nejprve vyfesime b) postupem vysSe, protoZe jsme tam p vlastné
viibec nepotiebovali. Hodnoty feseni = poté dosadime do prvni rovnice homogenni soustavy
a uréime p. (Vyhovuje-li netrividlni x i prvni rovnici, znamena to, Ze fadky matice jsou
linearné zavislé a determinant musi byt nulovy.) O



