
Vlastnosti elýh èísel

Praujeme s mno¾inou

N = f1; 2; 3; : : :g

v¹eh pøirozenýh èísel a s mno¾inou

Z = f: : : ;�2;�1; 0; 1; 2; : : :g

v¹eh elýh èísel. Øekneme, ¾e èíslo a 2 Z dìlí èíslo b 2 Z,

jestli¾e existuje èíslo z 2 Z takové, ¾e b = a�z. Pak rovnì¾ øí-

káme, ¾e èíslo a je dìlitel èísla b, a pí¹eme a j b. Z této de�nie

pro èíslo 0 plyne, ¾e a j 0 pro ka¾dé a 2 Z a ¾e 0 j b kdy¾ a jen

kdy¾ b = 0. Základní vlastností je vìta o dìlení elýh èísel se

zbytkem:

Vìta. Neh» a 2 Z, b 2 N . Pak existují q; r 2 Z splòujíí

a = b�q + r; 0 � r < b:

Pøitom èísla q; r jsou urèena jednoznaènì.

Poznámka. Èíslo q se potom nazývá podíl a èíslo r zbytek

po dìlení èísla a èíslem b.

Dùkaz. Doká¾eme existeni èísel q; r. Uva¾me mno¾inu

M = fx 2 Z j b�x � ag:

Pak M 6= ;, ponìvad¾ 0 2 M pokud a � 0 a a 2 M pokud

a < 0. Dále mno¾inaM je zøejmì shora omezená, tak¾e obsahuje

nejvìt¹í prvek, který oznaèíme q. Dále polo¾íme r = a�b�q. Pak

ov¹em a = b�q+ r a uká¾eme, ¾e platí také 0 � r < b. Nerovnost

0 � r plyne z toho, ¾e b�q � a. Dále z de�nie èísla q plyne, ¾e

b�(q + 1) > a, tak¾e b > a� b�q, èili b > r.

Doká¾eme jednoznaènost èísel q; r. Neh» q; q

0

; r; r

0

2 Z jsou

èísla splòujíí a = b�q + r, 0 � r < b, a = b�q

0

+ r

0

, 0 � r

0

< b.
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Pøedpokládejme napøíkld, ¾e r � r

0

. Pak odeètením uvedenýh

rovností dostáváme 0 = b�(q� q

0

)+ r� r

0

, èili r

0

� r = b�(q� q

0

),

kde ov¹em 0 � r

0

� r < b. Odtud plyne, ¾e nutnì q � q

0

= 0,

a tedy také r

0

� r = 0. Tak¾e q = q

0

a r = r

0

, èím¾ je ovìøena

jednoznaènost q; r.

Èíslo  2 Z se nazývá spoleèný dìlitel èísel a; b 2 Z, jestli¾e

 j a a také  j b. Èíslo d 2 Z, které je spoleèným dìlitelem èísel

a; b a které je pøitom nejvìt¹ím èíslem s touto vlastností, se na-

zývá nejvìt¹í spoleèný dìlitel èísel a; b. Je-li a 6= 0 nebo

b 6= 0, pak tento nejvìt¹í spoleèný dìlitel d èísel a; b existuje,

pøitom d 2 N , a znaèí se (a; b). Je-li a = b = 0, pak nejvìt¹í

spoleèný dìlitel èísel a; b podle dané de�nie neexistuje.

Je známa metoda pro nalezení nejvìt¹ího spoleèného dìlitele

(a; b) dvou èísel a; b 2 N , nazývaná Euklidùv algoritmus. Pro-

vádí se postupnì následujíí dìlìní se zbytkem podle pøedhozí

vìty. To znamená, ¾e se hledají èísla q

0

; q

1

; : : : ; q

n

; q

n+1

2 N [f0g

a r

0

; r

1

; : : : ; r

n

2 N taková, ¾e platí:

a = b�q

0

+ r

0

; 0 � r

0

< b;

b = r

0

�q

1

+ r

1

; 0 � r

1

< r

0

;

r

0

= r

1

�q

2

+ r

2

; 0 � r

2

< r

1

;

r

1

= r

2

�q

3

+ r

3

; 0 � r

3

< r

2

;

: : :

r

n�2

= r

n�1

�q

n

+ r

n

; 0 � r

n

< r

n�1

;

r

n�1

= r

n

�q

n+1

:

Poslední dìlení je tedy vlastnì tvaru r

n�1

= r

n

�q

n+1

+ r

n+1

, kde

ale r

n+1

= 0. Ponìvad¾ b > r

0

> r

1

> r

2

> : : : , musí tato

posloupnost dìlení opravdu skonèit tímto zpùsobem, o¾ zna-

mená, ¾e buïto ji¾ r

0

= 0 pokud b j a, anebo skuteènì existuje

n 2 N [ f0g takové, ¾e r

n+1

= 0. Jestli¾e ov¹em r

0

= 0, polo¾me

n = �1 a oznaème je¹tì r

�1

= b. Pak máme následujíí fakt:
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Vìta. Neh» a; b 2 N . Pak pøi oznaèení z pøedhozího textu

platí (a; b) = r

n

.

Dùkaz. Postupujeme-li v pøedhozím shematu zdola na-

horu, postupnì krok za krokem odtud plyne r

n

jr

n�1

, r

n

jr

n�2

,. . . ,

r

n

jr

2

, r

n

jr

1

, r

n

jr

0

, r

n

j b, r

n

j a, tak¾e r

n

je spoleèným dìlitelem èí-

sel a; b. Neh» naopak  2 Z je spoleèným dìlitelem èísel a; b.

Postupujeme-li v pøedhozím shematu naopak shora dolù, pak

z toho, ¾e  j a,  j b, podobným zpùsobem postupnì dostáváme

jr

0

, jr

1

, jr

2

, . . . , jr

n�2

, jr

n�1

, jr

n

. Tak¾e r

n

= �z pro jisté

z 2 Z. Ponìvad¾ r

n

> 0, plyne odtud r

n

� . To znamená, ¾e r

n

je nejvìt¹ím spoleèným dìlitelem èísel a; b.

Dùsledkem této vìty je následujíí Bezoutova rovnost:

Vìta. Pro libovolná a; b 2 Z taková, ¾e a 6= 0 nebo b 6= 0,

existují u; v 2 Z taková, ¾e (a; b) = a�u+ b�v.

Dùkaz. Je-li a = 0 pak b 6= 0, (a; b) = jbj a tvrzení je

zøejmé. Je-li b = 0 pak podobnì a 6= 0, (a; b) = jaj a tvrzení je

rovnì¾ zøejmé. Ponìvad¾ dále platí (a; b) = (jaj; jbj), staèí tvrzení

dokázat u¾ jen pro a; b 2 N . Je-li zde b j a, pak ov¹em (a; b) = b a

tvrzení je opìt zøejmé. Pøedpokládejme tedy dále naví, ¾e b6 j a,

a pøepi¹me v¹ehny rovnosti v pøedhozím shematu Euklidova

algoritmu vyjma poslední následovnì:

r

0

= a� b�q

0

;

r

1

= b� r

0

�q

1

;

r

2

= r

0

� r

1

�q

2

;

r

3

= r

1

� r

2

�q

3

;

: : :

r

n

= r

n�2

� r

n�1

�q

n

:

Ponìvad¾ b6 j a, máme zde pøinejmen¹ím první uvedenou rovnost.

Oznaème je¹tì r

�1

= b a r

�2

= a. Zpìtnou indukí pro ka¾dé

3



i = n�1; n�2; : : : ; 1; 0;�1 uká¾eme, ¾e existují u

i

; v

i

2 Z taková,

¾e r

n

= r

i�1

�u

i

+ r

i

�v

i

. Pro i = n � 1 to ihned plyne z poslední

z vý¹e uvedenýh rovností. Neh» nyní i 2 fn� 2; : : : ; 1; 0;�1g.

Pak rovnost pro r

i+1

v pøedhozím systému má tvar r

i+1

= r

i�1

�

r

i

�q

i+1

. Podle indukèního pøedpokladu pro i + 1 máme r

n

=

r

i

�u

i+1

+r

i+1

�v

i+1

pro jistá u

i+1

; v

i+1

2 Z. Dosazením z pøedhozí

rovnosti odtud dostáváme r

n

= r

i

�u

i+1

+ (r

i�1

� r

i

�q

i+1

)�v

i+1

=

r

i�1

�v

i+1

+ r

i

�(u

i+1

� q

i+1

�v

i+1

). Tím je proveden indukèní krok

a dùkaz indukí je hotov. Pro i = �1 odtud plyne dokazované

tvrzení, ponìvad¾ r

�2

= a, r

�1

= b a r

n

= (a; b).

Dùsledek. Neh» a; b 2 Z, a 6= 0 nebo b 6= 0. Pak èíslo d 2 N

je nejvìt¹ím spoleèným dìlitelem èísel a; b, právì kdy¾ d j a, d j b

a je splnìna podmínka, ¾e pro ka¾dé èíslo e 2 N s vlastností, ¾e

e j a, e j b, platí e j d.

Poznámka. Uvedené po¾adavky lze hápat jako alternativní

de�nii pojmu nejvìt¹ího spoleèného dìlitele èísel a; b, která pro

a 6= 0 nebo b 6= 0 splývá s de�nií pøedhozí. Naví tyto pod-

mínky se nezmìní, zamìníme-li v nih mno¾inu N mno¾inou

N[f0g. V tom pøípadì ale obdr¾íme de�nii, která urèuje nejvìt-

¹ího spoleèného dìlitele i pro a = b = 0, a to takovým zpùsobem,

¾e (0; 0) = 0.

Dùkaz. Neh» d 2 N je nejvìt¹í spoleèný dìlitel èísel a; b a

neh» e 2 N je nìjakým spoleèným dìlitelem èísel a; b. Pak podle

pøedhozí vìty existují u; v 2 Z taková ¾e d = a�u + b�v. Dále

e j a, e j b, tak¾e existují x; y 2 Z taková, ¾e a = e�x, b = e�y.

Odtud vyplývá, ¾e d = e�x�u+ e�y�v, o¾ ukazuje, ¾e e j d.

Neh» naopak d 2 N je spoleèný dìlitel èísel a; b takový, ¾e pro

ka¾dý spoleèný dìlitel e 2 N tìhto èísel platí e j d. Pak rovnì¾

pro ka¾dý spoleèný dìlitel f 2 Z tìhto èísel platí f j d, èili

existuje g 2 Z takové, ¾e d = f �g. Odtud ov¹em plyne, ¾e f � d,

o¾ ukazuje, ¾e d je nejvìt¹ím spoleèným dìlitelem èísel a; b.
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Øekneme, ¾e èísla a; b 2 Z jsou nesoudìlná, jestli¾e (a; b) = 1.

Dùsledek. Jestli¾e pro èísla a; b;  2 Z platí a j b� a souèasnì

(a; b) = 1, pak odtud plyne a j .

Dùkaz. Jestli¾e (a; b) = 1, pak podle pøedhozí vìty existují

u; v 2 Z taková, ¾e 1 = a�u + b�v. Odtud vynásobením èíslem 

dostáváme  = a��u+ b��v. Jestli¾e tedy a j b�, plyne odtud, ¾e

a j .

Pøirozené èíslo p � 2 se nazývá prvoèíslo, jestli¾e pøiroze-

nými èísly, která jsou jeho dìliteli, jsou pouze èísla 1 a p.

Vìta. Pro ka¾dé pøirozené èíslo a � 2 platí, ¾e buïto a je

prvoèíslo, anebo a je mo¾no rozlo¾it na souèin prvoèísel, pøièem¾

tento rozklad je jediný a¾ na poøadí èinitelù.

Dùkaz. Fakt, ¾e ka¾dé pøirozené èíslo a � 2 buï je prvoèís-

lem nebo ho lze rozlo¾it na souèin prvoèísel, doká¾eme indukí

vzhledem k velikosti èísla a. Èíslo a = 2 je prvoèíslo. Neh» tedy

a > 2. Je-li a prvoèíslo, není o dokazovat. Není-li a prvoèíslo,

pak má pøirozeného dìlitele b takového, ¾e 1 < b < a. Tedy lze

psát a = b� pro jisté pøirozené èíslo  takové, ¾e 1 <  < a.

Podle indukèního pøedpokladu pak pro ka¾dé z èísel b;  platí,

¾e jde buï o prvoèíslo nebo o èíslo, které lze rozlo¾it na souèin

prvoèísel. Pak ov¹em také èíslo a = b� lze rozlo¾it na souèin

prvoèísel.

Doká¾eme jednoznaènost tohoto rozkladu. Pøedpokládejme,

¾e a = p

1

� : : : �p

n

= q

1

� : : : �q

k

, kde p

1

; : : : ; p

n

; q

1

; : : : ; q

k

jsou pr-

voèísla. Doká¾eme, ¾e v rovnosti p

1

� : : : �p

n

= q

1

� : : : �q

k

stojí na

obou stranáh stejní èinitelé, pøípadnì v odli¹ném poøadí. Po-

stupujeme indukí vzhledem k poètu n èinitelù v prvním sou-

èinu. Je-li n = 1, je tam jedno prvoèíslo, o¾ znamená, ¾e také

q

1

� : : : �q

k

je prvoèíslo, tak¾e k = 1 a p

1

= q

1

. Neh» tedy n > 1.

Pak z uvedené rovnosti plyne, ¾e p

1

jq

1

� : : : �q

k

. Víenásobným
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pou¾itím pøedhozího dùsledku odtud odvodíme, ¾e p

1

jq

i

platí

alespoò pro jeden index i 2 f1; : : : ; kg. Skuteènì, pokud p

1

jq

1

,

jsme hotovi. Pokud ov¹em k > 1 a p

1

6 j q

1

, pak (p

1

; q

1

) = 1,

nebo» p

1

je prvoèíslo. Pak ale z pøedhozího dùsledku plyne,

¾e p

1

jq

2

� : : : �q

k

. Nyní pokud p

1

jq

2

, jsme opìt hotovi. Pokud ale

k > 2 a p

1

6 j q

2

, pak (p

1

; q

2

) = 1 a opìt z pøedhozího dùsledku

plyne, ¾e p

1

jq

3

� : : : �q

k

. Postupujeme-li takto dále, pak buïto jed-

nou narazíme na i 2 f1; : : : ; k� 1g takové, ¾e p

1

jq

i

, anebo v po-

sledním kroku zjistíme, ¾e p

1

jq

k

. Existuje tedy i 2 f1; : : : ; kg ta-

kové, ¾e p

1

jq

i

. Ponìvad¾ q

i

je prvoèíslo, znamená to, ¾e p

1

= q

i

.

Vydìlíme-li nyní shora vedenou rovnost tímto prvoèíslem, do-

staneme rovnost p

2

� : : : �p

n

= q

1

� : : : �q

i�1

�q

i+1

� : : : �q

k

. Nyní podle

indukèního pøedpokladu oba tyto souèiny obsahují stejné èini-

tele, mo¾ná v nestejném poøadí. To potvrzuje dokazovanou jed-

noznaènost.

Dùsledek. Existuje nekoneènì mnoho prvoèísel.

Dùkaz. Pøipus»me, ¾e existuje pouze koneènì mnoho pr-

voèísel p

1

; p

2

; : : : ; p

n

. Uva¾me èíslo a = p

1

�p

2

� : : : �p

n

+ 1. Podle

pøedhozí vìty èíslo a je mo¾no rozlo¾it na souèin prvoèísel. Od-

tud zejména plyne, ¾e existuje prvoèíslo q takové, ¾e q j a. Ov¹em

pro ka¾dé i = 1; 2; : : : ; n máme p

i

6 j a, nebo» v opaèném pøípadì

byhom mìli p

i

j 1, o¾ není mo¾né. To znamená, ¾e q je prvoèíslo

takové, ¾e q 6= p

i

pro v¹ehna i = 1; 2; : : : ; n, o¾ dává spor.
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