
Ekvivalene a rozklady

Neh» A je mno¾ina a neh» n � 1 je pøirozené èíslo. Pak libo-

volnou podmno¾inu % kartézské moniny A

n

nazýváme n-ární

relaí na mno¾inì A. Je-li n = 1, pak prostì % je podmno¾inou

mno¾iny A a øíkáme té¾, ¾e % je unární relae na A. Je-li n = 2,

tedy je-li % � A

2

, øíkáme, ¾e % je binární relae na A. Podobnì

je-li n = 3, tedy je-li % � A

3

, øíkáme, ¾e % je ternární relae

na A, atd. Významnou roli ov¹em hrají binární relae. Proto

øekneme-li pouze, ¾e % je relae na A, budeme tím mít na mysli,

¾e % je binární relae na A.

Pro libovolnou mno¾inu A je identiké zobrazení id

A

relaí

na mno¾inì A, v této souvislosti se znaèí té¾ �

A

, tak¾e máme

�

A

= f(a; a) j a 2 Ag, a nazývá se diagonální relae na A.

Relae % na A se nazývá reexivní, je-li splnìno �

A

� %,

tedy platí-li

(8a 2 A)(a % a):

Relae % na A se nazývá symetriká, je-li splnìno % = %

�1

,

tedy platí-li

(8a; b 2 A)(a % b =) b % a):

Relae % na A se nazývá asymetriká, je-li splnìno %\%

�1

=

;, tedy platí-li

(8a; b 2 A)(a % b =) b =% a):

Relae % na A se nazývá antisymetriká, je-li splnìno

% \ %

�1

� �

A

, tedy platí-li

(8a; b 2 A)(a % b & b % a =) a = b):

Relae % na A se nazývá tranzitivní, je-li splnìno % Æ % � %,

tedy platí-li

(8a; b;  2 A)(a % b & b %  =) a % ):
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Relae � na mno¾inì A, která je souèasnì reexivní, symet-

riká a tranzitivní, se nazývá ekvivalene na A. Jsou-li prvky

a; b 2 A takové, ¾e a � b, øíkáme, ¾e prvek a je ekvivalentní prvku

b podle �.

Pøíklad. Neh» A;B jsou mno¾iny a neh» f : A ! B je

zobrazení. De�nujme relai ker f na A pøedpisem:

(8a; b 2 A)((a; b) 2 ker f () f(a) = f(b)):

Pak ker f je ekvivalene na A a nazývá se jádro zobrazení f .

Pro libovolnou mno¾inu A je diagonální relae �

A

nejmen¹í

ekvivalene na A a univerzální relae A � A je nejvìt¹í ekviva-

lene na A.

Buï A mno¾ina. Pøipomeòme, ¾e podmno¾iny Q � P(A)

hápeme jako soubory podmno¾in mno¾iny A a ¾e pro ka¾dý

takový soubor Q znaèíme kráte

S

Q sjednoení souboru Q, to

znamená sjednoení v¹eh podmno¾in X � A, které jsou prvky

souboru Q.

Buï A mno¾ina a buï R � P(A) libovolný soubor podmno-

¾in mno¾iny A splòujíí podmínky:

; =2 R;

(8X; Y 2 R)(X 6= Y =) X \ Y = ;);

S

R = A:

Pak R se nazývá rozklad mno¾iny A. Mno¾iny, je¾ jsou prvky

R se nazývají tøídy rozkladu R. Názornì øeèeno, rozklad R

reprezentuje rozdìlení mno¾iny A na soubor neprázdnýh vzá-

jemnì disjunktníh tøíd.

Pøíklad. Neh» A;B jsou mno¾iny a neh» f : A ! B je

zobrazení. Pro libovolný prvek b 2 f(A) de�nujme mno¾inu

f

�1

(b) = fa 2 A j b = f(a)g:
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Pak soubor mno¾in

ff

�1

(b) j b 2 f(A)g

tvoøí rozklad mno¾iny A. Øíkáme, ¾e jde o rozklad mno¾iny A

indukovaný zobrazením f .

Pro libovolnou mno¾inu A jsou soubory mno¾in ffag j a 2 Ag

a fAg rozklady mno¾iny A.

Buï � ekvivalene na mno¾inì A. Pro ka¾dý prvek a 2 A

de�nujeme mno¾inu

[a℄� = fb 2 A j a � bg:

Tato mno¾ina se nazývá tøída ekvivalene � urèená prvkem a.

Tvrzení. Buï � ekvivalene na mno¾inì A. Pak pro které-

koliv dva prvky a; b 2 A platí:

a 2 [a℄�;

[a℄� \ [b℄� 6= ; () [a℄� = [b℄� () a � b:

Dùkaz. Pokud jde o první øádek, ponìvad¾ � je reexivní,

je a � a, tak¾e a 2 [a℄�. Doká¾eme dále ekvivaleni tøí podmínek

uvedenýh na druhém øádku.

Neh» nejprve [a℄� \ [b℄� 6= ;. Pak existuje  2 [a℄� \ [b℄�,

tak¾e máme a �  a b � . Ze symetrie � pak plyne také  � b a

z tranzitivity � odtud plyne a � b.

Neh» dále a � b. Pak ze symetrie � plyne také b � a. Uká¾eme,

¾e odtud vyplývá inkluze [a℄� � [b℄�. Neh» d 2 [a℄�. Pak máme

a � d a opìt z tranzitivity � dostáváme b � d, tak¾e d 2 [b℄�. Ana-

logiky se ovìøí inkluze [b℄� � [a℄�, tak¾e elkem platí rovnost

[a℄� = [b℄�.

Koneènì je-li [a℄� = [b℄�, pak ov¹em [a℄� \ [b℄� 6= ;, nebo»

obì tyto tøídy jsou neprázdné. Jsou tedy uvedené tøi podmínky

navzájem ekvivalentní.
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Z právì dokázaného tvrzení je vidìt, ¾e soubor mno¾in

A=� =

�

[a℄� j a 2 A

	

tvoøí rozklad mno¾iny A. Mluvíme o rozkladu podle ekvivalene

�, nebo té¾ o faktorové mno¾inì ekvivalene � na A. Volnì

øeèeno, poøídili jsme rozklad mno¾inyA na tøídy prvkù vzájemnì

ekvivalentníh podle �.

Poznamenejme, ¾e faktorová mno¾ina A=�

A

je rovna roz-

kladu ffag j a 2 Ag a faktorová mno¾ina A=A�A je rovna

rozkladu fAg.

Pøíklad. Neh» A;B jsou mno¾iny a neh» f : A ! B je

zobrazení. Pak faktorová mno¾inaA=ker f je právì vý¹e popsaný

rozklad mno¾iny A indukovaný zobrazením f . Naví pro obraz

f(A) pøi tomto zobrazení platí

f(A)

�

=

A=ker f:

Skuteènì je vidìt, ¾e zobrazení

� : A=ker f ! f(A)

dané pro ka¾dé a 2 A pøedpisem

�

�

[a℄ker f

�

= f(a)

je korektnì de�nováno, nebo» pro ka¾dá a; b 2 A platí

[a℄ker f = [b℄ker f () f(a) = f(b);

a z tého¾ dùvodu je � také bijeke uvedenýh dvou mno¾in.

Buï nyní R rozklad mno¾iny A. De�nujeme relai �

R

na

mno¾inì A pøedpisem

(8a; b 2 A)(a �

R

b () (9X 2 R)(a; b 2 X)):

4



Pak z toho, ¾e R je rozklad mno¾iny A, bezprostøednì plyne, ¾e

�

R

je ekvivalene na A. Názornì øeèeno, tuto ekvivaleni jsme

poøídili tak, ¾e dva prvky a; b 2 A jsou ekvivalentní podle �

R

právì kdy¾ le¾í ve stejné tøídì rozkladuR. Mluvíme o ekvivaleni

na A pøíslu¹né rozkladu R.

Uká¾eme, ¾e popsaná korespondene mezi ekvivalenemi na

mno¾inì A a rozklady mno¾iny A je vzájemnì jednoznaèná.

Oznaème E(A) mno¾inu v¹eh ekvivalení na A a �(A) mno-

¾inu v¹eh rozkladù mno¾iny A.

Vìta. Buï A mno¾ina. Pak zobrazení

' : E(A)! �(A)

dané pro ka¾dou ekvivaleni � na A pøedpisem

'(�) = A=�

a zobrazení

 : �(A)! E(A)

dané pro ka¾dý rozklad R mno¾iny A pøedpisem

 (R) = �

R

jsou vzájemnì inverzní bijeke mno¾in E(A) a �(A).

Dùkaz. Podle první vìty z kapitoly o zobrazeníh staèí ovì-

øit, ¾e platí rovnosti

 Æ ' = id

E(A)

a ' Æ  = id

�(A)

:

K ovìøení tìhto rovností se ov¹em staèí pøesvìdèit, ¾e pro libo-

volnou ekvivaleni � na A a pro libovolný rozklad R mno¾iny A

platí

�

A=�

= � a A=�

R

= R:

Obojí jsou ale jednoduhá vièení.
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Konstruke raionálníh èísel

Uká¾eme, jak s pomoí ekvivalení a rozkladù lze z mno¾iny

N = f1; 2; 3; : : :g

v¹eh pøirozenýh èísel a z mno¾iny

Z = f: : : ;�2;�1; 0; 1; 2; : : :g

v¹eh elýh èísel sestrojit mno¾inu Q v¹eh raionálníh èísel.

Raionální èísla jsou zlomky tvaru

p

q

, kde p 2 Z a q 2 N . Pøitom

pro libovolná p; s 2 Z a q; t 2 N platí:

p

q

=

s

t

() p�t = s�q;

kde p�t; s�q 2 Z. To vede k my¹lene de�novat na mno¾inì Z�N

relai � následovnì. Pro libovolná p; s 2 Z a q; t 2 N klademe

(p; q) � (s; t) () p�t = s�q:

Snadno se lze pøesvìdèit, ¾e pak � je ekvivalene na mno¾inì

Z � N . Vzniká faktorová mno¾ina Z � N =�. Pøitom z pou¾ité

de�nie relae � plyne, ¾e zobrazení

� : Q ! Z � N =�

dané pro ka¾dá p 2 Z a q 2 N pøedpisem

�

�

p

q

�

= [(p; q)℄�

je korektnì de�nováno a je to bijeke mezi mno¾inami Q a

Z � N =�. Nabízí se tedy mo¾nost konstruovat mno¾inu Q tak,

¾e ji polo¾íme pøímo rovnu faktorové mno¾inì Z � N =�.
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