Ekvivalence a rozklady

Necht A je mnozina a necht n > 1 je prirozené cislo. Pak libo-
volnou podmnozinu p kartézské mocniny A" nazyvame n-arni
relaci na mnoziné A. Je-li n = 1, pak prosté p je podmnozinou
mnoziny A a rikame téz, ze o je unarni relace na A. Je-lin = 2,
tedy je-li o C A2, fikdme, Ze o je binarni relace na A. Podobné
je-li n = 3, tedy je-li o C A3, fikdme, Ze o je ternarni relace
na A, atd. Vyznamnou roli ovsem hraji bindrni relace. Proto
rekneme-li pouze, ze g je relace na A, budeme tim mit na mysli,
ze o je binarni relace na A.

Pro libovolnou mnozinu A je identické zobrazeni id, relaci
na mnoziné A, v této souvislosti se znaci téz A4, takze mame
Ay ={(a,a)| a € A}, a nazyva se diagondlni relace na A.

Relace ¢ na A se nazyva reflexivni, je-li splnéno A, C p,
tedy plati-li
(Va € A)(apa).

Relace o na A se nazyva symetricka, je-li splnéno o = o7 !,
tedy plati-li
(Va,b € A)(apb = boa).

Relace p na A se nazyva asymetrickd, je-li splnéno pNo~! =
0, tedy plati-li

(Va,b € A)(apb = bga).

Relace 0 na A se nazyva antisymetricka, je-li splnéno
oMot C Ay, tedy plati-li

(Va,b € A)(apb & bpa = a=0).

Relace o na A se nazyva tranzitivni, je-li splnéno pop C p,
tedy plati-li

(Va,b,c € A)(apb & boc = apc).
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Relace # na mnoziné A, kterd je soucasné reflexivni, symet-
rickd a tranzitivni, se nazyva ekvivalence na A. Jsou-li prvky

a,b € A takové, ze a 0 b, rikdme, ze prvek a je ekvivalentni prvku
b podle 6.

Priklad. Necht A, B jsou mnoziny a necht f : A — B je
zobrazeni. Definujme relaci ker f na A predpisem:

(Va,b € A)((a,b) € ker f <= f(a) = f(b)).
Pak ker f je ekvivalence na A a nazyva se jadro zobrazeni f.

Pro libovolnou mnozinu A je diagonalni relace A 4 nejmensi
ekvivalence na A a univerzalni relace A X A je nejvétsi ekviva-
lence na A.

Bud A mnozina. Pfipomenme, ze podmnoziny Q@ C P(A)
chapeme jako soubory podmnozin mnoziny A a ze pro kazdy
takovy soubor Q znacime kratce | J Q sjednoceni souboru Q, to
znamend sjednoceni vSech podmnozin X C A, které jsou prvky
souboru Q.

Bud A mnozina a bud R C P(A) libovolny soubor podmno-
zin mnoziny A spliujici podminky:

D¢R,
VX, Y ER)(X#Y = XNY =),
UR=A.

Pak R se nazyva rozklad mnoziny A. Mnoziny, jez jsou prvky
R se nazyvaji tridy rozkladu R. Nazorné receno, rozklad R
reprezentuje rozdéleni mnoziny A na soubor neprazdnych vza-
jemné disjunktnich trid.

Priklad. Necht A, B jsou mnoziny a necht f : A — B je
zobrazeni. Pro libovolny prvek b € f(A) definujme mnozinu

FHb) ={a€ Al b= f(a)}.
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Pak soubor mnozin

{f7®)1be f(A)}

tvori rozklad mnoziny A. Rikdme, Ze jde o rozklad mnoziny A
indukovany zobrazenim f.

Pro libovolnou mnozinu A jsou soubory mnozin {{a} | a € A}
a {A} rozklady mnoziny A.

Bud 6 ekvivalence na mnoziné A. Pro kazdy prvek a € A
definujeme mnozinu

[a]ld ={be A| abb}.
Tato mnozina se nazyva tfida ekvivalence 6 urcend prvkem a.

Tvrzeni. Bud 6 ekvivalence na mnoziné A. Pak pro které-
koliv dva prvky a,b € A plati:

a € [a]f,
[ald N[0 #£0 <= [a]ld =[b]0 < abb.

Dukaz. Pokud jde o prvni radek, ponévadz 6 je reflexivni,
je afa, takze a € [a]f. Dokazeme dale ekvivalenci ti1 podminek
uvedenych na druhém radku.

Necht nejprve [a]d N [b]0 # 0. Pak existuje ¢ € [a]f N [b]6,
takze mame a6c a bl c. Ze symetrie 6 pak plyne také c6b a
z tranzitivity € odtud plyne a6 b.

Necht déle a 6 b. Pak ze symetrie 6 plyne také b0 a. Ukazeme,
ze odtud vyplyva inkluze [a]0 C [b]6. Necht d € [a]f. Pak mame
afd a opét z tranzitivity 6 dostdvame b6 d, takze d € [b]6. Ana-
logicky se overi inkluze [b]6 C [a]6, takze celkem plati rovnost
[a]0 = [b]6.

Konecné je-li [a]d = [b]0, pak ovsem [a]d N [b]6 # B, nebot
obé tyto tridy jsou neprazdné. Jsou tedy uvedené tii podminky
navzajem ekvivalentni.



Z praveé dokazaného tvrzeni je vidét, ze soubor mnozin
A/l = {[a]@\ a € A}

tvori rozklad mnoziny A. Mluvime o rozkladu podle ekvivalence
6, nebo téz o faktorové mnoziné ekvivalence 6 na A. Volné
receno, poridili jsme rozklad mnoziny A na t¥idy prvki vzajemneé
ekvivalentnich podle 6.

Poznamenejme, ze faktorovd mnoZina A/Ay4 je rovna roz-
kladu {{a}| a € A} a faktorovd mnozina A/ AXA je rovna
rozkladu {A}.

Priklad. Necht A, B jsou mnoziny a necht f : A — B je
zobrazeni. Pak faktorovd mnozina A/ker f je pravé vyse popsany
rozklad mnoziny A indukovany zobrazenim f. Navic pro obraz
f(A) pfi tomto zobrazeni plati

f(A) = Alker f.
Skutecné je vidét, ze zobrazeni
¢ Afier f— f(4)

dané pro kazdé a € A predpisem

((laJker ) = f(a)
je korektné definovano, nebot pro kazda a,b € A plati

aller f = [Blker f <= f(a) = £(b),

a z téhoz divodu je ¢ také bijekce uvedenych dvou mnozin.

Bud nyni R rozklad mnoziny A. Definujeme relaci = na
mnoziné A predpisem

(Va,b e A)(a =g b <= (X € R)(a,be X)).



Pak z toho, ze R je rozklad mnoziny A, bezprostredné plyne, ze
=x je ekvivalence na A. Nazorné receno, tuto ekvivalenci jsme
poridili tak, ze dva prvky a,b € A jsou ekvivalentni podle =5
praveé kdyz lezi ve stejné tride rozkladu R. Mluvime o ekvivalenci
na A prislusné rozkladu R.

Ukazeme, ze popsana korespondence mezi ekvivalencemi na
mnoziné A a rozklady mnoziny A je vzajemné jednoznacna.
Oznac¢me £(A) mnozinu v8ech ekvivalenci na A a II(A) mno-
zinu vsSech rozkladi mnoziny A.

Véta. Bud A mnozina. Pak zobrazeni
e E(A) = TI(A)
dané pro kazdou ekvivalenci # na A predpisem
p(0) = A/6

a zobrazeni

Y I(A) — E(A)
dané pro kazdy rozklad R mnoziny A predpisem
Y(R) ==r
jsou vzajemné inverzni bijekce mnozin £(A) a II(A).
Dukaz. Podle prvni véty z kapitoly o zobrazenich staci ové-
rit, ze plati rovnosti
Yoy =1idg a poih=1idy).

K ovéreni téchto rovnosti se ovSsem staci presvédcit, ze pro libo-
volnou ekvivalenci # na A a pro libovolny rozklad R mnoziny A
plati

EA/H =0 a A/ER =R.

Oboji jsou ale jednoduché cviceni.
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Konstrukce racionalnich cisel
Ukazeme, jak s pomoci ekvivalenci a rozkladid lze z mnoziny
N={1,2,3,...}
vSech prirozenych ¢isel a z mnoziny
Z=4{...,-2,-1,0,1,2,...}

vSech celych cisel sestrojit mnozinu QQ vSech racionalnich cisel.
Racionalni ¢isla jsou zlomky tvaru ’é, kde p € Z a q € N. Pritom
pro libovolna p, s € Z a q,t € N plati:

S
— = - <= pt=sq,
qg t

kde p-t, s-q € Z. To vede k myslence definovat na mnoziné Z x N
relaci ~ nasledovné. Pro libovolna p,s € Z a q,t € N klademe

(p’ q) ~ (S’t) < pt=sq.

Snadno se lze presvédcit, ze pak ~ je ekvivalence na mnoziné
Z x N. Vznika faktorova mnozina Z x N /~. Ptitom z pouzité
definice relace ~ plyne, Ze zobrazeni

£: Q> ZxN/w~

dané pro kazda p € Z a q € N predpisem

p
£(8) = r o)~
q

je korektné definovano a je to bijekce mezi mnozinami Q a
Z x N/ ~. Nabizi se tedy moznost konstruovat mnozinu Q tak,
ze ji polozime pfimo rovnu faktorové mnoziné Z x N/ .



