
Pologrupy, monoidy, grupy

Buï G mno¾ina. Uva¾me libovolné zobrazení kartézské moniny

G�G do G. O takovém zobrazení øíkáme, ¾e je to binární ope-

rae na mno¾inì G. Je-li taková binární operae pevnì zadána,

pak jsou-li a; b 2 G libovolné prvky a je-li prvek  2 G obrazem

uspoøádané dvojie (a; b) pøi tomto zobrazení, pí¹eme to zpra-

vidla ve tvaru  = a � b a mluvíme o binární operai � . Podle

okolností u¾íváme pro oznaèení binárníh operaí i jiné zavedené

symboly, napøíklad +, �, Æ a podobnì.

Je-li na mno¾inì G zadána binární operae � , pak øíkáme, ¾e

jde o grupoid a zapisujeme ho jako dvojii (G; �).

Pøíklady. Dvojie (N ;+), (N ; �), (Z;+), (Z;�), (Z; �), (Q ;+),

(Q ;�), (Q ; �), (Q � f0g; :), kde +, �, �, : jsou obvyklé operae

sèítaní, odeèítání, násobení a dìlení v rámi èíselnýh mno¾in,

jsou grupoidy.

Buï A libovolná mno¾ina a buï P(A) potenèní mno¾ina mno-

¾iny A. Pak dvojie (P(A);[), (P(A);\), (P(A);�), kde [, \

a � jsou obvyklé operae sjednoení, prùniku a rozdílu mno¾in,

jsou grupoidy.

Pro libovolnou mno¾inu X jsme symbolem X

X

oznaèili mno-

¾inu v¹eh zobrazení mno¾inyX doX a symbolem Æ jsme znaèili

skládání zobrazení. Pak dvojie (X

X

; Æ) je grupoid.

Neh» (G; �) je grupoid. Je-li pro ka¾dá a; b;  2 G splnìno

a � (b � ) = (a � b) � ;

pak o operai � øíkáme, ¾e je to asoiativní operae, a o grupo-

idu (G; �) mluvíme jako o asoiativním grupoidu, anebo èastìji

øíkáme, ¾e (G; �) je pologrupa.

Neh» znovu (G; �) je grupoid. Je-li pro ka¾dá a; b 2 G splnìno

a � b = b � a;
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pak o operai � øíkáme, ¾e je to komutativní operae, a o grupo-

idu (G; �) mluvíme jako o komutativním grupoidu.

Tvrzení. Buï (G; �) pologrupa. Pak pro libovolné pøirozené

èíslo n a pro libovolná a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2 G výsledek souèinu prvkù

a

1

; a

2

; : : : ; a

n

v dané pologrupì v uvedeném poøadí nezávisí na

jejih uzávorkování.

Poznámka. Proto pak takový souèin zapisujeme ve tvaru

a

1

� a

2

� : : : � a

n

.

Dùkaz. Postupujeme indukí vzhledem k n. Pro n = 1 a

n = 2 není o dokazovat a pro n = 3 je tento fakt dán asoiati-

vitou operae � . Neh» dále n > 3. Pøedpokládejme, ¾e tvrzení

platí pro v¹ehny hodnoty 1; 2; 3; : : : ; n � 1 a doka¾me, ¾e pak

platí také pro n. Zvolme libovolné uzávorkování souèinu prvkù

a

1

; a

2

; : : : ; a

n

v tomto poøadí a oznaème a výsledek tohoto sou-

èinu. Pak existuje k 2 f1; 2; 3; : : : ; n�1g takové, ¾e a = b �, kde

b je souèin prvkù a

1

; a

2

; : : : ; a

k

a  je souèin prvkù a

k+1

; : : : ; n,

obojí pøi jistýh uzávorkováníh uvedenýh prvkù. Ov¹em podle

indukèního pøedpokladu souèin prvkù a

1

; a

2

; : : : ; a

k

nezávisí na

zpùsobu uzávorkování, tak¾e lze psát b = a

1

� d, kde d je souèin

prvkù a

2

; : : : ; a

k

pøi nìjakém uzávorkování. Vzhledem k asoia-

tivitì operae � pak mù¾eme psát a = (a

1

� d) �  = a

1

� (d � ), kde

d� je souèinem prvkù a

2

; : : : ; a

n

pøi jistém uzávorkování. Ov¹em

opìt podle indukèního pøedpokladu výsledek tohoto souèinu zase

nezávisí na zpùsobu uzávorkování. Máme tedy a = a

1

� (d � ),

kde prvek d � nijak nezávisí na pùvodnì zvoleném uzávorkování

souèinu prvkù a

1

; a

2

; : : : ; a

n

. Tím je tvrzení dokázáno.

Podobnì jednodu¹e lze dokázat také následujíí fakt.

Tvrzení. Buï (G; �) komutativní pologrupa. Pak pro libo-

volné pøirozené èíslo n a pro libovolná a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2 G vý-

sledek souèinu prvkù a

1

; a

2

; : : : ; a

n

nezávisí na jejih poøadí ani

uzávorkování.
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Neh» (G; �) je grupoid. Prvek e 2 G se nazývá neutrální

prvek nebo té¾ jednotkový prvek grupoidu (G; �), je-li pro

ka¾dý prvek a 2 G splnìno

e � a = a = a � e:

Tvrzení. V libovolném grupoidu (G; �) existuje nejvý¹e je-

den jednotkový prvek.

Dùkaz. Neh» e; f 2 G jsou jednotkové prvky grupoidu

(G; �). Pak dostáváme

e = e � f = f;

kde první rovnost plyne z toho, ¾e f jednotkový prvek, a druhá

rovnost plyne z toho, ¾e e je jednotkový prvek. Tak¾e e = f .

Z uvedeného tvrzení plyne, ¾e má-li grupoid jednotkový pr-

vek, je tento prvek jednoznaènì urèen. Proto se pro nìj mnohdy

pou¾ívá speiální symbol, zpravidla je to symbol 1.

Je-li (G; �) pologrupa, která obsahuje jednotkový prvek 1, øí-

káme, ¾e (G; �) je monoid.

Pøíklady. Dvojie (N ; �), (Z;+), (Z; �), (Q ;+), (Q ; �) jsou

komutativní monoidy.

Buï opìt A libovolná mno¾ina a buï P(A) potenèní mno¾ina

mno¾iny A. Pak dvojie (P(A);[), resp. (P(A);\) jsou komu-

tativní monoidy, v nih¾ neutrálními prvky jsou podmno¾iny ;,

resp. A.

Znovu zopakujme, ¾e pro libovolnou mno¾inu X jsme sym-

bolem X

X

oznaèili mno¾inu v¹eh zobrazení mno¾iny X do X a

symbolem Æ jsme znaèili skládání zobrazení. Pak dvojie (X

X

; Æ)

je monoid, nebo» skládání zobrazení je asoiativní operae na

mno¾inì X

X

a identiké zobrazení id

X

zde hraje roli jednotko-

vého prvku. Tento monoid obenì není komutativní.
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Neh» (G; �) je grupoid s jednotkovým prvkem 1. Jestli¾e pro

nìkterý prvek a 2 G existuje prvek b 2 G takový, ¾e platí

a � b = 1 = b � a;

pak prvek a se nazývá invertibilní prvek grupoidu (G; �) a

prvek b se nazývá inverzní prvek k prvku a v tomto grupoidu.

Tvrzení. V libovolném monoidu (G; �) existuje ke ka¾dému

prvku a 2 G nejvý¹e jeden inverzní prvek.

Dùkaz. Oznaème 1 jednotkový prvek monoidu (G; �). Neh»

b;  2 G jsou inverzní prvky k danému prvku a 2 G, tak¾e platí

a � b = 1 = b � a a a �  = 1 =  � a. Pak máme

b = b � 1 = b � (a � ) = (b � a) �  = 1 �  = ;

tak¾e b = .

Z uvedeného tvrzení plyne, ¾e existuje-li v monoidu (G; �)

k prvku a 2 G inverzní prvek, je tento prvek jediný a mù¾eme

pro nìj proto u¾ít zvlá¹tní oznaèení. Zpravidla se tento inverzní

prvek znaèí symbolem a

�1

.

Tvrzení. Neh» (G; �) je monoid a neh» 1 je jeho jednotkový

prvek. Neh» n je pøirozené èíslo a neh» a; a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2 G

jsou libovolné invertibilní prvky monoidu (G; �). Pak 1, a

�1

a

a

1

� a

2

� : : : � a

n

jsou rovnì¾ invertibilní prvky a platí rovnosti

1

�1

= 1;

(a

�1

)

�1

= a;

(a

1

� a

2

� : : : � a

n

)

�1

= a

�1

n

� : : : � a

�1

2

� a

�1

1

:

Dùkaz. Toto tvrzení plyne z ji¾ dokázané jednoznaènosti

inverzníh prvkù a z faktù, ¾e 1 je inverzním prvkem k 1, a je

inverzním prvkem k a

�1

a a

�1

n

� : : : �a

�1

2

�a

�1

1

je oèividnì inverzním

prvkem k a

1

� a

2

� : : : � a

n

.
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Nyní mù¾eme de�novat ústøední pojem této kapitoly. Monoid

(G; �), v nìm¾ ke ka¾dému prvku existuje prvek inverzní, to zna-

mená monoid, jeho¾ v¹ehny prvky jsou invertibilní, se nazývá

grupa.

Pøíklady. Dvojie (Z;+), (Q ;+), (Q �f0g; �) jsou komuta-

tivní grupy.

Buï je¹tì jednou A libovolná mno¾ina a buï P(A) potenèní

mno¾ina mno¾iny A. De�nujeme na mno¾inì P(A) binární ope-

rai � symetriké diferene následujíím pøedpisem. Pro li-

bovolné dvì podmno¾iny B;C � A klademe

B � C = (B [ C)� (B \ C) = (B � C) [ (C � B):

Lze se pøesvìdèit o tom, ¾e tato operae je asoiativní na P(A)

a ¾e dvojie (P(A);�) je komutativní grupa, nebo» jednotko-

vým prvkem je zde prázdná podmno¾ina ; a ka¾dá podmno¾ina

B � A je zde inverzním prvkem sama k sobì.

Vezmìme opìt libovolnou mno¾inu X a uva¾ujme dále libo-

volné bijeke f : X ! X. Takovým bijekím jsme v minulé

kapitole øíkali permutae mno¾iny X. Mno¾inu v¹eh permutaí

mno¾inyX jsme oznaèili S(X). Pak skládání zobrazení Æ je ope-

raí té¾ na mno¾inì S(X), tak¾e dvojie (S(X); Æ) je monoid, a

je to dokone grupa, nebo» pro ka¾dou permutai f : X ! X

je inverzní zobrazení f

�1

: X ! X permutaí, která je k ní in-

verzním prvkem. Uvedená grupa se nazývá grupa permutaí

mno¾iny X. Jde o grupu, která obenì není komutativní.

Z posledního tvrzení této kapitoly bezprostøednì plyne je¹tì

následujíí fakt.

Dùsledek. Neh» (G; �) je monoid a neh»H � G je mno¾ina

v¹eh invertibilníh prvkù monoidu (G; �). Pak mno¾ina H je

uzavøená vzhledem k operai � , èili tato operae je operaí i na

mno¾inì H, a pøitom dvojie (H; �) je grupa.
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