
Podgrupy a homomor�smy grup

Neh» (G; �) je grupa s jednotkovým prvkem 1 a neh» H � G

je podmno¾ina splòujíí následujíí tøi podmínky:

(8a; b 2 H)(a � b 2 H);

1 2 H;

(8a 2 H)(a

�1

2 H):

Pak øíkáme, ¾e H je podgrupa grupy (G; �). Dùvodem pro tuto

terminologii je fakt plynouí pøímo z uvedenýh podmínek, ¾e

potom toti¾ mno¾ina H je uzavøená vzhledem k operai � , èili �

zùstává operaí, i kdy¾ ji zú¾íme jenom na mno¾inu H, a pøitom

dvojie (H; �) je opìt grupa.

Pro ka¾dou grupu (G; �) jsou podmno¾iny f1g a G mno¾iny

G podgrupami grupy (G; �). Kromì nih ov¹em mù¾e mít grupa

(G; �) mno¾ství dal¹íh podgrup. Pøíklady budou následovat.

Podgrupy H � G grupy (G; �) splòujíí H 6= G se nazývají

vlastní podgrupy grupy (G; �).

Pøíklady. Mno¾ina Z v¹eh elýh èísel je podgrupou v grupì

(Q ;+). Podobnì mno¾ina Q � f0g v¹eh nenulovýh raionál-

níh èísel je podgrupou v grupì (R�f0g; �). Rovnì¾ mno¾ina R

+

v¹eh kladnýh reálnýh èísel je podgrupou v grupì (R�f0g; �).

V kapitole o permutaíh jsme zavedli mno¾inu S(X) v¹eh

permutaí dané mno¾iny X a v kapitole o grupáh jsme vidìli,

¾e spolu se skládáním zobrazení Æ tak vzniká grupa (S(X); Æ),

nazývaná grupa permutaí mno¾iny X. Budeme dále opìt pra-

ovat pouze s koneènými mno¾inami tvaru X = f1; 2; : : : ; ng,

kde n je pøirozené èíslo. Pak stejnì jako v kapitole o permu-

taíh místo S(X) budeme psát S

n

. Vziká tak grupa (S

n

; Æ),

která se nazývá symetriká grupa stupnì n. Dále jsme v kapi-

tole o permutaíh oznaèili A

n

mno¾inu v¹eh sudýh permutaí

1



mno¾iny X = f1; 2; : : : ; ng. Potom z posledního dùsledku v i-

tované kapitole plyne, ¾e A

n

je podgrupa v grupì (S

n

; Æ). To

znamená, ¾e pak také (A

n

; Æ) je grupa. Tato grupa se nazývá

alternujíí grupa stupnì n.

Neh» (G; �) a (H; �) jsou dvì grupy a neh» f : G ! H je

zobrazení. Øekneme, ¾e f je homomor�smus grupy (G; �) do

grupy (H; �), je-li splnìna podmínka

(8a; b 2 G)(f(a � b) = f(a) � f(b)):

Tvrzení. Jsou-li (G; �), resp. (H; �) grupy majíí jednotkové

prvky 1, resp. 11 a je-li f : G! H homomor�smus grupy (G; �)

do grupy (H; �), pak jsou rovnì¾ splnìny podmínky

f(1) = 11 a (8a 2 G)(f(a

�1

) = f(a)

�1

):

Dùkaz. Máme f(1) � f(1) = f(1 � 1) = f(1), odkud plyne

11 = f(1) � f(1)

�1

= f(1) � f(1) � f(1)

�1

= f(1) � 11 = f(1).

Dále pro ka¾dé a 2 G máme f(a)�f(a

�1

) = f(a �a

�1

) = f(1) =

11 = f(1) = f(a

�1

�a) = f(a

�1

)�f(a), tak¾e f(a

�1

) je inverzním

prvkem k prvku f(a), a tedy f(a

�1

) = f(a)

�1

.

Pøíklady. Vezmìme libovolné n 2 N a uva¾me zobrazení

h : Z ! Z

n

dané pro ka¾dé a 2 Z pøedpisem h(a) = [a℄

n

. Pak

zobrazení h je homomor�smus grupy (Z;+) do grupy (Z

n

;+),

nebo» pro libovolná a; b 2 Z máme [a+ b℄

n

= [a℄

n

+ [b℄

n

.

Neh» opìt n 2 N je libovolné èíslo. V kapitole o permutaíh

jsme pro ka¾dou permutai � 2 S

n

de�novali její paritu }(�) a

v posledním dùsledku této kapitoly jsme vidìli, ¾e pro kterékoliv

dvì permutae �; � 2 S

n

platí }(�Æ�) = }(�)�}(�). To znamená,

¾e zobrazení } : S

n

! Q � f0g pøiøazujíí ka¾dé permutai

� 2 S

n

její paritu }(�) je homomor�smus grupy (S

n

; Æ) do grupy

(Q � f0g; �).
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Tvrzení. Neh» (G; �), (H; �) a (K; �) jsou grupy a neh»

f : G ! H, resp. g : H ! K jsou homomor�smy grupy (G; �)

do grupy (H; �), resp. grupy (H; �) do grupy (K; �). Pak slo¾ené

zobrazení g Æ f : G ! K je homomor�smus grupy (G; �) do

grupy (K; �).

Dùkaz. Skuteènì pak pro libovolná a; b 2 G máme

(g Æ f)(a � b) = g(f(a � b)) = g(f(a) � f(b))

= g(f(a)) � g(f(b)) = (g Æ f)(a) � (g Æ f)(b):

Tvrzení. Neh» (G; �) a (H; �) jsou grupy a neh» f : G! H

je homomor�smus grupy (G; �) do grupy (H; �). Pak obraz f(G)

pøi tomto homomor�smu je podgrupa grupy (H; �).

Dùkaz. Neh» 1, resp. 11 jsou jednotkové prvky grup (G; �),

resp. (H; �). Neh» ; d 2 f(G) jsou libovolné prvky. Pak exis-

tují prvky a; b 2 G takové, ¾e f(a) =  a f(b) = d. Pak

máme  � d = f(a) � f(b) = f(a � b), tak¾e také  � d 2 f(G).

Dále 11 = f(1), tak¾e té¾ 11 2 f(G). Koneènì pro ka¾dý prvek

 2 f(G),  = f(a), kde a 2 G, máme 

�1

= f(a)

�1

= f(a

�1

),

tak¾e rovnì¾ 

�1

2 f(G). Je tedy f(G) podgrupa grupy (H; �).

Neh» (G; �) a (H; �) jsou grupy a neh» f : G! H je zobra-

zení, které je souèasnì bijekí mno¾iny G na mno¾inu H a také

homomor�smem grupy (G; �) do grupy (H; �). Pak øíkáme, ¾e

f je izomor�smus grupy (G; �) na grupu (H; �). Názornì lze

význam tohoto pojmu pøiblí¾it sdìlením, ¾e v takovém pøípadì

jsou obì grupy (G; �) a (H; �) vlastnì jenom kopiemi jedné a té¾e

grupy. O takovýh dvou grupáh pak øíkáme, ¾e jsou izomorfní.

Pøíklady. Grupa (Z

2

;+) má dva prvky, toti¾ tøídy [0℄

2

a [1℄

2

.

Mno¾ina èísel f�1; 1g je zøejmì podgrupou grupy (Q � f0g; �).

Takto dostáváme rovnì¾ dvouprvkovou grupu (f�1; 1g; �). Lze se

pøímo pøesvìdèit, ¾e zobrazení mno¾iny Z

2

na mno¾inu f�1; 1g
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pøiøazujíí tøídì [0℄

2

èíslo 1 a tøídì [1℄

2

èíslo �1 je izomor�smus

grupy (Z

2

;+) na grupu (f�1; 1g; �).

Zobrazení log : R

+

! R pøiøazujíí ka¾dému kladnému reál-

nému èíslu x jeho pøirozený logaritmus log(x) je bijekí mno¾iny

R

+

v¹eh kladnýh reálnýh èísel na mno¾inu R v¹eh reálnýh

èísel a souèasnì je to homomor�smus grupy (R

+

; �) na grupu

(R ;+), nebo», jak známo, pro libovolná kladná reálná èísla x; y

platí log(x �y) = log(x)+ log(y). Jde tedy o izomor�smus tìhto

dvou grup.

Tvrzení. Jsou-li (G; �) a (H; �) grupy a je-li f : G! H izo-

mor�smus tìhto grup, pak také inverzní zobrazení f

�1

: H ! G

je izomor�smem tìhto grup.

Dùkaz. Skuteènì pro libovolná ; d 2 H máme

f(f

�1

(�d)) = �d = f(f

�1

())�f(f

�1

(d)) = f(f

�1

()�f

�1

(d));

nebo» f je homomor�smus. Aplikaí inverzního zobrazení f

�1

na první a poslední prvek v této posloupnosti rovností pak ob-

dr¾íme, ¾e f

�1

( � d) = f

�1

() � f

�1

(d), o¾ potvrzuje, ¾e f

�1

je

rovnì¾ homomor�smus.

Neh» znovu (G; �) a (H; �) jsou grupy a neh» f : G ! H

je homomor�smus grupy (G; �) do grupy (H; �). Podle pøedmi-

nulého tvrzení pak obraz f(G) pøi tomto homomor�smu je pod-

grupa grupy (H; �). Je tedy dvojie (f(G); �) sama grupou. Je-li

naví zobrazení f prosté, pak lze toto zobrazení hápat jako bi-

jeki mno¾iny G na mno¾inu f(G), a tedy jde o izomor�smus

grupy (G; �) na grupu (f(G); �), je¾ je podgrupou grupy (H; �).

Nyní jsme pøipraveni dokázat následujíí Cayleyho vìtu.

Vìta. Ka¾dá grupa (G; �) je izomorfní nìkteré podgrupì

grupy permutaí (S(X); Æ) pro nìjakou mno¾inu X. Je-li uve-

dená grupa koneèná, mù¾e být mno¾ina X také koneèná.
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Dùkaz. Ke ka¾dému prvku a 2 G uva¾ujme zobrazení �

a

:

G! G de�nované pro ka¾dé g 2 G pøedpisem �

a

(g) = a�g. Toto

zobrazení je bijeke, nebo» zobrazení �

a

�1

je k nìmu zobrazením

inverzním, jeliko¾ platí �

a

Æ�

a

�1

= id

G

= �

a

�1

Æ�

a

, nebo» a�a

�1

=

1 = a

�1

� a. Je tedy zobrazení �

a

permutaí mno¾iny G. Nyní

mù¾eme de�novat zobrazení

� : G! S(G)

tak, ¾e pro ka¾dý prvek a polo¾íme �(a) = �

a

. Abyhom dùkaz

dokonèili, podle komentáøe pøedházejíího této vìtì staèí, kdy¾

uká¾eme, ¾e � je prostý homomor�smus grupy (G; �) do grupy

(S(G); Æ). Fakt, ¾e zobrazení � je prosté, plyne z toho, ¾e pro

libovolná a; b 2 G rovnost �

a

= �

b

má za dùsledek, ¾e a =

�

a

(1) = �

b

(1) = b, tedy ¾e a = b. Zbývá dokázat, ¾e � je

homomor�smus, èili ¾e pro ka¾dá a; b 2 G máme �(a � b) =

�(a) Æ �(b), tedy ¾e platí

�

a�b

= �

a

Æ �

b

:

Jde o rovnost zobrazení, kterou ovìøíme, kdy¾ zkontrolujeme,

¾e obì zobrazení pøiøazují ka¾dému prvku z G tentý¾ prvek.

Vezmìme tedy libovolný prvek g 2 G. Pak ov¹em máme

�

a�b

(g) = a � b � g = a � �

b

(g) = �

a

(�

b

(g)) = (�

a

Æ �

b

)(g):

Je tedy � prostý homomor�smus, o¾ znamená, ¾e grupa (G; �)

je izomorfní podgrupì (�(G); Æ) grupy (S(G); Æ).
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