
Variae a kombinae

Shrneme základní poznatky z kombinatoriky. Výhozí kombina-

torikou funkí je faktoriál, který je pro ka¾dé èíslo n 2 N [f0g

de�nován pøedpisem:

n! =

(

1 pro n = 0,

1�2�3� : : : �(n�1)�n pro n > 0.

Dal¹í základní kombinatorikou funkí je binomiký koe�i-

ent, nebo té¾ kombinaèní èíslo, de�nované pro ka¾dá dvì èísla

n; k 2 N [ f0g splòujíí k � n pøedpisem:

�

n

k

�

=

n!

k!�(n� k)!

:

V¹imnìme si, ¾e pak pro libovolné n 2 N [ f0g platí

�

n

0

�

=

�

n

n

�

= 1

a dále pro libovolná n; k 2 N [ f0g splòujíí k � n platí

�

n

k

�

=

�

n

n� k

�

:

Následujíí fakt lze pova¾ovat za rekurentní formuli pro bino-

miké koe�ienty.

Tvrzení. Pro libovolná n; k 2 N splòujíí k < n platí

�

n� 1

k � 1

�

+

�

n� 1

k

�

=

�

n

k

�

Dùkaz. Postupnì dostáváme

�

n� 1

k � 1

�

+

�

n� 1

k

�

=

(n� 1)!

(k � 1)!�(n� k)!

+

(n� 1)!

k!�(n� k � 1)!

=

(n� 1)!�(k + n� k)

k!�(n� k)!

=

n!

k!�(n� k)!

=

�

n

k

�

:
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Následuje binomiká vìta.

Vìta. Pro libovolná x; y 2 R a pro libovolné n 2 N platí

(x+ y)

n

=

n

X

k=0

�

n

k

�

x

k

y

n�k

:

Dùkaz. Postupujeme indukí vzhledem k n. Pro n = 1 není

o dokazovat. Neh» dále n > 1. Podle indukèního pøedpokladu

pro n� 1 máme

(x+ y)

n�1

=

n�1

X

k=0

�

n� 1

k

�

x

k

y

n�k�1

:

Odtud pak s vyu¾itím pøedhozí rekurentní formule pro bino-

miké koe�ienty dostáváme

(x+ y)

n

= (x+ y)

n�1

�(x+ y)

=

 

n�1

X

k=0

�

n� 1

k

�

x

k

y

n�k�1

!

�(x+ y)

=

n�1

X

k=0

�

n� 1

k

�

x

k+1

y

n�k�1

+

n�1

X

k=0

�

n� 1

k

�

x

k

y

n�k

=

n

X

k=1

�

n� 1

k � 1

�

x

k

y

n�k

+

n�1

X

k=0

�

n� 1

k

�

x

k

y

n�k

= x

n

+

n�1

X

k=1

 

�

n� 1

k � 1

�

+

�

n� 1

k

�

!

x

k

y

n�k

+ y

n

=

n

X

k=0

�

n

k

�

x

k

y

n�k

:

Dùsledky. Pro libovolné n 2 N [ f0g platí

n

X

k=0

�

n

k

�

= 2

n

;
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n

X

k=0

(�1)

k

�

n

k

�

=

(

1 pro n = 0,

0 pro n > 0.

Dùkaz. Pro n = 0 jsou obì rovnosti zøejmé a pro n > 0

plynou z binomiké vìty v prvním pøípadì pro x = y = 1 a ve

druhém pøípadì pro x = �1 a y = 1.

Obenìj¹í kombinatorikou funkí je polynomiký koe�i-

ent. Pro libovolná ` 2 N a n; k

1

; : : : ; k

`

2 N [ f0g splòujíí

n = k

1

+ � � �+ k

l

je tento koe�ient de�nován pøedpisem:

�

n

k

1

; : : : ; k

`

�

=

n!

k

1

!� : : : �k

`

!

:

Následuje rekurentní formule pro polynomiké koe�ienty.

Tvrzení. Pro libovolná ` 2 N , n 2 N a k

1

; : : : ; k

`

2 N [ f0g

splòujíí n = k

1

+ � � �+ k

l

platí

�

n

k

1

; : : : ; k

`

�

=

X

�

n� 1

k

1

; : : : ; k

j�1

; k

j

� 1; k

j+1

; : : : ; k

`

�

;

kde suma je pøes v¹ehna j = 1; : : : ; ` taková, ¾e k

j

2 N .

Dùkaz je veden obdobným zpùsobem jako dùkaz vý¹e uve-

dené rekurentní formule pro binomiké koe�ienty.

Následujíí vìta je zobenìním binomiké vìty.

Vìta. Pro libovolné ` 2 N , libovolná x

1

; : : : ; x

`

2 R a libo-

volné n 2 N platí

(x

1

+ � � � + x

`

)

n

=

X

�

n

k

1

; : : : ; k

`

�

x

k

1

1

: : : x

k

`

`

;

kde suma je pøes v¹ehny uspoøádané `-tie (k

1

; : : : ; k

`

) èísel

z N [ f0g splòujíí n = k

1

+ � � �+ k

l

.
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Dùkaz je podobný dùkazu binomiké vìty s tím rozdílem, ¾e

nyní je vyu¾ita pøedhozí rekurentní formule pro polynomiké

koe�ienty.

Dùsledek. Pro libovolné ` 2 N a libovolné n 2 N [f0g platí

X

�

n

k

1

; : : : ; k

`

�

= `

n

;

kde suma je pøes v¹ehny uspoøádané `-tie (k

1

; : : : ; k

`

) èísel

z N [ f0g splòujíí n = k

1

+ � � �+ k

l

.

Dùkaz. Pro n = 0 je tato rovnost zøejmá a pro n > 0 plyne

z pøedhozí vìty pro x

1

= � � � = x

`

= 1.

Neh» n; k 2 N splòují k � n a neh» S je n-prvková mno¾ina.

Pak variae k-té tøídy v mno¾inì S jsou libovolné uspoøádané

k-tie

(a

1

; a

2

; : : : ; a

k

)

vzájemnì rùznýh prvkù a

1

; a

2

; : : : ; a

k

2 S. Takovou uspoøáda-

nou k-tii mù¾eme vnímat také jako prosté zobrazení mno¾iny

f1; : : : ; kg do mno¾iny S, které ka¾dému èíslu i 2 f1; : : : ; kg

pøiøazuje prvek a

i

2 S. Takové zobrazení je mo¾no pøehlednì

zapsat napøíklad ve tvaru

�

1 2 : : : k

a

1

a

2

: : : a

k

�

:

Tato zobrazení je ov¹em mo¾no uva¾ovat i pro k = 0, v tom

pøípadì se jedná o jediné, toti¾ prázdné zobrazení, a v takovém

pøípadì je mo¾no pøipustit i n = 0, tedy prázdnou mno¾inu S.

Tvrzení. Neh» n; k 2 N [ f0g splòují k � n. Pak poèet

v¹eh variaí k-té tøídy v n-prvkové mno¾inì S je roven èíslu

n!

(n� k)!

:
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Dùkaz. Pro k = 0 je tvrzení jasné a pro n; k 2 N je tøeba si

uvìdomit, ¾e

n!

(n�k)!

= n�(n� 1)�(n� 2)� : : : �(n� k + 1).

Neh» n 2 N [ f0g. Pak variae n-té tøídy v n-prvkové mno-

¾inì S se nazývají permutae mno¾iny S.

Dùsledek. Neh» n 2 N [ f0g. Pak poèet v¹eh permutaí

n-prvkové mno¾iny S je roven èíslu n!.

Neh» dále n 2 N [f0g a k 2 N jsou libovolná èísla a neh» S

je n-prvková mno¾ina. Uva¾ujeme-li nyní zela libovolné uspo-

øádané k-tie prvkù mno¾iny S, tedy libovolné prvky kartéz-

ské moniny S

k

, dostáváme variae k-té tøídy v mno¾inì S

s opakováním. Takové uspoøádané k-tie lze ov¹em podobným

zpùsobem jako vý¹e nyní vnímat jako zela libovolná zobrazení

mno¾iny f1; : : : ; kg do mno¾iny S. Tato zobrazení lze ov¹em zase

uva¾ovat i pro k = 0 a v tom pøípadì jde opìt o jediné, toti¾

prázdné zobrazení.

Tvrzení. Neh» n; k 2 N [f0g. Pak poèet v¹eh variaí k-té

tøídy v n-prvkové mno¾inì S s opakováním je roven èíslu n

k

.

Poznámka. Aby toto tvrzení platilo i pro n = k = 0, je

tøeba klást 0

0

= 1.

Neh» nyní n; k 2 N[f0g splòují k � n a neh» S je n-prvková

mno¾ina. Pak kombinae k-té tøídy v mno¾inì S jsou libo-

volné k-prvkové podmno¾iny T � S. Poznamenejme, ¾e tyto

k-prvkové podmno¾iny lze jednoznaènì popsat pomoí jejih

tzv. harakteristikýh zobrazení. Jde o libovolná zobrazení

f : S ! f0; 1g splòujíí podmínku

P

a2S

f(a) = k. Pøitom pod-

mno¾ina T � S je popsána zobrazením f : S ! f0; 1g, které je

dáno pøedpisem:

(8a 2 S)(f(a) = 1 () a 2 T ):
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Tvrzení. Neh» n; k 2 N [ f0g splòují k � n. Pak poèet

v¹eh kombinaí k-té tøídy v n-prvkové mno¾inì S je roven èíslu

�

n

k

�

=

n!

k!�(n� k)!

:

Dùkaz plyne ihned z pøedminulého tvrzení této kapitoly

a z jeho dùsledku. Staèí toti¾ uvá¾it, kolik existuje permutaí

k-prvkové podmno¾iny T � S. Tyto permutae nejsou ov¹em

nièím jiným, ne¾ variaemi k-té tøídy v n-prvkové mno¾inì S.

Neh» dále n; k 2 N [ f0g jsou libovolná èísla a neh» S

je n-prvková mno¾ina. Vedeni pøedhozím popisem obyèejnýh

kombinaí k-té tøídy v mno¾inì S prostøednitvím jejih harak-

teristikýh zobrazení, de�nujeme nyní kombinae k-té tøídy

v mno¾inì S s opakováním jako¾to libovolná zobrazení

g : S ! N [ f0g splòujíí podmínku

P

a2S

g(a) = k. Takové

zobrazení lze interpretovat jako popis souboru k prvkù vybra-

nýh z mno¾iny S, v nìm¾ se nìkteré prvky mohou vyskytovat

opakovanì. Zmínìný popis spoèívá v tom, ¾e pro ka¾dý prvek

a 2 S udává èíslo g(a) poèet výskytù prvku a v daném souboru,

tedy v dané kombinai s opakováním.

Tvrzení. Neh» n 2 N a k 2 N [ f0g. Pak poèet v¹eh

kombinaí k-té tøídy v n-prvkové mno¾inì S s opakováním je

roven èíslu

�

n+ k � 1

k

�

:

Dùkaz. Oèíslujme prvky mno¾iny S, tak¾e mù¾eme psát

S = fa

1

; a

2

; : : : ; a

n

g. Pak lze kombinae k-té tøídy v mno¾inì S

s opakováním jednoznaènì zadávat pomoí posloupností nul a

jednièek obsahujííh k jednièek a n� 1 nul následujíím zpùso-

bem. Uva¾me libovolnou takovou posloupnost. V této posloup-

nosti jednotlivé nuly rozdìlují jednièky do n skupin: skupina

pøed první nulou, skupina mezi první a druhou nulou, atd., a¾
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skupina za poslední nulou. Nìkteré tyto skupiny ov¹em mohou

být i prázdné. Pøiøaïme nyní této poslounosti kombinai k-té

tøídy v mno¾inì S s opakováním, která obsahuje tolik prvkù a

1

,

kolik je jednièek v první skupinì, tolik prvkù a

2

, kolik je jednièek

ve druhé skupinì, atd., a¾ nakone tolik prvkù a

n

, kolik je jed-

nièek v poslední skupinì. Je tedy poèet uva¾ovanýh kombinaí

s opakováním roven poètu vý¹e popsanýh posloupností nul a

jednièek. Zadat takovou posloupnost ov¹em znamená urèit, na

kterýh k poziíh v této posloupnosti budou stát jednièky. Je

tedy tøeba zadat podmno¾inu obsahujíí k pozi z elkového po-

ètu n+k�1 pozi. Podle tvrzení o poètu obyèejnýh kombinaí

k-té tøídy je tento poèet roven shora uvedenému èíslu.

Závìrem neh» n 2 N [ f0g a neh» ` 2 N . Neh» U je

`-prvková mno¾ina. Vypi¹me ji ve tvaru U = fb

1

; b

2

; : : : ; b

`

g.

Uva¾me libovolnou kombinai n-té tøídy v mno¾inì U s opa-

kováním hápanou jako soubor n prvkù vybranýh z mno¾iny

U , v nìm¾ se nìkteré prvky vyskytují opakovanì. Neh» k

1

je

poèet výskytù prvku b

1

, neh» k

2

je poèet výskytù prvku b

2

,

atd., a¾ k

`

je poèet výskytù prvku b

`

v tomto souboru. Pak

tedy platí k

1

+ � � � + k

`

= n. V této situai vzniká otázka, ko-

lika navzájem odli¹itelnými zpùsoby lze takový soubor vypsat ve

tvaru posloupnosti prvkù. Takovým posloupnostem se pak øíká

permutae s opakováním. Lze je zapisovat také jako uspo-

øádané n-tie prvkù z U , v nih¾ se prvek b

1

objevuje k

1

-krát,

prvek b

2

se objevuje k

2

-krát, atd., a¾ prvek b

`

se objevuje k

`

-krát.

Tvrzení. Neh» ` 2 N , neh» U = fb

1

; : : : ; b

`

g je `-prvková

mno¾ina a neh» n; k

1

; : : : ; k

`

2 N [f0g splòují k

1

+ � � �+k

`

= n.

Pak poèet pøíslu¹nýh permutaí s opakováním v mno¾inì U je

roven èíslu

�

n

k

1

; : : : ; k

`

�

=

n!

k

1

!� : : : �k

`

!

:

Dùkaz. Lze pou¾ít induki vzhledem k `. Pro ` = 1 je toto
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tvrzení zøejmé. Neh» tedy dále ` > 1. Vezmìme libovolnou per-

mutai s opakováním uva¾ovaného typu v mno¾inì U hápa-

nou jako uspoøádanou n-tii prvkù. Vyjmeme-li z ní v¹ehny

výskyty prvku b

`

, dostaneme permutai s opakováním v mno-

¾inì U�fb

`

g. Podle indukèního pøedpokladu je poèet takovýhto

permutaí s opakováním roven èíslu

�

n�k

`

k

1

;:::;k

`�1

�

. Pøitom k re-

konstruki pùvodní permutae s opakováním je tøeba znát, na

kterýh k

`

poziíh v pùvodní uspoøádané n-tii stál prvek b

`

.

Volbu tìhto pozi je podle tvrzení o poètu kombinaí, tentokrát

k

`

-té tøídy v n-prvkové mno¾inì, mo¾no provést (

n

k

`

) zpùsoby.

Odtud plyne, ¾e pak elkový poèet v¹eh pùvodnì uva¾ovanýh

permutaí s opakováním je roven èíslu

�

n

k

`

�

�

�

n� k

`

k

1

; : : : ; k

`�1

�

=

n!

k

`

!�(n� k

`

)!

�

(n� k

`

)!

k

1

!� : : : �k

`�1

!

=

n!

k

1

!� : : : �k

`

!

=

�

n

k

1

; : : : ; k

`

�

:
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