
Mno¾iny

Mno¾inou rozumíme ka¾dý soubor urèitýh objektù shrnu-

týh v jeden elek. Zmínìné objekty pak nazýváme prvky dané

mno¾iny. Pojem þmno¾ina" je tedy synonymem pojmù typu

þsoubor", þsouhrn", apod.

Tento pohled na mno¾inymá svá úskalí; doveden do dùsledkù,

vedl by a¾ k jevùm, které nazýváme paradoxy teorie mno¾in.

Ov¹em pro vìt¹inu aplikaí je toto intuitivní hápání mno¾in

plnì postaèujíí.

Je-li objekt x prvkem mno¾iny A, pí¹eme x 2 A, není-li tomu

tak, pí¹eme x =2 A.

Mno¾ina je tedy plnì urèena svými prvky. To znamená, ¾e

dvì mno¾inyA;B pova¾ujeme za stejné, právì kdy¾ jsou tvoøeny

stejnými prvky. Jinak øeèeno, klademe A = B právì kdy¾ pro

ka¾dý objekt x platí, ¾e x je prvkem A tehdy a jen tehdy, kdy¾

x je prvkem B. Zapsáno formulí, máme

A = B () (8x)(x 2 A () x 2 B):

Øekneme, ¾e mno¾inaA je podmno¾inoumno¾inyB, jestli¾e

ka¾dý prvek mno¾iny A je prvkem mno¾iny B. Pak pí¹eme

A � B a mluvíme o inkluzi mno¾in. Podrobnìji øeèeno, klade-

me A � B právì kdy¾ pro ka¾dý objekt x platí, ¾e je-li x prvkem

A, pak x je také prvkem B. Zapsáno formulí, máme tedy

A � B () (8x)(x 2 A =) x 2 B):

To také znamená, ¾e máme

A = B () (A � B & B � A):

Je jasné, ¾e pak pro libovolné mno¾iny A;B;C platí

(A � B & B � C) =) A � C:
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Poznamenejme je¹tì, ¾e místo A � B se nìkdy pí¹e také B � A,

a platí-li souèasnì A � B a A 6= B, bývá to kráte zapisováno

ve tvaru A � B.

Význaènou mno¾inou je prázdná mno¾ina, tedy mno¾ina,

která neobsahuje ¾ádný prvek. Znaèíme ji ;. V této souvislosti

dodejme, ¾e pro libovolnou mno¾inu A máme

A � A a ; � A:

Mno¾ina A se nazývá koneèná, obsahuje-li pouze koneènì

mnoho rùznýh prvkù; v opaèném pøípadì je A nekoneèná

mno¾ina.

Pro libovolné dvì mno¾iny A;B de�nujeme jejih sjedno-

ení A [ B jako mno¾inu, která je tvoøena tìmi prvky, které

jsou prvky buï mno¾iny A nebo mno¾iny B, tedy tìmi prvky,

které jsou prvky alespoò jedné z mno¾in A;B. To znamená, ¾e

klademe

A [B = fx j x 2 A _ x 2 Bg:

Dále de�nujeme prùnik A \ B tìhto mno¾in jako mno¾inu,

která je tvoøena tìmi prvky, které jsou souèasnì prvky mno¾iny

A i mno¾iny B. To znamená, ¾e klademe

A \B = fx j x 2 A & x 2 Bg:

Øíkáme, ¾e mno¾iny A;B jsou disjunktní, je-li A \ B = ;.

Koneènì de�nujeme rozdíl A � B mno¾in A;B jako mno¾inu

tìh prvkù mno¾iny A, které nejsou prvky mno¾iny B. To zna-

mená, ¾e klademe

A�B = fx j x 2 A & x =2 Bg:

Platí øada mno¾inovýh rovností, z nih¾ pozornost zasluhují

zejména následujíí.

Tvrzení. Pro libovolné mno¾iny A;B;C platí

A [B = B [A

A \B = B \A

(komutativita)
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(A [B) [ C = A [ (B [ C)

(A \B) \ C = A \ (B \ C)

A [A = A

A \A = A

A [ (B \ C) = (A [B) \ (A [ C)

A \ (B [ C) = (A \B) [ (A \ C)

A� (B \ C) = (A� B) [ (A� C)

A� (B [ C) = (A� B) \ (A� C)

(asoiativita)

(idempotene)

(distributivita)

(de Morganova pravidla)

Dùkaz. Komutativita, asoiativita a idempotene jsou

zøejmé. Také ovìøení zbývajííh rovností je snadné. Doká¾eme

napøíklad první z de Morganovýh pravidel. Ovìøíme následujíí

dvì inkluze:

A� (B \ C) � (A� B) [ (A� C):

Neh» x 2 A�(B\C). Pak x 2 A & x =2 B\C. Pak tedy x 2 A

& (x =2 B _ x =2 C). Pak (x 2 A & x =2 B) _ (x 2 A & x =2 C).

Pak ov¹em x 2 A�B _ x 2 A�C. Tak¾e x 2 (A�B)[(A�C).

(A�B) [ (A� C) � A� (B \ C):

Neh» x 2 (A � B) [ (A � C). Pak x 2 A � B _ x 2 A � C.

Pak tedy (x 2 A & x =2 B) _ (x 2 A & x =2 C). To znamená,

¾e x 2 A & (x =2 B _ x =2 C). Tak¾e pak x 2 A & x =2 B \ C.

Tedy x 2 A� (B \ C).

Dùkazy ostatníh rovností jsou obdobné.

Platí øada jinýh rovností, napøíklad následujíí.

Tvrzení. Pro libovolné mno¾iny A;B;C platí

A�B = A� (A \B)

A� (B [ C) = (A�B)� C

A� (B � C) = (A�B) [ (A \ C)

A \ (B � C) = (A \B)� C

Dùkaz v¹eh rovností je podobný.
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Obenìji buï I libovolná mno¾ina. Dále neh» pro ka¾dé i 2 I

je A

i

nìjaká mno¾ina. To znamená, ¾e máme elý soubor mno¾in

A

i

pro v¹ehna i 2 I. Øíkáme, ¾e I je indexová mno¾ina tohoto

souboru. Pak sjednoení tohoto souboru mno¾in de�nujeme

jako mno¾inu

[

i2I

A

i

= fx j (9i 2 I)(x 2 A

i

)g;

tedy jako mno¾inu v¹eh tìh prvkù, které jsou prvky alespoò

jedné z mno¾in A

i

uvedeného souboru. Je-li I 6= ;, pak de�nu-

jeme také prùnik tohoto souboru mno¾in jako¾to mno¾inu

\

i2I

A

i

= fx j (8i 2 I)(x 2 A

i

)g;

tedy jako mno¾inu v¹eh tìh prvkù, které jsou prvky ka¾dé

z mno¾in A

i

uvedeného souboru. Pro I = ; není tento prùnik

de�nován. V této souvislosti dále øíkáme, ¾e mno¾iny zmínìného

souboru jsou vzájemnì disjunktní, jestli¾e pro ka¾dá i; j 2 I,

i 6= j, platí A

i

\A

j

= ;.

Platí analogie pøedhozíh rovností:

Tvrzení. Pro libovolnou mno¾inu A, pro libovolnou indexo-

vou mno¾inu I 6= ; a pro libovolný soubor mno¾in B

i

, kde i 2 I,

platí

A [

�

\

i2I

B

i

�

=

\

i2I

�

A [ B

i

�

A \

�

[

i2I

B

i

�

=

[

i2I

�

A \ B

i

�

A�

�

\

i2I

B

i

�

=

[

i2I

�

A� B

i

�

A�

�

[

i2I

B

i

�

=

\

i2I

�

A� B

i

�

(distributivita)

(de Morganova pravidla)

Dùkaz je analogiký jako pro soubory dvou mno¾in.
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Nìkdy se naházíme v situai, ¾e v¹ehny uva¾ované mno¾iny

jsou podmno¾inami nìjaké základní mno¾iny M . Pak pro libo-

volnou mno¾inu A � M mno¾inu M � A znaèíme kráte A

0

a

nazýváme ji doplnìk mno¾iny A v mno¾inì M . V¹imnìme si,

¾e pak pro libovolnou mno¾inu A �M platí napøíklad

A [A

0

=M; A \A

0

= ; a A

00

= A:

Je-li I indexová mno¾ina a jsou-li A

i

�M jakékoliv podmno¾iny

pro v¹ehna i 2 I, pak v dané situai je mo¾no modi�kovat

de�nii prùniku souboru mno¾in A

i

pro i 2 I pøedpisem

\

i2I

A

i

= fx 2M j (8i 2 I)(x 2 A

i

)g;

tedy jako mno¾inu v¹eh tìh prvkù zM , které jsou prvky ka¾dé

z mno¾in A

i

uvedeného souboru. Pak ov¹em je tento prùnik de-

�nován i tehdy, je-li I = ;, a v tom pøípadì je roven elé mno-

¾inì M . Pro I 6= ; je tato de�nie shodná s de�nií pøedhozí.

Dále z de Morganovýh pravidel pro libovolný soubor podmno-

¾in A

i

�M , kde i 2 I, plyne

�

\

i2I

A

i

�

0

=

[

i2I

A

0

i

�

[

i2I

A

i

�

0

=

\

i2I

A

0

i

a tyto rovnosti platí i v pøípadì, ¾e I = ;.

K libovolné mno¾inì A vytvoøme mno¾inu

P(A) = fX j X � Ag;

tedy mno¾inu, jejími¾ prvky jsou právì v¹ehny ty mno¾iny,

které jsou podmno¾inami mno¾iny A. Tuto mno¾inu nazýváme

mno¾inou v¹eh podmno¾in mno¾iny A, nebo té¾ potenèní

mno¾inou mno¾iny A.
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Konstruki potenèní mno¾iny lze iterovat. V¹imnìme si na-

pøíklad, ¾e

P(;) = f;g;

P(P(;)) = f;; f;gg;

P(P(P(;))) = f;; f;g; ff;gg; f;; f;ggg; atd.

Teorie mno¾in bývá nìkdy stavìna na pøedstavì, ¾e neexis-

tují ¾ádné jiné objekty, ne¾ jenom mno¾iny. Tedy prvky mno¾in

mohou být zase jen mno¾iny. V¹ehny ostatní typy objektù je

tedy tøeba þvytvoøit" z mno¾in. Ilustrujeme to na mno¾inì

! = f0; 1; 2; 3; : : :g

v¹eh nezápornýh elýh èísel. Prvky této mno¾iny mají být

zase mno¾iny. De�nujeme tedy èísla

0; 1; 2; 3; : : : ; n; : : :

indukí jako mno¾iny následovnì. Klademe

0 = ;; 1 = f;g; 2 = f;; f;gg; 3 = f;; f;g; f;; f;ggg; : : : ;

tedy pro ka¾dé n > 1 klademe

n = f0; 1; 2; : : : ; n� 1g:

V¹imnìme si mimohodem, ¾e pak pro ka¾dá m;n 2 ! máme

m < n právì tehdy, kdy¾ m 2 n.
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