
Pøi konstruki nezápornýh elýh èísel jsme mìli 2 = f0; 1g.

Pro libovolnou mno¾inu A je tedy 2

A

mno¾inou v¹eh zobra-

zení f : A ! f0; 1g. Dále pro mno¾inu A a pro libovolnou

podmno¾inu Y � A de�nujeme harakteristiké zobrazení

�

Y

: A! f0; 1g podmno¾iny Y následovnì. Pro libovolné a 2 A

klademe

�

Y

(a) =

(

1 pokud a 2 Y;

0 pokud a =2 Y:

Nyní jsme pøipraveni dokázat následujíí fakt.

Tvrzení. Pro libovolnou mno¾inu A je P(A)

�

=

2

A

.

Dùkaz. Zobrazení

# : P(A)! 2

A

de�nované pro ka¾dou podmno¾inu Y � A pøedpisem

#(Y ) = �

Y

je zøejmì bijeke mno¾iny P(A) na mno¾inu 2

A

.

Zásadní význam má následujíí Cantorova vìta.

Vìta. Pro ka¾dou mno¾inu A platí A 6

�

=

P(A).

Dùkaz. Pøipus»me, ¾e existuje bijeke

f : A! P(A):

Uva¾ujme mno¾inu

Y = fa 2 A j a =2 f(a)g:

Pak Y � A, èili Y 2 P(A). Ponìvad¾ f je podle pøedpokladu

bijeke, existuje jediné y 2 A, pro nì¾ Y = f(y).

Zkoumejme nyní, zda y 2 Y èi nikoliv. Pokud y 2 Y , pak

z de�nie mno¾iny Y plyne, ¾e y =2 f(y), a ponìvad¾ f(y) = Y ,

znamená to, ¾e y =2 Y , o¾ není mo¾né. Pokud v¹ak y =2 Y ,

pak zase z de�nie mno¾iny Y plyne, ¾e y 2 f(y), a ponìvad¾

f(y) = Y , znamená to tentokrát, ¾e y 2 Y , o¾ opìt není mo¾né.

To dává spor.



Øekneme, ¾e daná mno¾ina A je spoèetná, jestli¾e A je ekvi-

valentní mno¾inì

! = f0; 1; 2; 3; : : :g

v¹eh nezápornýh elýh èísel. Názornì øeèeno, mno¾ina A je

spoèetná, je-li mo¾no v¹ehny její prvky oèislovat nezápornými

elými èísly, tedy je-li mo¾no v¹ehny prvky mno¾iny A seøadit

do nekoneèné posloupnosti a

0

; a

1

; a

2

; : : : ; a

n

; : : : .

Pøíklad. Mno¾ina

N = f1; 2; 3; : : :g

v¹eh pøirozenýh èísel je spoèetná. Skuteènì zobrazení

 : ! ! N

dané pøedpisem

(8k 2 !)((k) = k + 1)

je bijekí mno¾iny ! na mno¾inu N .

Pøíklad. Mno¾ina

Z = f: : : ;�2;�1; 0; 1; 2; : : :g

v¹eh elýh èísel je spoèetná. Skuteènì zobrazení

Æ : ! ! Z

dané pøedpisem

(8` 2 !)

 

Æ(`) =

(

`

2

je-li ` sudé;

�

`+1

2

je-li ` lihé

!

je bijekí mno¾iny ! na mno¾inu Z. Názornì pøedvedeno, zna-

mená to, ¾e jsme seøadili v¹ehna elá èísla do nekoneèné po-

sloupnosti 0;�1; 1;�2; 2; : : : ;�n; n; : : : .



Tvrzení. Ka¾dá podmno¾ina Y spoèetné mno¾iny A je ko-

neèná nebo spoèetná.

Dùkaz. Ponìvad¾ A je spoèetná mno¾ina, je mo¾no v¹ehny

její prvky seøadit do nekoneèné posloupnosti

a

0

; a

1

; a

2

; : : : ; a

n

; : : : :

Není-li podmno¾ina Y � A koneèná, tvoøí její prvky v uvedené

posloupnosti nekoneènou podposloupnost

a

i

0

; a

i

1

; a

i

2

; : : : ; a

i

n

; : : : ;

kde i

0

< i

1

< i

2

< � � � < i

n

< : : : . Ponìvad¾ je mo¾no takto

prvky mno¾iny Y oèíslovat nezápornými elými èísly, tedy èísly

z !, je v tomto pøípadì mno¾ina Y spoèetná.

Tvrzení. Kartézský souèin A � B dvou spoèetnýh mno¾in

A;B je spoèetná mno¾ina.

Dùkaz. Ponìvad¾ obì mno¾iny A;B jsou ekvivalentní mno-

¾inì ! v¹eh nezápornýh elýh èísel, staèí ukázat, ¾e kartézský

ètvere ! � ! je spoèetná mno¾ina. Ov¹em

! � ! = f(k; `) j k; ` 2 !g:

Pro ka¾dou uspoøádanou dvojii (k; `) 2 !�! nazvìme vý¹kou

této uspoøádané dvojie souèet k+ `. Pak je jasné, ¾e pro ka¾dé

èíslo h 2 ! existuje právì h+ 1 uspoøádanýh dvoji

(0; h); (1; h� 1); (2; h� 2); : : : ; (h� 1; 1); (h; 0)

vý¹ky h v kartézském ètveri ! � !. Vypi¹me nyní podle ros-

touí vý¹ky za sebou tímto zpùsobem v¹ehny uspoøádané dvo-

jie z !�!. Oèíslujeme-li nyní takto seøazené uspoøádané dvojie

z !�! nezápornými elými èísly, tedy èísly z !, dostaneme tak

bijeki mno¾iny ! na mno¾inu !�!. Jsou tedy tyto dvì mno¾iny

ekvivalentní, tak¾e ! � ! je spoèetná mno¾ina.



Dùsledek. Mno¾ina Q v¹eh raionálníh èísel je spoèetná.

Dùkaz. Ka¾dé raionální èíslo lze jednoznaènì zadat ve

tvaru

p

q

, kde p 2 Z, q 2 N a èísla p a q jsou navzájem nesou-

dìlná. Raionální èísla tedy vzájemnì jednoznaènì odpovídají

tìm uspoøádaným dvojiím (p; q) 2 Z � N , které pozùstávají

ze vzájemnì nesoudìlnýh èísel. Tyto uspoøádané dvojie tvoøí

nekoneènou podmno¾inu mno¾iny Z � N . Mno¾iny Z a N jsou

spoèetné, tak¾e podle pøedhozíh tvrzení je spoèetný také jejih

kartézský souèin Z� N i ka¾dá jeho nekoneèná podmno¾ina. To

znamená, ¾e i mno¾ina Q v¹eh raionálníh èísel je spoèetná.

Nekoneèná mno¾ina, je¾ není spoèetná, se nazývá nespoèetná.

Tvrzení. Mno¾ina R v¹eh reálnýh èísel je nespoèetná.

Dùkaz. Pøipus»me, ¾e by mno¾ina R v¹eh reálnýh èísel

byla spoèetná. Tedy by bylo mo¾no v¹ehna reálná èísla seøadit

do nekoneèné posloupnosti

r

0

; r

1

; r

2

; : : : ; r

n

; : : : :

Ka¾dé reálné èíslo je mo¾no jediným zpùsobem zadat jeho de-

kadikým rozvojem vèetnì znaménka, vylouèíme-li ty dekadiké

rozvoje, v nih¾ se od jistého místa dále vyskytují jen samé

ifry 9. De�nujme nyní reálné èíslo s le¾íí v intervalu (0; 1) jeho

dekadikým rozvojem

s = 0; s

0

s

1

s

2

: : : s

n

: : : ;

kde s

0

; s

1

; s

2

; : : : ; s

n

; : : : jsou ifry zadané následujíím zpùso-

bem:

(8i 2 !)

0

B

B

�

s

i

=

8

>

>

<

>

>

:

1 je-li (i+ 1)-ní ifra za desetinnou èárkou

v dekadikém rozvoji èísla r

i

rùzná od 1,

2 je-li (i+ 1)-ní ifra za desetinnou èárkou

v dekadikém rozvoji èísla r

i

rovna 1.

1

C

C

A

Pak je jasné, ¾e èíslo s se li¹í ode v¹eh èísel r

0

; r

1

; r

2

; : : : ; r

n

; : : : .

To je spor s pøedpokladem, ¾e r

0

; r

1

; r

2

; : : : ; r

n

; : : : byla v¹ehna

reálná èísla. Je tedy mno¾ina R v¹eh reálnýh èísel nespoèetná.


