
Podgrupy

Neh» (G; �) je grupa s jednotkovým prvkem 1 a neh» H � G

je podmno¾ina splòujíí následujíí tøi podmínky:

(8a; b 2 H)(a � b 2 H);

1 2 H;

(8a 2 H)(a

�1

2 H):

Pak øíkáme, ¾e H je podgrupa grupy (G; �). Dùvodem pro tuto

terminologii je fakt plynouí pøímo z uvedenýh podmínek, ¾e

potom toti¾ mno¾ina H je uzavøená vzhledem k operai � , èili �

zùstává operaí, i kdy¾ ji zú¾íme jenom na mno¾inu H, a pøitom

dvojie (H; �) je opìt grupa.

Pro ka¾dou grupu (G; �) jsou podmno¾iny f1g a G mno¾iny

G podgrupami grupy (G; �). Kromì nih ov¹em mù¾e mít grupa

(G; �) mno¾ství dal¹íh podgrup. Pøíklady budou následovat.

Podgrupy H � G grupy (G; �) splòujíí H 6= G se nazývají

vlastní podgrupy grupy (G; �).

Pøíklady. Mno¾ina Z v¹eh elýh èísel je podgrupou v grupì

(Q ;+). Podobnì mno¾ina Q � f0g v¹eh nenulovýh raionál-

níh èísel je podgrupou v grupì (R�f0g; �). Rovnì¾ mno¾ina R

+

v¹eh kladnýh reálnýh èísel je podgrupou v grupì (R�f0g; �).

V kapitole o permutaíh jsme zavedli mno¾inu S(X) v¹eh

permutaí dané mno¾iny X a v kapitole o grupáh jsme vidìli,

¾e spolu se skládáním zobrazení Æ tak vzniká grupa (S(X); Æ),

nazývaná grupa permutaí mno¾iny X. Budeme dále opìt pra-

ovat pouze s koneènými mno¾inami tvaru X = f1; 2; : : : ; ng,

kde n je pøirozené èíslo. Pak místo S(X) budeme psát S

n

. Vziká

tak grupa (S

n

; Æ), která se nazývá symetriká grupa stupnì n.



Dále jsme v kapitole o permutaíh oznaèili A

n

mno¾inu v¹eh

sudýh permutaí mno¾iny X = f1; 2; : : : ; ng. Potom z posled-

ního dùsledku v itované kapitole plyne, ¾e A

n

je podgrupa

v grupì (S

n

; Æ). To znamená, ¾e pak také (A

n

; Æ) je grupa. Tato

grupa se nazývá alternujíí grupa stupnì n.

Tvrzení. Neh» (G; �) je grupa. Pak pro libovolnou indexo-

vou mno¾inu I 6= ; a pro libovolný soubor podgrup H

i

grupy

(G; �), kde i 2 I, platí, ¾e prùnik tohoto souboru podgrup

T

i2I

H

i

je také podgrupa grupy (G; �).

Dùkaz. Neh» a; b 2

T

i2I

H

i

jsou libovolné prvky. Pak ov¹em

máme a; b 2 H

i

pro v¹ehna i 2 I. Ponìvad¾ jde o podgrupy,

plyne odtud, ¾e pak a � b 2 H

i

platí pro v¹ehna i 2 I. To ale

znamená, ¾e a�b 2

T

i2I

H

i

. Podobnì se zjistí, ¾e také 1 2

T

i2I

H

i

a ¾e z toho, ¾e a 2

T

i2I

H

i

, plyne rovnì¾, ¾e a

�1

2

T

i2I

H

i

. Je

tedy

T

i2I

H

i

podgrupa grupy (G; �).

Dùsledek. Neh» (G; �) je grupa. Oznaème S(G) mno¾inu

v¹eh podgrup grupy (G; �). Podgrupy grupy (G; �) lze navzá-

jem porovnávat mno¾inovou inkluzí �. Vzniká tak uspoøádaná

mno¾ina (S(G);�), a tato uspoøádaná mno¾ina je úplný svaz.

Dùkaz. Z kapitoly o svazeh víme, ¾e staèí pro libovolnou

podmno¾inu Q � S(G) ukázat, ¾e existuje infQ v (S(G);�).

Je-li Q 6= ;, pak z pøedhozího tvrzení víme, ¾e prùnik

T

Q

v¹eh podgrup z Q je zase podgrupou grupy (G; �), a je jasné, ¾e

pak infQ =

T

Q. Pro Q = ; pak evidentnì je inf ; = G, o¾ je

nejvìt¹í podgrupa grupy (G; �). Je tedy (S(G);�) úplný svaz.



Buï dále (G; �) grupa. Buï M � G libovolná podmno¾ina.

Uva¾me soubor R v¹eh tìh podgrup grupy (G; �), které v sobì

obsahují mno¾inu M . Tento soubor R je neprázdný, nebo» jed-

nou z podgrup s uvedenou vlastností je také elá mno¾ina G.

Podle pøedhozího tvrzení je pak prùnik

T

R tohoto souboru

podgrup také podgrupou grupy (G; �), pøièem¾ tato podgrupa

v sobì rovnì¾ obsahuje mno¾inu M . Tuto poslední podgrupu

T

R pak znaèíme symbolem hMi. Je to nejmen¹í podgrupa grupy

(G; �) v uspoøádané mno¾inì (S(G);�) v¹eh podgrup této grupy

mezi v¹emi tìmi podgrupami, které v sobì obsahují mno¾inuM .

O této podgrupì hMi øíkáme, ¾e je to podgrupa generovaná

mno¾inou M , a o samotné mno¾inì M pak øíkáme, ¾e je to

mno¾ina generátorù podgrupy hMi. Tato terminologie je

odùvodnìna následujíím faktem. Pøedem poznamenejme, ¾e pro

M = ; zøejmì máme h;i = f1g.

Tvrzení. Neh» (G; �) je grupa a neh» M � G, M 6= ; je

libovolná podmno¾ina. Pak platí následujíí rovnost:

hMi = fa

i

1

1

� a

i

2

2

� : : : � a

i

n

n

j n 2 N ; a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2M;

i

1

; i

2

; : : : ; i

n

2 f�1; 1gg;

kde pro ka¾dý prvek a 2 M interpretujeme a

1

jako a a a

�1

je

inverzní prvek k prvku a.

Dùkaz. Oznaème mno¾inu uvedenou napravo v této rovnosti

jako T . Máme ukázat, ¾e pak platí hMi = T . Podle de�nie je

hMi nejmen¹í podgrupa grupy (G; �) vzhledem k inkluzi obsahu-

jíí mno¾inu M . Staèí, kdy¾ uká¾eme, ¾e tyto podmínky, které

jednoznaènì vymezují mno¾inu hMi, platí také pro mno¾inu T .

Pak budeme vìdìt, ¾e opravdu hMi = T .



Nejprve se pøesvìdèíme, ¾e T je podgrupa grupy (G; �).

Jsou-li ov¹em a

i

1
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� a

i

2
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� : : : � a
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n

n

; b

j

1

1

� b

j

2

2

� : : : � b

j

k

k

2 T libo-

volné prvky, kde n; k 2 N , a

1

; a

2

; : : : ; a

n

; b

1

; b

2

; : : : ; b

k

2 M

a i

1

; i

2

; : : : ; i

n

; j

1

; j

2

; : : : ; j

k

2 f�1; 1g, pak je vidìt, ¾e také

a

i

1

1

� a

i

2

2

� : : : � a

i

n

n

� b

j

1

1

� b

j

2

2

� : : : � b

j

k

k

2 T . Dále M 6= ; a pro

libovolný prvek a 2 M máme a � a

�1

2 T , pøièem¾ a � a

�1

= 1,

tak¾e 1 2 T . Je také vidìt, ¾e pokud a

i

1

1

� a

i

2

2

� : : : � a

i

n

n

2 T ,

pak také a

�i

n

n

� a

�i

n�1

n�1

� : : : � a

�i

1

1

2 T , a to je inverzní prvek

k uvedenému prvku. Je tedy T podgrupa grupy (G; �).

Dále si v¹imneme, ¾e oèividnì M � T , tedy ¾e mno¾ina T

v sobì obsahuje mno¾inu M .

Nakone uká¾eme, ¾e T je nejmen¹í podmno¾ina mno¾iny G

s pøedhozími dvìma vlastnostmi vzhledem k inkluzi, tedy ¾e

je to nejmen¹í podgrupa grupy (G; �) obsahujíí mno¾inuM . Buï

tedy W libovolná podgrupa grupy (G; �) obsahujíí mno¾inuM .

Pak je tøeba ukázat, ¾e platí T � W . Tedy pro libovolný prvek

a

i

1

1

�a

i

2

2

� : : : �a

i

n

n

2 T , kde n 2 N , a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2M a i

1

; i

2

; : : : ; i

n

2

f�1; 1g, máme ukázat, ¾e a

i

1

1

� a

i

2

2

� : : : � a

i

n

n

2 W . To ale ov¹em

ihned plyne z toho, ¾e M �W a ¾e W je podgrupa grupy (G; �).

Je tedy vskutku pravda, ¾e T �W .

Pøíklad. Podle poznatkù o rozkladeh permutaí koneè-

nýh mno¾in na souèiny transpozi víme, ¾e pro ka¾dé èíslo

n 2 N mno¾ina f

�

i j

�

j i; j 2 f1; 2; : : : ; ng; i 6= jg v¹eh trans-

pozi dvoji vzájemnì rùznýh èísel z f1; 2; : : : ; ng vygeneruje

v symetriké grupì (S

n

; Æ) stupnì n jako podgrupu elou mno¾i-

nu S

n

. Jinak øeèeno, mno¾ina v¹eh transpozi vzájemnì rùznýh

èísel z f1; 2; : : : ; ng vygeneruje elou symetrikou grupu (S

n

; Æ).


