Podgrupy

Necht (G, -) je grupa s jednotkovym prvkem 1 a necht H C G
je podmnozina spliiujici nasledujici tfi podminky:

(Va,b € H)(a-b e H),
1eH,
(Va € H)(a™! € H).

Pak fikame, ze H je podgrupa grupy (G, -). Divodem pro tuto
terminologii je fakt plynouci primo z uvedenych podminek, ze
potom totiz mnozina H je uzaviend vzhledem k operaci -, ¢ili -
zustava operaci, i kdyz ji zzime jenom na mnozinu H, a pritom
dvojice (H,-) je opét grupa.

Pro kazdou grupu (G, -) jsou podmnoziny {1} a G mnoziny
G podgrupami grupy (G, -). Kromé nich ovSem muze mit grupa
(G,-) mnozstvi dalsich podgrup. Priklady budou nésledovat.
Podgrupy H C G grupy (G, ) splaujici H # G se nazyvaji
vlastni podgrupy grupy (G, -).

Priklady. Mnozina Z vsech celych cisel je podgrupou v grupé
(Q,+). Podobné mnozina Q — {0} vSech nenulovych racionél-
nich ¢isel je podgrupou v grupé (R—{0}, -). Rovnéz mnozina R*
vSech kladnych redlnych ¢isel je podgrupou v grupé (R— {0}, ).

V kapitole o permutacich jsme zavedli mnozinu S(X) vSech
permutaci dané mnoziny X a v kapitole o grupach jsme vidéli,
ze spolu se sklddanim zobrazeni o tak vznikd grupa (S(X), o),
nazyvana grupa permutaci mnoziny X. Budeme dale opét pra-
covat pouze s koneénymi mnozinami tvaru X = {1,2,...,n},
kde n je prirozené ¢islo. Pak misto S(X) budeme psat S,. Vzika
tak grupa (S, o), kterd se nazyva symetricka grupa stupné n.



Déle jsme v kapitole o permutacich oznacili A,, mnozinu vsech
sudych permutaci mnoziny X = {1,2,...,n}. Potom z posled-
niho disledku v citované kapitole plyne, ze A, je podgrupa
v grupé (S, o). To znamend, ze pak také (A,, o) je grupa. Tato
grupa se nazyva alternujici grupa stupné n.

Tvrzeni. Necht (G,-) je grupa. Pak pro libovolnou indexo-
vou mnozinu I # ) a pro libovolny soubor podgrup H; grupy
(G, -), kde i € I, plati, ze prinik tohoto souboru podgrup (,c; H;
je také podgrupa grupy (G, ).

Diikaz. Nechta,b € (),
mame a,b € H; pro vSechna ¢ € I. Ponévadz jde o podgrupy,
plyne odtud, ze pak a - b € H; plati pro vSechna 7 € I. To ale
znamena, ze a-b € [,.; H;. Podobné se zjisti, ze také 1 € (,.; H;
a ze z toho, ze a € (;c; Hi, plyne rovnéz, ze a™' € (;c; Hi. Je
tedy ();c; Hi podgrupa grupy (G,-).

H, jsou libovolné prvky. Pak ovsem

Disledek. Necht (G, ) je grupa. Ozna¢me S(G) mnozinu
vSech podgrup grupy (G, -). Podgrupy grupy (G, -) lze navza-
jem porovnavat mnozinovou inkluzi C. Vznika tak usporadana
mnozina (8(G), C), a tato uspofddand mnozina je Gplny svaz.

Dukaz. 7 kapitoly o svazech vime, ze staci pro libovolnou
podmnozinu Q@ C 8(G) ukazat, ze existuje inf Q v (8(G), O).
Je-li @ # (), pak z predchoziho tvrzeni vime, ze prinik [ Q
vSech podgrup z Q je zase podgrupou grupy (G, -), a je jasné, ze
pak inf @ = () Q. Pro Q = () pak evidentné je inf ) = G, coz je
nejvétsi podgrupa grupy (G, -). Je tedy (8(G), C) uplny svaz.



Bud déle (G, -) grupa. Bud M C G libovolnd podmnozina.
Uvazme soubor R vsech téch podgrup grupy (G, -), které v sobé
obsahuji mnozinu M. Tento soubor R je neprazdny, nebot jed-
nou z podgrup s uvedenou vlastnosti je také celd mnozina G.
Podle ptredchoziho tvrzeni je pak prinik (R tohoto souboru
podgrup také podgrupou grupy (G, -), pficemz tato podgrupa
v sobé rovnéz obsahuje mnozinu M. Tuto posledni podgrupu
()R pak znacime symbolem (M. Je to nejmensi podgrupa grupy
(G, -) v usporddané mnoziné (8(G), C) vsech podgrup této grupy
mezi v§emi témi podgrupami, které v sobé obsahuji mnozinu M.
O této podgrupé (M) fikame, Ze je to podgrupa generovana
mnozinou M, a o samotné mnoziné M pak rikame, ze je to
mnozina generdtort podgrupy (M). Tato terminologie je
odtvodnéna nésledujicim faktem. Predem poznamenejme, ze pro
M = () zfejmé mame () = {1}.

Tvrzeni. Necht (G,-) je grupa a necht M C G, M # 0 je
libovolnd podmnozina. Pak plati nasledujici rovnost:

(M) ={d!-a2- ... d"|n €N, ayay,...,a, €M,
11,12, .. .,0y € {—1,1}},

kde pro kazdy prvek a € M interpretujeme a' jako a a a™! je

inverzni prvek k prvku a.

Dukaz. Oznacme mnozinu uvedenou napravo v této rovnosti
jako T'. Mame ukazat, ze pak plati (M) = T. Podle definice je
(M) nejmensi podgrupa grupy (G, -) vzhledem k inkluzi obsahu-
jici mnozinu M. Staci, kdyz ukazeme, ze tyto podminky, které
jednoznacné vymezuji mnozinu (M), plati také pro mnozinu 7.

Pak budeme védét, ze opravdu (M) =T.



Nejprve se piesvédcime, ze T je podgrupa grupy (G,-).
Jsou-li ovSem af -ag - ... -alr, b -bY- ... b} € T libo-

volné prvky, kde n,k € N, aj,a9,...,a,,b1,b0,...,00, € M
a 41,92, .. ,%0,J1,72,-- > Jk € {—1,1}, pak je vidét, ze také

aft ~ag - ...-ar bbb € T. Dadle M # (0 a pro
libovolny prvek a € M médme a-a~! € T, pricemz a - al =1,
takze 1 € T. Je také vidét, ze pokud a{' - a} - ... -a» € T,

’ —q — U —1 . . ’
pak také a,'" - a, " - +ay;t € T, a to je inverzni prvek

k uvedenému prvku. Je tedy 7" podgrupa grupy (G, ).

Dale si vSimneme, ze ocividné M C T, tedy Zze mnozina T
v sobé obsahuje mnozinu M.

Nakonec ukazeme, ze T' je nejmensi podmnozina mnoziny G
s predchozimi dvéma vlastnostmi vzhledem k inkluzi, tedy ze
je to nejmensi podgrupa grupy (G, -) obsahujici mnozinu M. Bud
tedy W libovolna podgrupa grupy (G, -) obsahujici mnozinu M.
Pak je treba ukéazat, ze plati T' C W. Tedy pro libovolny prvek
a’f-ag"- ....al» € T,kden € N, ay,az,...,a,EM a i1,149,...,10, €
{—1,1}, mame ukézat, ze a’ - al - ... -ai» € W. To ale ovem
ihned plyne z toho, ze M C W a ze W je podgrupa grupy (G, -).
Je tedy vskutku pravda, ze T'C V.

Priklad. Podle poznatka o rozkladech permutaci konec-
nych mnozin na souciny transpozic vime, ze pro kazdé cislo
n € N mnozina {(z j) 4,7 €{1,2,...,n},i # j} vSech trans-
pozic dvojic vzajemné ruznych ¢isel z {1,2,...,n} vygeneruje
v symetrické grupé (S, o) stupné n jako podgrupu celou mnozi-
nu S,. Jinak receno, mnozina vsech transpozic vzajemneé riznych
¢isel z {1,2,...,n} vygeneruje celou symetrickou grupu (.S, o).



