
Relae

Základní konstrukèní jednotkou pøi tvorbì kartézskýh souèinù

mno¾in a relaí mezi mno¾inami je pojem uspoøádané dvo-

jie prvkù. Intuitivnì mu rozumíme tak, ¾e ka¾dým dvìma prv-

kùm a; b pøiøadíme nový objekt (a; b), nazývaný uspoøádanou

dvojií, v nìm¾ zále¾í na poøadí prvkù a; b. Obenìji pro ka¾dé

k � 2 lze zavést pøedstavu uspoøádané k-tie prvkù tak, ¾e

ka¾dým k prvkùm a

1

; : : : ; a

k

pøiøadíme nový objekt (a

1

; : : : ; a

k

),

jejih uspoøádanou k-tii, s vyznaèeným poøadím tìhto prvkù.

Cheme-li tyto nové objekty vytváøet jen s pou¾itím mno¾in,

mù¾eme pou¾ít následujíí de�nii. Uspoøádanou dvojií prvkù

s první slo¾kou a a druhou slo¾kou b rozumíme mno¾inu

(a; b) = ffag; fa; bgg:

Je jasné, ¾e pak pro libovolné prvky a; b; ; d platí

(a; b) = (; d) () a =  & b = d:

Dále s pou¾itím induke mù¾eme de�novat uspoøádanou k-tii

prvkù se slo¾kami a

1

; : : : ; a

k

napøíklad následovnì. Pro k = 2

jsme tak ji¾ uèinili, a je-li k � 3, klademe

(a

1

; : : : ; a

k

) = ((a

1

; : : : ; a

k�1

); a

k

);

kde pou¾íváme indukèní pøedpoklad, tedy fakt, ¾e pro k � 1

jsme tento objekt ji¾ zavedli, a dále pou¾ijeme je¹tì jednou pøed-

hozí konstruki uspoøádané dvojie. Opìt pro libovolné prvky

a

1

; : : : ; a

k

; b

1

; : : : ; b

k

platí

(a

1

; : : : ; a

k

) = (b

1

; : : : ; b

k

) () a

1

= b

1

& : : : & a

k

= b

k

:

Nyní pro libovolné dvì mno¾iny A;B de�nujeme jejih kar-

tézský souèin A � B jako mno¾inu, jejími¾ prvky jsou právì
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v¹ehny uspoøádané dvojie (a; b), kde a 2 A, b 2 B. To zna-

mená, ¾e klademe

A� B = f(a; b) j a 2 A & b 2 Bg:

Je-li A = B, nazýváme mno¾inu A � A kartézským ètver-

em mno¾iny A a znaèíme ji A

2

. Z uvedené de�nie je jasné, ¾e

mno¾iny A � B a B � A jsou obenì rùzné. Dále pro libovolné

mno¾iny A;B;C také mno¾iny

(A� B)� C = f((a; b); ) j a 2 A & b 2 B &  2 Cg;

A� (B � C) = f(a; (b; )) j a 2 A & b 2 B &  2 Cg

jsou formálnì rùzné. Niménì rozdíl mezi objekty ((a; b); ) a

(a; (b; )) se èasto pøehlí¾í | obojí lze vnímat jako uspoøádanou

trojii | a lze tedy mluvit prostì jen o kartézském souèinu

A�B � C. Tak¾e máme

A�B � C = f(a; b; ) j a 2 A & b 2 B &  2 Cg:

Podobnì pro ka¾dé k � 2 a libovolné mno¾iny A

1

; : : : ; A

k

de�-

nujeme jejih kartézský souèin A

1

� � � � �A

k

jako mno¾inu

A

1

� � � � � A

k

= f(a

1

; : : : ; a

k

) j a

1

2 A

1

& : : : & a

k

2 A

k

g:

Vezmeme-li v úvahu pøedhozí induktivní konstruki uspoøáda-

nýh k-ti, znamená to vlastnì, ¾e jsme kartézský souèin A

1

�

� � � � A

k

de�novali jako souèin (: : : (A

1

� A

2

)� : : : )� A

k

, tedy

s uzávorkováním odleva. Jestli¾e A

1

= � � � = A

k

= A, dostá-

váme tak de�nii kartézské moniny A

k

pro v¹ehna k � 2.

Naví klademe také A

1

= A a z dùvodù, které budou vysvìtleny

pozdìji, de�nujeme je¹tì A

0

jako mmno¾inu f;g.

Platí øada jednoduhýh rovností:

Tvrzení. Pro libovolné mno¾iny A;B;C platí:

(A [ B)� C = (A� C) [ (B � C);

(A \ B)� C = (A� C) \ (B � C);

(A� B)� C = (A� C)� (B � C):
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Analogiké rovnosti platí i pro C � (A [ B), C � (A \ B) a

C � (A�B).

Dùkaz v¹eh rovností je snadný.

Tvrzení. Pro libovolnou mno¾inu C, pro libovolnou indexo-

vou mno¾inu I 6= ; a pro libovolný soubor mno¾in A

i

, kde i 2 I,

platí:

�

[

i2I

A

i

�

� C =

[

i2I

(A

i

� C);

�

\

i2I

A

i

�

� C =

\

i2I

(A

i

� C):

Dùkaz je analogiký jako pro systém dvou mno¾in.

Neh» A;B jsou libovolné mno¾iny. Pak libovolná podmno-

¾ina % kartézského souèinu A�B se nazývá relae mezi mno-

¾inami A a B. Jsou-li a 2 A, b 2 B takové prvky, ¾e (a; b) 2 %,

pak øíkáme, ¾e prvek a je v relai % s prvkem b, a zapisujeme to

zpravidla ve tvaru a % b. Jestli¾e (a; b) =2 %, pí¹eme obvykle a =% b.

Pøíklad. Buï A mno¾ina a buï P(A) potenèní mno¾ina

mno¾iny A. Prvky mno¾iny P(A) jsou podmno¾iny X � A.

De�nujme podmno¾inu % � A�P(A) takto:

% = f(a;X) 2 A� P(A) j a 2 Xg:

Pak % je relae mezi mno¾inami A a P(A).

Neh» A;B jsou opìt libovolné mno¾iny. Pak ; � A � B,

tak¾e ; je relae mezi mno¾inami A a B a nazývá se prázdná

relae mezi A a B. Rovnì¾ elá mno¾ina A � B je relaí mezi

mno¾inami A a B a nazývá se univerzální relae mezi A a

B. Neh» dále % � A � B je libovolná relae mezi A a B. Pak

de�nièním oborem Dom % relae % rozumíme mno¾inu

Dom % = fa 2 A j (9b 2 B)(a % b)g;
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tedy mno¾inu v¹eh tìh prvkù z A, které jsou v relai % alespoò

s jedním prvkem z B, a oborem hodnot Im % relae % rozumíme

mno¾inu

Im % = fb 2 B j (9a 2 A)(a % b)g;

tedy mno¾inu v¹eh tìh prvkù z B, s nimi¾ je v relai % alespoò

jeden prvek z A.

De�nujeme skládání relaí. Neh» A;B;C jsou mno¾iny a

neh» % � A � B a � � B � C jsou relae. V této situai

de�nujeme relai � Æ % � A � C vzniklou slo¾ením relaí % a �

následujíím zpùsobem:

� Æ % = f(a; ) 2 A� C j (9b 2 B)(a % b & b � )g:

Zápis � Æ % èteme þ � po % ".

Pøíklad. Buï A mno¾ina. Uva¾me opìt její potenèní mno-

¾inu P(A). Prvky mno¾iny P(A) jsou v¹ehny podmno¾inyX �

A. Uva¾me dále potenèní mno¾inu P(P(A)). Prvky mno¾iny

P(P(A)) jsou libovolné podmno¾iny Q � P(A). Takové pod-

mno¾iny Q ale nejsou ni jiného ne¾ soubory nìkterýh pod-

mno¾in X � A. Pro ka¾dý takový soubor Q oznaème struènì

S

Q sjednoení souboru Q, to znamená sjednoení v¹eh tìh

podmno¾in X � A, které jsou prvky souboru Q.

V minulém pøíkladu jsme de�novali relai % � A � P(A)

pøedpisem:

% = f(a;X) 2 A� P(A) j a 2 Xg:

De�nujme podobnì relai � � P(A)�P(P(A)) pøedpisem:

� = f(X;Q) 2 P(A)�P(P(A)) j X 2 Qg:

Pak slo¾ená relae � Æ % � A � P(P(A)) má podle pøedhozí

de�nie tvar:

�Æ% = f(a;Q) 2 A�P(P(A)) j (9X2 P(A))(a 2 X &X 2 Q)g;
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o¾ podle de�nie sjednoení

S

Q znamená, ¾e tato relae je

dána pøedpisem:

� Æ % = f(a;Q) 2 A�P(P(A)) j a 2

S

Qg:

Skládání relaí je asoiativní:

Tvrzení. Neh» A;B;C;D jsou mno¾iny a neh» % � A�B,

� � B � C, � � C �D jsou relae. Pak platí:

(� Æ �) Æ % = � Æ (� Æ %):

Dùkaz. Na obou stranáh této rovnosti jsou relae mezi

mno¾inami A a D. Doká¾eme inkluzi (� Æ �) Æ % � � Æ (� Æ %).

Neh» tedy a 2 A, d 2 D jsou takové prvky, ¾e (a; d) 2 (�Æ�)Æ%.

Pak podle de�nie skládání relaí existuje prvek b 2 B takový, ¾e

(a; b) 2 % a (b; d) 2 �Æ�. Opìt podle té¾e de�nie existuje prvek

 2 C takový, ¾e (b; ) 2 � a (; d) 2 �. Pak ov¹em (a; ) 2 � Æ %,

tak¾e (a; d) 2 � Æ (� Æ %). Opaèná inkluze � Æ (� Æ %) � (� Æ �) Æ %

se doká¾e analogiky.

Ke ka¾dé relai %mezi mno¾inamiA a B de�nujeme inverzní

relai %

�1

mezi mno¾inami B a A následovnì:

%

�1

= f(b; a) 2 B �A j a % bg:

To znamená, ¾e platí

(8a 2 A)(8b 2 B)(a % b () b %

�1

a):

Odtud okam¾itì plyne, ¾e Dom %

�1

= Im %, Im %

�1

= Dom%.

Dále je jasné, ¾e platí

(%

�1

)

�1

= %:

Naví mezi skládáním relaí a inverzními relaemi existuje ná-

sledujíí souvislost:
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Tvrzení. Neh» A;B;C jsou mno¾iny a neh» % � A � B,

� � B � C jsou relae. Pak platí:

(� Æ %)

�1

= %

�1

Æ �

�1

:

Dùkaz. Na obou stranáh této rovnosti jsou relae mezi

mno¾inami C a A. Doká¾eme inkluzi (� Æ %)

�1

� %

�1

Æ �

�1

.

Neh» a 2 A,  2 C jsou takové prvky, ¾e (; a) 2 (� Æ %)

�1

. Pak

(a; ) 2 � Æ %. To znamená, ¾e existuje prvek b 2 B takový, ¾e

(a; b) 2 % a (b; ) 2 �. Odtud plyne, ¾e (b; a) 2 %

�1

a (; b) 2 �

�1

,

tak¾e pak (; a) 2 %

�1

Æ �

�1

. Opaèná inkluze %

�1

Æ �

�1

� � Æ %)

�1

se doká¾e obdobnì obráeným postupem.
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