
Svazy

Buï (A;�) uspoøádaná mno¾ina a B � A podmno¾ina. Prvek

a 2 A se nazývá dolní závora mno¾iny B, jestli¾e pro ka¾dý

prvek b 2 B platí a � b. Podmno¾ina B � A se nazývá zdola

ohranièená, má-li alespoò jednu dolní závoru v (A;�). Duál-

ními pojmy k tìmto pojmùm jsou horní závora podmno¾iny

B a shora ohranièená podmno¾ina B. To opìt znamená, ¾e

prvek a 2 A je horní závorou mno¾iny B v (A;�) právì tehdy,

kdy¾ tento prvek je dolní závorou mno¾iny B v duálnì uspo-

øádané mno¾inì (A;�), a podmno¾ina B je shora ohranièená

v (A;�) právì tehdy, kdy¾ je zdola ohranièená v (A;�).

Buï opìt (A;�) uspoøádaná mno¾ina a B � A podmno¾ina.

Prvek a 2 A se nazývá in�mum mno¾iny B, jestli¾e

a je dolní závora mno¾iny B a pøitom

pro ka¾dou dolní závoru  2 A mno¾iny B platí  � a.

To znamená, ¾e takový prvek a je nejvìt¹í dolní závorou mno¾iny

B. Je tedy in�mum mno¾iny B, pokud existuje, urèeno jedno-

znaènì a znaèí se symbolem inf B. Duálním pojmem k tomuto

pojmu je supremum mno¾iny B a znaèí se symbolem supB.

Pøíklad. V uspoøádané mno¾inì (N ; j ) má ka¾dá neprázdná

koneèná podmno¾inaM � N supremum supM { je jím nejmen¹í

spoleèný násobek èísel obsa¾enýh v M . Pro prázdnou mno¾inu

; jako¾to podmno¾inu v N pak platí sup ; = 1. ®ádná neko-

neèná podmno¾inaM � N zde ov¹em nemá horní závoru a tedy

ani supremum, nebo» ka¾dé èíslo m 2 N má jen koneèný poèet

pøirozenýh dìlitelù.

Pøíklad. Buï A nekoneèná mno¾ina. Oznaème F(A) mno-

¾inu v¹eh tìh podmno¾in X � A, pro nì¾ jedna z mno¾in

X; A � X je koneèná. Je-li nyní Y � A taková podmno¾ina,
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¾e obì mno¾iny Y; A � Y jsou nekoneèné, pak mno¾ina jedno-

prvkovýh mno¾in ffyg j y 2 Y g je podmno¾inou v F(A), která

v uspoøádané mno¾inì (F(A);�) nemá supremum. Má zde toti¾

nekoneènì mnoho horníh závor, z nih¾ ale ¾ádná není nejmen¹í.

Poznámky. Buï (A;�) uspoøádaná mno¾ina. Pak inf A a

sup ; existují právì tehdy, kdy¾ v A existuje nejmen¹í prvek

x, a v tom pøípadì platí inf A = sup ; = x. Duální tvrzení

platí pro supA a inf ;. To znamená, ¾e tyto prvky existují právì

tehdy, kdy¾ v A existuje nejvìt¹í prvek y, a v tom pøípadì platí

supA = inf ; = y.

Buï dále B � A podmno¾ina. Existují-li prvky inf B, resp.

supB, pak ka¾dý z tìhto prvkù mù¾e, ale obenì nemusí le¾et

v samotné mno¾inì B. První pøípad nastává právì tehdy, kdy¾

mno¾inaB má nejmen¹í, resp. nejvìt¹í prvek. V takovém pøípadì

právì tyto prvky pøedstavují prvky inf B, resp. supB.

Uspoøádaná mno¾ina (A;�), v ní¾ pro libovolné prvky

a; b 2 A existují supfa; bg a inffa; bg, se nazývá svaz.

Uspoøádaná mno¾ina (A;�), v ní¾ pro libovolnou podmno-

¾inu B � A existují supB a inf B, se nazývá úplný svaz.

V¹imnìme si, ¾e v uspoøádané mno¾inì (A;�) pro libovolné

prvky a; b 2 A platí

a � b () inffa; bg = a () supfa; bg = b:

Odtud ihned plyne, ¾e ka¾dý øetìze je svaz. Jsou ale øetìze,

které nejsou úplnými svazy { napøíklad øetìze (Q ;�).

Pøíklad. Buï A mno¾ina a buï P(A) její potenèní mno-

¾ina. Pak v uspoøádané mno¾inì (P(A);�) libovolná podmno-

¾ina Q � P(A) má supremum i in�mum a platí pro nì

supQ =

[

Q ; infQ =

\

Q:
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(Pøitom pro podmno¾inu ; � P(A) zde hápeme

T

; jako A.)

Je tedy (P(A);�) úplný svaz.

Pøíklad. Buï A nekoneèná mno¾ina. Není tì¾ké ovìøit, ¾e

pak uspoøádaná mno¾ina (F(A);�) z pøedminulého pøíkladu je

svaz, ale vidìli jsme tam, ¾e to není úplný svaz.

Pøíklad. Uspoøádaná mno¾ina (N ; j ) je svaz, nebo» pro

ka¾dá m;n 2 N je supfm;ng nejmen¹í spoleèný násobek èí-

sel m;n a inffm;ng je nejvìt¹í spoleèný dìlitel èísel m;n. Není

zde ale nejvìt¹í prvek, tak¾e nejde o úplný svaz. Podobnì uspo-

øádaná mno¾ina (!; j ) je svaz a lze se pøesvìdèit, ¾e se jedná

dokone o úplný svaz.

Tvrzení. Buï (A;�) svaz. Pak pro libovolnou neprázdnou

koneènou podmno¾inu B � A existují supB a inf B.

Dùkaz. Postupujeme indukí vzhledem k poètu prvkù v B.

Obsahuje-li B jeden nebo dva prvky, není o dokazovat. V in-

dukèním kroku máme ukázat, ¾e pro libovolnou neprázdnou ko-

neènou podmno¾inu B � A, B 6= A, pro ni¾ supB a inf B exis-

tují, a pro libovolný prvek a 2 A�B existují také sup(B[fag) a

inf(B[fag). Ovìøíme napøíklad existeni sup(B[fag). Uva¾me

prvek  = supfsupB; ag. Ponìvad¾  � supB a  � a, je jasné,

¾e  je horní závora mno¾iny B [ fag. Neh» nyní d je libo-

volná horní závora mno¾iny B [ fag. Pak d � a a d je rovnì¾

horní závora mno¾iny B, odkud plyne d � supB. Celkem tedy

d � supfsupB; ag, èili d � . To ukazuje, ¾e  = sup(B [ fag).

Dùsledek. Ka¾dý koneèný neprázdný svaz je úplný.

Èasto u¾íváme následujíího jednodu¹¹ího oznaèení. Je-li

(A;�) svaz, pak pro libovolné prvky a; b 2 A prvek supfa; bg

znaèíme kráte jako a _ b a prvek inffa; bg znaèíme kráte jako

a ^ b. Pak je mo¾no formulovat následujíí fakt.
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Tvrzení. Buï (A;�) svaz. Potom pro libovolné prvky

a; b;  2 A platí následujíí rovnosti:

a _ a = a

a _ b = b _ a

(a _ b) _  = a _ (b _ )

a _ (a ^ b) = a

a ^ a = a

a ^ b = b ^ a

(a ^ b) ^  = a ^ (b ^ )

a ^ (a _ b) = a

(idempotene)

(komutativita)

(asoiativita)

(absorbe)

Dùkaz. Idempotene a komutativita jsou zøejmé. Pokud jde

o asoiativitu, podobný obrat jako v pøedhozím dùkazu uká¾e,

¾e prvky na obou stranáh první rovnosti jsou rovny supfa; b; g

a prvky na obou stranáh druhé rovnosti jsou rovny inffa; b; g.

Rovnì¾ ovìøení zákonù absorbe je snadné.

Význam uvedenýh rovností spoèívá také v tom, ¾e tyto rov-

nosti netoliko vyplývají z de�nie pojmu svazu, ale bylo by

mo¾no ukázat, ¾e tìmito rovnostmi je pojem svazu ji¾ kom-

pletnì harakterizován zhruba v tom smyslu, ¾e by je bylo mo¾no

pou¾ít jako výhodisko pro jinou, ekvivalentní de�nii tohoto

pojmu.

Tvrzení. Buï (A;�) libovolný svaz. Pak jsou následujíí

dvì podmínky ekvivalentní:

(�) (8a; b;  2 A)(a ^ (b _ ) = (a ^ b) _ (a ^ ));

(��) (8e; f; g 2 A)(e _ (f ^ g) = (e _ f) ^ (e _ g)):

Dùkaz. Neh» platí podmínka (�) a neh» e; f; g 2 A. Pak

(e _ f) ^ (e _ g) = ((e _ f) ^ e) _ ((e _ f) ^ g)

= e _ (g ^ (e _ f))

= e _ ((g ^ e) _ (g ^ f))

= (e _ (g ^ e)) _ (g ^ f)

= e _ (f ^ g);

(podle (�))

(absorbe)

(podle (�))

(asoiativita)

(absorbe)
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tak¾e platí také podmínka (��). Analogiky se uká¾e, ¾e z (��)

plyne (�).

Svaz (A;�) splòujíí kteroukoliv z podmínek (�), (��) uve-

denýh v pøedhozím tvrzení se nazývá distributivní. Zmínìné

tvrzení vlastnì øíká, ¾e svaz (A;�) duální k distributivnímu

svazu (A;�) je rovnì¾ distributivní.

V¹ehny svazy uvedené v pøedhozíh pøíkladeh této ka-

pitoly jsou distributivní. Uvidíme ale, ¾e existují svazy, které

nejsou distributivní.

Vìta. Buï (A;�) uspoøádaná mno¾ina, v ní¾ pro ka¾dou

podmno¾inu B � A existuje inf B. Pak pro libovolnou podmno-

¾inu C � A existuje také supC.

Poznámka. Uvedený pøedpoklad v sobì zahrnuje po¾adavek

existene prvku inf ;, tedy existeni nejvìt¹ího prvku v (A;�).

Dùkaz. Buï C � A libovolná podmno¾ina. Neh» D je

mno¾ina v¹eh horníh závor mno¾iny C v (A;�). Uva¾me prvek

f = infD. Uká¾eme, ¾e pak f = supC. Nejprve si v¹imnìme,

¾e pro ka¾dý prvek  2 C platí, ¾e  � d pro v¹ehna d 2 D,

o¾ znamená, ¾e  je dolní závorou mno¾iny D v (A;�). Ov¹em

f je nejvìt¹í dolní závora této mno¾iny. Nutnì tedy platí  � f

pro v¹ehna  2 C. To znamená, ¾e f je horní závorou mno¾iny

C v (A;�). Neh» dále g 2 A je libovolná horní závora této

mno¾iny. Pak g 2 D, odkud plyne, ¾e f � g. To potvrzuje, ¾e

f = supC.

Dokázaná vìta vlastnì øíká, ¾e uspoøádaná mno¾ina (A;�)

je úplným svazem, jakmile pro libovolnou podmno¾inu B � A

existuje inf B.

Poznamenejme také, ¾e platí rovnì¾ vìta duální k uvedené

vìtì, tedy vìta, v ní¾ jsou prohozená suprema a in�ma.
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Pøíklad. Buï A mno¾ina. Pøipomeòme, ¾e symbolem E(A)

jsme znaèili mno¾inu v¹eh ekvivalení na A. Tyto ekvivalene

jako¾to relae na A, tedy jako¾to podmno¾iny v A � A lze po-

rovnávat mno¾inovou inkluzí � . Vzniká tak uspoøádaná mno-

¾ina (E(A);�). Uká¾eme, ¾e se jedná o úplný svaz. K tomu

podle pøedhozí vìty staèí ukázat, ¾e pro libovolnou podmno-

¾inu G � E(A) existuje inf G. Snadno se ov¹em vidí, ¾e je-li

G 6= ;, pak prùnik

T

G v¹eh ekvivalení z G je zase ekvivalene

na A. Odtud ihned plyne, ¾e v tom pøípadì máme

inf G =

\

G:

Koneènì je jasné, ¾e pro G = ; je inf ; = A�A. Je tedy opravdu

(E(A);�) úplný svaz. Poznamenejme, ¾e má-li mno¾ina A ale-

spoò tøi prvky, jedná se souèasnì o pøíklad svazu, který není

distributivní.

Závìrem doká¾eme následujíí fakt týkajíí se øetìze (R ;�)

v¹eh reálnýh èísel uspoøádanýh obvyklým zpùsobem podle

velikosti.

Tvrzení. Ka¾dá neprázdná zdola ohranièená podmno¾ina

M � R má in�mum v (R ;�). Ka¾dá neprázdná shora ohrani-

èená podmno¾ina N � R má supremum v (R ;�).

Dùkaz. Ponìvad¾ se jedná o dvì vzájemnì duální tvrzení

a zobrazení pøiøazujíí ka¾dému èíslu r 2 R èíslo �r je izo-

mor�smus øetìze (R ;�) na duální øetìze (R ;�), staèí dokázat

napøíklad první z uvedenýh tvrzení. Pou¾ijeme k tomu repre-

zentai reálnýh èísel pomoí øezù v (Q ;�) z kone minulé ka-

pitoly, tedy fakt, ¾e øetìze (R ;�) je izomorfní s tam popsaným

øetìzem (R;�).

Buï tedy M � R libovolná neprázdná zdola ohranièená pod-

mno¾ina. Neh» s 2 R je takové èíslo, ¾e s � r pro v¹ehna

r 2 M . Neh» 	 � R je mno¾ina v¹eh øezù odpovídajííh èís-

lùm z M pøi zmínìném izomor�smu a neh» (G;H) je øez v R
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odpovídajíí èíslu s. Pak z toho, ¾e s � r pro v¹ehna r 2 M ,

plyne, ¾e L � H pro v¹ehny øezy (K;L) v 	 . Uva¾me mno¾inu

V =

[

(K;L)2	

L

vzniklou sjednoením mno¾in L v¹eh øezù (K;L) obsa¾enýh

v 	 . Pak ov¹em také V � H. Je tedy mno¾ina V neprázdná a

zdola ohranièená. Pøitom tato mno¾ina nemá nejmen¹í prvek,

nebo» kdyby existoval prvek t 2 V , který by zde byl nejmen¹ím

prvkem, bylo by t 2 L pro nìkterý øez (K;L) v 	 a t by pak byl

nejmen¹í prvek v L, o¾ není mo¾né, nebo» takové øezy nejsou

v R obsa¾eny. Naví je vidìt, ¾e pro ka¾dé v 2 V a pro ka¾dé

q 2 Q splòujíí v < q platí také q 2 V . Skuteènì pak toti¾ zase

v 2 L pro nìkterý øez (K;L) v 	 , odkud plyne q 2 L. Polo¾íme-

li tedy U = Q�V, víme podle pøedhozí kapitoly, ¾e (U; V ) je øez

v (Q ;�), a je to buï dedekindovský øez 1. druhu nebo mezera. To

znamená, ¾e (U; V ) je øez v R. Neh» w 2 R je èíslo odpovídajíí

tomuto øezu ve shora zmiòovaném izomor�smu. Ponìvad¾ pro

ka¾dý øez (K;L) v 	 máme L � V , plyne odtud, ¾e w � r pro

v¹ehna r 2M . Neh» koneènì z 2 R je jakékoliv takové èíslo, ¾e

z � r pro v¹ehna r 2M . Neh» (X; Y ) je øez v R odpovídajíí

èíslu z. Pak odtud plyne, ¾e L � Y pro v¹ehny øezy (K;L)

v 	 . To ale elkem znamená, ¾e V � Y , tak¾e z � w. Tím je

prokázáno, ¾e w = infM .

Uvedené tvrzení je mo¾no je¹tì pøeformulovat následujíím

zpùsobem. Pøipojme k mno¾inì R dva nové prvky �1 a 1 a

roz¹iøme uspoøádání � z R na R [f�1;1g tak, aby pro ka¾dé

r 2 R platilo �1 < r < 1. Tímto zpùsobem vzniká øetìze

(R [ f�1;1g; �). Není tì¾ké si rozmyslet, ¾e pak pøedhozí

tvrzení lze pøevést do následují podoby.

Dùsledek. Øetìze (R [ f�1;1g; �) je úplný svaz.
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