
Uspoøádané mno¾iny

Ka¾dá rela
e � na mno¾inì A, která je souèasnì re
exivní,

antisymetri
ká a tranzitivní, se nazývá (èásteèné) uspoøádání

na A. Dvoji
e (A; �) se pak nazývá (èásteènì) uspoøádaná

mno¾ina.

Je-li � uspoøádání na A takové, ¾e naví
 platí

(8a; b 2 A)(a � b _ b � a);

pak � se nazývá úplné nebo té¾ lineární uspoøádání na A a

dvoji
e (A; �) se pak nazývá úplnì nebo lineárnì uspoøádaná

mno¾ina nebo té¾ øetìze
.

Rela
e uspoøádání na A se obvykle znaèí symbolem � . Jsou-

li a; b 2 A takové prvky, ¾e a � b, èteme to þa je men¹í nebo

rovno b". Jsou-li a; b 2 A takové prvky, ¾e platí souèasnì a � b

a a 6= b, u¾íváme oznaèení a < b a èteme je þa je men¹í ne¾ b".

Mno¾iny N ;Z;Q ;R v¹e
h pøirozený
h, 
elý
h, ra
ionální
h a

reálný
h èísel s obvyklým uspoøádáním podle velikosti jsou úplnì

uspoøádané mno¾iny.

Pøíklad. Na mno¾inì

! = f0; 1; 2; 3; : : :g

v¹e
h nezáporný
h 
elý
h èísel de�nujeme rela
i j , nazývanou

rela
e dìlitelnosti, následují
ím pøedpisem:

(8m;n 2 !)(m jn () (9k 2 !)(n = m�k)):

Jsou-li m;n 2 ! taková èísla, ¾e m jn, øíkáme, ¾e m dìlí n. Pak

rela
e dìlitelnosti j je uspoøádání na mno¾inì !, tak¾e (!; j ) je

uspoøádaná mno¾ina, není to ale úplnì uspoøádaná mno¾ina.

Pøíklad. Buï A mno¾ina a buï P(A) potenèní mno¾ina

mno¾iny A. Pøipomeòme, ¾e prvky mno¾iny P(A) jsou v¹e
hny
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podmno¾inyX mno¾inyA. Pak mno¾inová inkluze � uva¾ovaná

v rám
i podmno¾in X mno¾iny A je uspoøádání na mno¾inì

P(A). Je tedy (P(A);�) je uspoøádaná mno¾ina, ale obe
nì to

není úplnì uspoøádaná mno¾ina.

Pro libovolnou mno¾inuA je diagonální rela
e �

A

uspoøádání

na A. Uspoøádaná mno¾ina (A;�

A

) se nazývá protiøetìze
.

Buï (A;�) uspoøádaná mno¾ina. Øekneme, ¾e prvky a; b 2 A

jsou srovnatelné, platí-li a � b nebo b � a. Øekneme, ¾e prvky

a; b 2 A jsou nesrovnatelné, jestli¾e neplatí ani a � b ani b � a.

Pro tuto skuteènost u¾íváme oznaèení a jj b. Zøejmì øetìz
e jsou

právì ty uspoøádané mno¾iny, v ni
h¾ kterékoliv dva prvky jsou

srovnatelné. V protiøetìz
í
h naopak ka¾dé dva navzájem rùzné

prvky jsou nesrovnatelné.

Je-li (A;�) uspoøádaná mno¾ina, tedy je-li � uspoøádání na

mno¾inì A, a je-li dále B � A jakákliv podmno¾ina, pak prùnik

rela
e � s kartézským souèinem B�B je rela
í na mno¾inì B a

je to opìt uspoøádání, tentokrát ov¹em na B. Mluvíme o uspo-

øádání na B, které je indukováno uspoøádáním �. Pøíslu¹nou

takto vzniklou uspoøádanou mno¾inu znaèíme jednodu¹e (B;�).

Pøíklad. Vezmìme mno¾inu

N = f1; 2; 3; : : :g

v¹e
h pøirozený
h èísel a zvolme libovolné èíslo k 2 N . Oznaème

N (k) = f` 2 N j `jkg

mno¾inu v¹e
h tì
h pøirozený
h èísel, která dìlí èíslo k. Pak

máme N (k) � N � ! a mù¾eme uva¾ovat uspoøádanou mno¾inu

(N (k); j ) s uspoøádáním rela
í dìlitelnosti indukovaným z 
elé

uspoøádáné mno¾iny (!; j ).

Øekneme, ¾e v uspoøádané mno¾inì (A;�) prvek b 2 A

pokrývá prvek a 2 A, jestli¾e a < b a pøitom neeexistuje ¾ádný

prvek 
 2 A, pro který by platilo a < 
 a 
 < b.
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Uspoøádanou mno¾inu (A;�) mù¾eme, zejména je-li mno¾ina

A koneèná, znázornit gra�
ky následují
ím zpùsobem. Prvky

z A znázorníme jako body v rovinì tak, aby pro kterékoliv dva

prvky a; b 2 A splòují
í a < b platilo, ¾e bod b le¾í vý¹e ne¾

bod a. To je mo¾né, ponìvad¾ uspoøádání je antisymetri
ká re-

la
e. Dále ty dvoji
e bodù a; b 2 A splòují
í
h a < b, kde prvek

b pokrývá prvek a, pospojujeme úseèkami. Graf, který takto

vznikne, se nazývá hasseovský diagram uspoøádané mno¾iny

(A;�). Je jasné, ¾e je-li mno¾ina A koneèná, pak pùvodní uspo-

øádání � je mo¾no z tohoto diagramu zpìtnì zrekonstruovat.

To plyne z tranzitivity a také z re
exivity uspoøádání. Je tedy

mo¾no koneènou uspoøádanou mno¾inu zadat jejím hasseovským

diagramem.

Pøíklad. Je mo¾né kreslit hasseovské diagramy uspoøáda-

ný
h mno¾in (N (k); j ) pro malá pøirozená èísla k.

Pøíklad. Je mo¾né kreslit hasseovské diagramy uspoøáda-

ný
h mno¾in (P(A);�) pro koneèné mno¾iny A obashují
í malý

poèet prvkù.

Je-li � uspoøádání na mno¾inì A, pak inverzní rela
e �

�1

je rovnì¾ uspoøádání na A a toto uspoøádání obvykle znaèíme

symbolem � . Pøíslu¹ná uspoøádaná mno¾ina (A;�) se pak na-

zývá duálnì uspoøádaná k mno¾inì (A;�). Je-li mno¾ina A

koneèná, potom hasseovský diagram uspoøádané mno¾iny (A;�)

vznikne pøeklopením hasseovského diagramu mno¾iny (A;�)

þvzhùru nohama".

Buï (A;�) uspoøádaná mno¾ina. Prvek a 2 A se nazývá

nejmen¹í prvek v (A;�), je-li pro ka¾dé x 2 A splnìno a � x.

Prvek a 2 A se nazývá minimální prvek v (A;�), neexistuje-li

prvek x 2 A splòují
í x < a, tedy je-li pro ka¾dé x 2 A splnìno

a � x nebo a jjx. Analogi
ky se de�nuje, 
o jsou nejvìt¹í prvek

a maximální prvek v A.
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Jiným zpùsobem øeèeno, uvá¾íme-li pro danou uspoøádanou

mno¾inu (A;�) k ní duálnì uspoøádanou mno¾inu (A;�), pak

prvek a 2 A je nejvìt¹ím prvkem v (A;�) právì tehdy, kdy¾ je

nejmen¹ím prvkem v (A;�). Podobnì prvek a 2 A je maximál-

ním prvkem v (A;�) právì tehdy, kdy¾ je minimálním prvkem

v (A;�). V tomto kontextu øíkáme, ¾e se jedná o navzájem

duální pojmy.

Z antisymetrie uspoøádání plyne, ¾e pokud v nìjaké uspoøá-

dané mno¾inì existuje nejmen¹í prvek, pak je tento prvek jediný.

V tom pøípadì je to souèasnì také jediný minimální prvek dané

uspoøádané mno¾iny. Obe
nì mù¾e v uspoøádané mno¾inì být

minimální
h prvkù ví
e anebo nemusí existovat vùbe
. V úplnì

uspoøádaný
h mno¾iná
h ov¹em pojmy nejmen¹ího a minimál-

ního prvku splývají. Analogi
ká tvrzení platí také pro nejvìt¹í a

maximální prvky uspoøádaný
h mno¾in.

Pøíklad. V uspoøádané mno¾inì (!; j ) je èíslo 1 nejmen-

¹ím prvkem a èíslo 0 je nejvìt¹ím prvkem. V uspoøádané mno-

¾inì (N ; j ), kde oproti pøed
hozímu 
hybí èíslo 0, je èíslo 1

stále nejmen¹ím prvkem, av¹ak není zde nejvìt¹í prvek a nee-

xistují zde ani ¾ádné maximální prvky. V uspoøádané mno¾inì

(N � f1g; j ) není nejmen¹í prvek a minimálními prvky jsou zde

právì v¹e
hna prvoèísla.

Je-li A neprázdná mno¾ina, pak v protiøetìz
i (A;�

A

) jsou

v¹e
hny prvky souèasnì minimálními i maximálními prvky.

Není-li pøitom mno¾ina A jednoprvková, neexistují zde nejmen¹í

ani nejvìt¹í prvek.

Ne
h» (A;�) a (B;v) jsou dvì uspoøádané mno¾iny a ne
h»

f : A ! B je zobrazení. Øekneme, ¾e zobrazení f je izotonní,

je-li splnìna podmínka

(8x; y 2 A)(x � y =) f(x) v f(y)):
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Pøíklad. Identi
ké zobrazení id

N

na mno¾inì N v¹e
h pøiro-

zený
h èísel je oèividnì izotonním zobrazením uspoøádané mno-

¾iny (N ; j ) s uspoøádáním daným dìlitelností èídel na uspo-

øádanou mno¾inu (N ;�) s obvyklým uspoøádáním èísel podle

velikosti.

Poznamenejme také, ¾e pro libovolnou uspoøádanou mno¾inu

(A;�) je identita id

A

na A izotonním zobrazením protiøetìz
e

(A;�

A

) na mno¾inu (A;�).

Ne
h» dále opìt (A;�) a (B;v) jsou uspoøádané mno¾iny

a ne
h» f : A ! B je zobrazení. Øekneme, ¾e zobrazení f je

izomor�smus, jestli¾e f je bijek
e a obì zobrazení f i f

�1

jsou

izotonní. Uvedené po¾adavky izotonie lze za pøedpokladu, ¾e f

je bijek
e, vyjádøit ekvivalentní podmínkou

(8x; y 2 A)(x � y () f(x) v f(y)):

Volnì øeèeno to znamená, ¾e obì uspoøádané mno¾iny (A;�) a

(B;v) jsou vlastnì jenom dvìma kopiemi jedné a té¾e uspoøá-

dané mno¾iny. O takový
h uspoøádaný
h mno¾iná
h øíkáme, ¾e

jsou izomorfní.

Je vhodné si uvìdomit, ¾e po¾adavek, aby také inverzní zob-

razení f

�1

bylo izotonní, nelze v pøed
hozí de�ni
i vyne
hat.

Tak v pøed
házejí
ím pøíkladu je identita id

N

bijek
í a izotonním

zobrazením mno¾iny (N ; j ) na mno¾inu (N ;�), ale tyto mno¾iny

nejsou izomorfní.

Buï (A;�) uspoøádaná mno¾ina. Øekneme, ¾e podmno¾ina

B � A je hustá v (A;�), jestli¾e pro ka¾dá x; y 2 A splòují
í

x < y existuje z 2 B takové, ¾e platí x < z < y.

Ne
h» (A;�) je úplnì uspoøádaná mno¾ina, tedy øetìze
,

a ne
h» G;H � A jsou neprázdné podmno¾iny. Øekneme, ¾e

uspoøádaná dvoji
e (G;H) je øez v mno¾inì (A;�), platí-li
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následují
í podmínky:

G [H = A;

G \H = ;;

(8x 2 G)(8y 2 H)(x < y):

Je zøejmé, ¾e pak platí také podmínky:

(8a 2 A)(8x 2 G)(a < x =) a 2 G);

(8b 2 A)(8y 2 H)(y < b =) b 2 H):

Ve skuteènosti je ka¾dá z tì
hto dvou podmínek ekvivalentní

tøetí ze shora uvedený
h podmínek.

Øez (G;H) v øetìz
i (A;�) se nazývá

skok, obsahuje-liG nejvìt¹í prvek aH nejmen¹í prvek,

mezera, neobsahuje-liG nejvìt¹í prvek aniH nejmen¹í

prvek,

dedekindovský øez 1. druhu, obsahuje-li G nejvìt¹í

prvek, av¹ak H neobsahuje nejmen¹í prvek,

dedekindovský øez 2. druhu, neobsahuje-li G nej-

vìt¹í prvek, av¹ak H obsahuje nejmen¹í prvek.

Je evidentní, ¾e pøi obvyklém uspoøádání èísel podle velikosti

je v øetìz
i (Z;�) ka¾dý øez skokem, zatím
o v øetìz
i (Q ;�)

¾ádný skok není. V tomto øetìz
i ov¹em pro ka¾dé q 2 Q jsou

�

fx 2 Q j x � qg; fy 2 Q j q < yg

�

; resp.

�

fx 2 Q j x < qg; fy 2 Q j q � yg

�

dedekindovské øezy 1., resp. 2. druhu a vedle toho pro ka¾dé

r 2 R � Q

�

fx 2 Q j x < rg; fy 2 Q j r < yg

�

je mezera.
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Dedekindova konstruk
e reálný
h èísel

Uká¾eme jeden ze zpùsobù, jak lze s pomo
í mno¾iny Q v¹e
h

ra
ionální
h èísel sestrojit mno¾inu R v¹e
h reálný
h èísel.

Oznaème R mno¾inu v¹e
h dedekindovský
h øezù 1. druhu a

v¹e
h mezer v øetìz
i (Q ;�). Na mno¾inìR de�nujeme rela
i �

následují
ím pøedpisem. Pro libovolné dva øezy (G;H); (K;L) 2

R klademe:

(G;H) � (K;L) () G � K () L � H:

Je jasné, ¾e pak � je úplné uspoøádání na R, tak¾e (R;�) je

øetìze
. Lze ukázat, ¾e pak zobrazení

� : R !R

dané pro ka¾dé r 2 R pøedpisem

�(r) =

�

fx 2 Q j x � rg; fy 2 Q j r < yg

�

je izomor�smus øetìz
e (R ;�) s obvyklým uspoøádáním èísel na

øetìze
 (R;�). V tomto izomor�smu ra
ionálním èíslùm odpoví-

dají dedekindovské øezy 1. druhu a ira
ionálním èíslùm odpoví-

dají mezery. Ch
eme-li tedy konstruovat mno¾inu R pomo
í Q ,

nabízí se mo¾nost polo¾it ji pøímo rovnu vý¹e uvedené mno¾inì

øezù R.

Pak lze dokázat napøíklad následují
í fakt.

Tvrzení. Mno¾ina Q je hustá v øetìz
i (R ;�).

Dùkaz. Ne
h» x; y 2 R splòují x < y a ne
h» �(x) = (G;H)

a �(y) = (K;L) jsou odpovídají
í øezy v R. To znamená, ¾e pak

(G;H) � (K;L), èili podle pøed
hozí de�ni
e máme L � H,

av¹ak L 6= H. Existuje tedy z 2 Q takové, ¾e z 2 H � L, tak¾e

z 2 H \ K. Ve skuteènosti ale existují alespoò dvì z; z

0

2 Q

splòují
í napøíklad z < z

0

taková, ¾e z; z

0

2 H � L, a tedy

z; z

0

2 H \K. Kdyby toti¾ mno¾ina H � L byla jednoprvková,
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bylo by z 2 H�L nejmen¹ím prvkem mno¾iny H, 
o¾ z de�ni
e

mno¾iny øezù R není mo¾né. Pro øez �(z) = (M;N) pak odtud

plyne L � N � H, ponìvad¾ N = fu 2 Q j z < ug, av¹ak

L 6= N 6= H, ponìvad¾ z

0

2 N � L a z 2 H � N . To ukazuje,

¾e platí (G;H) � (M;N) � (K;L), odkud zase s ohledem na

izomor�smus � plyne x < z < y. Je tedy mno¾ina Q hustá

v (R ;�).
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