Usporadané mnoziny

Kazda relace g na mnoziné A, kterd je soucasné reflexivni,
antisymetrickd a tranzitivni, se nazyva (¢aste¢né) usporadani
na A. Dvojice (A, p) se pak nazyva (Easteéné) usporadand
mnozina.

Je-li 4 usporadani na A takové, ze navic plati

(Va,be A)(apb V bua),

pak p se nazyva tuplné nebo téz linearni usporadani na A a
dvojice (A, ) se pak nazyva tplné nebo linedrné usporadand
mnozina nebo téz retézec.

Relace usporadani na A se obvykle znaci symbolem <. Jsou-
li a,b € A takové prvky, ze a < b, ¢teme to ,,a je mensi nebo
rovno b”. Jsou-li a,b € A takové prvky, ze plati soucasné a < b
a a # b, uzivame oznaceni a < b a Cteme je ,a je mensi nez b”.

Mnoziny N, Z, Q, R vSech prirozenych, celych, racionalnich a
realnych c¢isel s obvyklym usporadanim podle velikosti jsou iiplné
usporadané mnoziny.

Priklad. Na mnoziné
w=1{0,1,2,3,...}

vSech nezdpornych celych ¢isel definujeme relaci |, nazyvanou
relace délitelnosti, nasledujicim predpisem:

(Vm,n e w)(m|n < (Fk € w)(n =m-k)).

Jsou-li m, n € w takova Cisla, ze m | n, fikdme, ze m déli n. Pak
relace délitelnosti | je usporddani na mnoziné w, takze (w, |) je
usporadana mnozina, neni to ale iplné usporadana mnozina.

Priklad. Bud A mnozina a bud P(A) potencni mnozina
mnoziny A. Pfipomenme, Ze prvky mnoziny P(A) jsou vSechny
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podmnoziny X mnoziny A. Pak mnozinova inkluze C uvazovana
v ramci podmnozin X mnoziny A je usporddani na mnoziné
P(A). Je tedy (P(A), C) je usporadand mnozina, ale obecné to
neni uplné usporadana mnozina.

Pro libovolnou mnozinu A je diagonalni relace A 4 usporadani
na A. Uspofddand mnozina (A, Ay4) se nazyva protiretézec.

Bud (A, <) uspofddand mnozina. Rekneme, 7e prvky a,b € A
jsou srovnatelné, plati-li a < b nebo b < a. Rekneme, Ze prvky
a,b € A jsou nesrovnatelné, jestlize neplatiania < banib < a.
Pro tuto skutecnost uzivime oznaceni a || b. Zfejmé fetézce jsou
prave ty usporadané mnoziny, v nichz kterékoliv dva prvky jsou
srovnatelné. V protiretézcich naopak kazdé dva navzajem rtizné
prvky jsou nesrovnatelné.

Je-li (A, <) usporddand mnozina, tedy je-li < usporadani na
mnoziné A, a je-li dadle B C A jakakliv podmnozina, pak prunik
relace < s kartézskym soucinem B X B je relaci na mnoziné B a
je to opét usporadani, tentokrat ovsem na B. Mluvime o uspo-
radani na B, které je indukovano usporadanim <. Prislusnou
takto vzniklou usporadanou mnozinu znac¢ime jednoduse (B, <).

Priklad. Vezméme mnozinu
N={1,23,...}
vSech prirozenych cisel a zvolme libovolné ¢islo & € N. Oznacme
N(k) ={¢ e N| {|k}

mnozinu vSech téch prirozenych cisel, ktera déli cislo k. Pak
mame N(k) C N C w a mizeme uvazovat usporadanou mnozinu
(N(k), |) s usporadanim relaci délitelnosti indukovanym z celé
usporadané mnoziny (w, | ).

Rekneme, ze v uspofddané mnoziné (A4,<) prvek b € A
pokryva prvek a € A, jestlize a < b a pritom neeexistuje zadny
prvek ¢ € A, pro ktery by platiloa < ¢ a ¢ < b.
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Uspotradanou mnozinu (A, <) mizeme, zejména je-li mnozina
A konecnd, znazornit graficky néasledujicim zpisobem. Prvky
z A znazornime jako body v roviné tak, aby pro kterékoliv dva
prvky a,b € A spliujici a < b platilo, ze bod b lezi vyse nez
bod a. To je mozné, ponévadz usporadani je antisymetricka re-
lace. Dale ty dvojice bodt a,b € A splnujicich a < b, kde prvek
b pokryva prvek a, pospojujeme tseckami. Graf, ktery takto
vznikne, se nazyva hasseovsky diagram usporadané mnoziny
(A, <). Je jasné, ze je-li mnozina A kone¢nd, pak pavodni uspo-
radani < je mozno z tohoto diagramu zpétné zrekonstruovat.
To plyne z tranzitivity a také z reflexivity usporadani. Je tedy
mozno konecnou usporadanou mnozinu zadat jejim hasseovskym
diagramem.

Priklad. Je mozné kreslit hasseovské diagramy usporada-
nych mnozin (N(k), | ) pro malé prirozena Cisla k.

Priklad. Je mozné kreslit hasseovské diagramy usporada-
nych mnozin (P(A), C) pro konecné mnoziny A obashujici maly
pocet prvku.

Je-li < usporadani na mnoziné A, pak inverzni relace <!
je rovnéz usporadani na A a toto usporadani obvykle znac¢ime
symbolem > . Prislusnd usporadand mnozina (A, >) se pak na-
zyvéd dudlné usporddand k mnoziné (A, <). Je-li mnozina A
kone¢nd, potom hasseovsky diagram usporadané mnoziny (A, >)
vznikne preklopenim hasseovského diagramu mnoziny (A, <)
,vzhiru nohama”.

Bud (A, <) usporddand mnozina. Prvek a € A se nazyva
nejmensi prvek v (A, <), je-li pro kazdé x € A splnéno a < z.
Prvek a € A se nazyvd minimalni prvek v (A, <), neexistuje-li
prvek z € A splhujici z < a, tedy je-li pro kazdé = € A splnéno
a < x nebo a || z. Analogicky se definuje, co jsou nejvétsi prvek
a maximalni prvek v A.



Jinym zplsobem feceno, uvazime-li pro danou usporadanou
mnozinu (A, <) k ni dudlné usporddanou mnozinu (A, >), pak
prvek a € A je nejvétsim prvkem v (A, <) pravé tehdy, kdyz je
nejmensim prvkem v (A, >). Podobné prvek a € A je maximél-
nim prvkem v (A, <) pravé tehdy, kdyz je minimalnim prvkem
v (A,>). V tomto kontextu fikdme, Ze se jednd o navzajem
dudalni pojmy.

Z antisymetrie usporadani plyne, ze pokud v néjaké uspora-
dané mnoziné existuje nejmensi prvek, pak je tento prvek jediny.
V tom pripadé je to soucasné také jediny minimalni prvek dané
usporddané mnoziny. Obecné miize v usporadané mnoziné byt
minimalnich prvkt vice anebo nemusi existovat viitbec. V tiplné
usporadanych mnozinach ovsem pojmy nejmensiho a minimal-
niho prvku splyvaji. Analogicka tvrzeni plati také pro nejvétsi a
maximalni prvky usporadanych mnozin.

Priklad. V usporddané mnoziné (w, |) je ¢islo 1 nejmen-
Sim prvkem a cislo 0 je nejvétsim prvkem. V usporadané mno-
ziné (N, |), kde oproti predchozimu chybi ¢islo 0, je ¢islo 1
stale nejmensim prvkem, avSak neni zde nejvétsi prvek a nee-
xistuji zde ani zadné maximalni prvky. V usporadané mnoziné
(N —{1}, | ) neni nejmensi prvek a minimalnimi prvky jsou zde
pravé vSechna prvocisla.

Je-li A neprdzdnd mnozina, pak v protifetézci (A, Ay) jsou
vSechny prvky soucasné minimalnimi i maximalnimi prvky.
Neni-li pritom mnozina A jednoprvkova, neexistuji zde nejmensi
ani nejvetsi prvek.

Necht (A, <) a (B,C) jsou dvé usporddané mnoziny a necht
f: A — B je zobrazeni. Rekneme, 7e zobrazeni f je izotonni,
je-li splnéna podminka

(Ve,ye A)(z <y = f(z)C f(y)).



Priklad. Identické zobrazeni idy na mnoziné N vSech priro-
zenych cisel je o¢ividné izotonnim zobrazenim usporddané mno-
ziny (N, |) s uspordddnim danym délitelnosti ¢idel na uspo-
rddanou mnozinu (N, <) s obvyklym uspordaddnim c¢isel podle
velikosti.

Poznamenejme také, ze pro libovolnou usporadanou mnozinu
(A, <) je identita id4 na A izotonnim zobrazenim protifetézce
(A, Ay4) na mnozinu (A, <).

Necht dale opét (A, <) a (B,LC) jsou usporddané mnoziny
a necht f : A — B je zobrazeni. Rekneme, Ze zobrazeni f je
izomorfismus, jestlize f je bijekce a obé zobrazeni f i f~! jsou
izotonni. Uvedené pozadavky izotonie lze za predpokladu, ze f
je bijekce, vyjadrit ekvivalentni podminkou

(Vz,y € A)(z <y < f(z) C f(y))

Volné feceno to znamend, ze obé uspordadané mnoziny (A4, <) a
(B,C) jsou vlastné jenom dvéma kopiemi jedné a téze uspora-
dané mnoziny. O takovych usporadanych mnozinach rikame, ze
jsou izomorfni.

Je vhodné si uvédomit, ze pozadavek, aby také inverzni zob-
razeni f~! bylo izotonni, nelze v piredchozi definici vynechat.
Tak v predchazejicim prikladu je identita idy bijekci a izotonnim
zobrazenim mnoziny (N, | ) na mnozinu (N, <), ale tyto mnoziny
nejsou izomorfni.

Bud (A, <) uspofddanid mnozina. Rekneme, Ze podmnozina
B C A je hustd v (A, <), jestlize pro kazdd z,y € A spliujici
r < y existuje z € B takové, ze plati x < z < y.

Necht (A, <) je tplné usporddand mnozina, tedy fetézec,
a necht G,H C A jsou neprazdné podmnoziny. Rekneme, Ze
usporadand dvojice (G, H) je fez v mnoziné (A, <), plati-li



nasledujici podminky:

GUH = A,
GNH=0,
(Ve € G)(Vy € H)(z < y).

Je zrejmé, ze pak plati také podminky:

VMae A)Vz e G)la<z = a€@),
(Vbe A)(Vye H)(y<b = be H).
Ve skutecnosti je kazda z téchto dvou podminek ekvivalentni
treti ze shora uvedenych podminek.
Rez (G, H) v fetézci (A, <) se nazyva
skok, obsahuje-li G nejvétsi prvek a H nejmensi prvek,

mezera, neobsahuje-li G nejvétsi prvek ani H nejmensi
prvek,

dedekindovsky rez 1. druhu, obsahuje-li G nejvétsi
prvek, avsak H neobsahuje nejmensi prvek,

dedekindovsky fez 2. druhu, neobsahuje-li G nej-

vétsi prvek, avSsak H obsahuje nejmensi prvek.

Je evidentni, Ze pti obvyklém usporadani cisel podle velikosti
je v fetézci (Z, <) kazdy fez skokem, zatimco v fetézci (Q, <)
zadny skok neni. V tomto retézci ovsem pro kazdé g € QQ jsou

({zeQlz<q},{yeQ| g<y}), resp.
({zeQlz<q}, {yeQ|q¢<y})

dedekindovské tezy 1., resp. 2. druhu a vedle toho pro kazdé
reR—Q

({reQlz<r}, {yeQ|r<y})

je mezera.



Dedekindova konstrukce realnych cisel

Ukazeme jeden ze zptsob1i, jak lze s pomoci mnoziny Q vSech
racionalnich ¢isel sestrojit mnozinu R vSech redlnych cisel.

Oznacme R mnozinu vSech dedekindovskych rezt 1. druhu a
vSech mezer v fetézci (Q, <). Na mnoziné R definujeme relaci <
nésledujicim predpisem. Pro libovolné dva fezy (G, H), (K, L) €
R klademe:

(G,H) X (K,L) <= GCK «<— LCH.

Je jasné, ze pak =< je Gplné usporadani na R, takze (R, <) je
retézec. Lze ukazat, ze pak zobrazeni

(: R—>TR
dané pro kazdé r € R predpisem

((r)={reQle<r}, {yeQ|r<y})

je izomorfismus fetézce (R, <) s obvyklym usporadanim ¢isel na
retézec (R, <). V tomto izomorfismu raciondlnim ¢islim odpovi-
daji dedekindovské rezy 1. druhu a iracionalnim ¢islim odpovi-
daji mezery. Chceme-li tedy konstruovat mnozinu R pomoci Q,
nabizi se moznost polozit ji prfimo rovnu vysSe uvedené mnoziné
rezi R.

Pak lze dokéazat napriklad nasledujici fakt.

Tvrzeni. Mnozina Q je hustd v fetézci (R, <).

Dikaz. Necht z,y € R spliuji z < y a necht ((z) = (G, H)
a ((y) = (K, L) jsou odpovidajici fezy v R. To znamend, ze pak
(G,H) < (K, L), ¢ili podle predchozi definice méame L C H,
avSak L # H. Existuje tedy z € Q takové, ze z € H — L, takze
z € H N K. Ve skutec¢nosti ale existuji alespon dvé 2,2’ € Q
spliujici napiiklad z < 2’ takova, ze z,2/ € H — L, a tedy
2,7 € HN K. Kdyby totiz mnozina H — L byla jednoprvkova,
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bylo by z € H — L nejmensim prvkem mnoziny H, coz z definice
mnoziny fezii R neni mozné. Pro fez ((z) = (M, N) pak odtud
plyne L C N C H, ponévadz N = {u € Q| z < u}, avsak
L #N # H,ponévadz 2z € N — L a z € H— N. To ukazuje,
ze plati (G, H) < (M,N) < (K, L), odkud zase s ohledem na
izomorfismus ¢ plyne z < z < y. Je tedy mnozina QQ husta
v (R, <).



