
Zobrazení

Pojem þzobrazení" nejprve vymezíme následovnì. Neh» A;B

jsou libovolné mno¾iny. Zobrazením f : A ! B mno¾iny A

do mno¾iny B rozumíme pøedpis, který ka¾dému prvku a 2 A

pøiøazuje právì jeden prvek b 2 B. Pro takové prvky pak pí¹eme,

¾e b = f(a), a øíkáme, ¾e b je obrazem prvku a pøi zobrazení f .

Uvedené vymezení daného pojmu ov¹em obsahuje blí¾e ne-

spei�kovaný pojem þpøedpis". Abyhom byli shopni se bez to-

hoto prostøedku obejít, uva¾ujme k danému zobrazení f : A! B

relai % � A�B de�novanou formulí

(8a 2 A)(8b 2 B)(a % b () b = f(a))

a nazývanou graf zobrazení f . V¹imnìme si, ¾e pak relae %

splòuje podmínku

Dom% = A;

nebo» zobrazení f ka¾dému prvku z A pøiøazuje nìjaký obraz, a

dále podmínku

(8a 2 A)(8b; b

0

2 B)(a % b & a % b

0

=) b = b

0

);

nebo» zobrazení f ka¾dému prvku z A pøiøazuje jediný obraz.

Pøitom relae % zobrazení f kompletnì urèuje, nebo» % je vlastnì

výètem v¹eh uspoøádanýh dvoji (a; b) 2 A � B takovýh, ¾e

b = f(a).

Na druhé stranì libovolnou relai % � A � B splòujíí vý¹e

uvedené dvì podmínky je mo¾no hápat tímté¾ zpùsobem jako

popis urèitého zobrazení f , které je pak mo¾no zadat pøedpisem

(8a 2 A)(8b 2 B)(b = f(a) () a % b);

nebo» ze zmínìnýh podmínek plyne, ¾e pak ka¾dý prvek z A

má svùj obraz a ¾e tento obraz je jediný.
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Cheme-li tedy podat de�nii pojmu þzobrazení" jenom s po-

moí pojmù zavedenýh v teorii mno¾in, nabízí se mo¾nost pøímo

ztoto¾nit zobrazení f s jeho grafem %, tak jak byl popsán vý¹e.

Tímto zpùsobem dostáváme následujíí mno¾inovou de�nii da-

ného pojmu:

Neh» A;B jsou libovolné mno¾iny a neh» f � A � B je

relae mezi nimi. Øekneme, ¾e f je zobrazení mno¾iny A do

mno¾iny B a pí¹eme f : A! B, jestli¾e jsou splnìny podmínky

Dom f = A

a dále

(8a 2 A)(8b; b

0

2 B)(a f b & a f b

0

=) b = b

0

):

V tom pøípadì, jak bylo uvedeno shora, místo zápisu a f b, pøí-

padnì (a; b) 2 f , zpravidla pí¹eme b = f(a).

Neh» A;B jsou mno¾iny. Zobrazení f : A ! B se nazývá

surjeke, nebo té¾ zobrazení na mno¾inu B, platí-li

Im f = B:

Pøi takovém zobrazení f ka¾dý prvek b 2 B má alespoò jeden

vzor, tedy prvek a 2 A takový, ¾e b = f(a). Zobrazení f : A!

B se nazývá injeke, nebo té¾ prosté zobrazení, splòuje-li

podmínku

(8b 2 B)(8a; a

0

2 A)(a f b & a

0

f b =) a = a

0

):

Pøi takovém zobrazení f ka¾dý prvek b 2 B má nanejvý¹ jeden

vzor, tedy prvek a 2 A takový, ¾e b = f(a). Zobrazení f :

A ! B se nazývá bijeke, nebo té¾ vzájemnì jednoznaèné

zobrazení mno¾iny A na mno¾inu B, je-li f souèasnì injeke i

surjeke.

Neh» A;B jsou mno¾iny a neh» f : A ! B je bijeke.

Pak inverzní relae f

�1

k relai f je zase zobrazení. To ihned
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plyne z vý¹e uvedenýh podmínek, nebo» po¾adavky, aby f byla

surjeke a injeke, pøesnì odpovídají podmínkám, které je tøeba

splnit, aby f

�1

bylo zobrazení. Máme tedy zobrazení f

�1

: B !

A, které samo je rovnì¾ bijeke, nebo» zase po¾adavky nutné

k tomu, aby f bylo zobrazení, znamenají, ¾e f

�1

je surjeke a

injeke. Øíkáme, ¾e f

�1

je inverzní zobrazení k zobrazení f .

De�nujeme skládání zobrazení. Ponìvad¾ zobrazení jsou

speiální typy relaí, de�nujeme toto skládání stejným zpùso-

bem jako skládání relaí. Je ale zøejmé, ¾e jsou-li A;B;C mno-

¾iny a jsou-li f : A ! B a g : B ! C zobrazení, pak je-

jih slo¾ením dostaneme relai g Æ f , která je opìt zobrazením

g Æ f : A! C. Pøitom toto zobrazení je oèividnì dáno pøedpi-

sem

(8a 2 A)((g Æ f)(a) = g(f(a))):

Pøipomeòme, ¾e skládání relaí, a tedy i skládání zobrazení je

asoiativní.

De�nujme pro libovolnou mno¾inu A zobrazení id

A

: A! A

pøedpisem (8a 2 A)(id

A

(a) = a). Toto zobrazení se nazývá

identita na A. Je jasné, ¾e pak pro libovolné mno¾iny A;B

a pro libovolné zobrazení f : A! B platí

f Æ id

A

= f = id

B

Æ f;

a je-li f naví bijeke, pak platí také

f

�1

Æ f = id

A

; f Æ f

�1

= id

B

:

Dùle¾itý je následujíí fakt.

Vìta. Neh» A;B jsou mno¾iny a neh»

f : A! B; g : B ! A

jsou zobrazení. Pak f je bijeke s vlastností, ¾e f

�1

= g, právì

tehdy, kdy¾ platí g Æ f = id

A

a f Æ g = id

B

.
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Dùkaz. Je-li f bijeke a je-li g = f

�1

, pak samozøejmì

g Æ f = id

A

a f Æ g = id

B

.

Neh» naopak zobrazení f; g splòují gÆf = id

A

a f Æg = id

B

.

Uká¾eme nejprve, ¾e f je bijeke. Neh» b 2 B je libovolný prvek.

Polo¾me a = g(b). Pak f(a) = f(g(b)) = id

B

(b) = b, tak¾e

vidíme, ¾e f je surjeke. Neh» dále a; a

0

2 A jsou takové prvky,

¾e f(a) = f(a

0

). Pak ov¹em a = id

A

(a) = g(f(a)) = g(f(a

0

)) =

id

A

(a

0

) = a

0

, èili a = a

0

, tak¾e f je také injeke. Celkem f je

bijeke a existuje tedy inverzní zobrazení f

�1

, které je rovnì¾

bijeke. Odtud pak dostáváme g = id

A

Æ g = f

�1

Æ f Æ g =

f

�1

Æ id

B

= f

�1

, èili g = f

�1

.

Jsou-li A;B mno¾iny a je-li f : A! B zobrazení, pak mno-

¾inu Im f znaèíme rovnì¾ f(A) a nazýváme ji obraz pøi zobra-

zení f . Je-li dále C � A libovolná podmno¾ina, mù¾eme de�-

novat zobrazení g : C ! B pøedpisem (8 2 C)(g() = f()).

Pak toto zobrazení g se nazývá restrinke nebo té¾ zú¾ení

zobrazení f na mno¾inu C a znaèí se f j

C

.

Pro libovolné dvì mno¾iny A;B symbolem B

A

znaèíme mno-

¾inu v¹eh zobrazení f : A! B. Poznamenejme, ¾e je-li A = ;,

pak B

A

je B

;

, a to je mno¾ina v¹eh zobrazení f : ; ! B.

Pro takové zobrazení f ov¹em máme f � ; � B, pøièem¾ ale

; � B = ;, tak¾e nutnì f = ; je prázdné zobrazení. To zna-

mená, ¾e B

;

= f;g. Ponìvad¾ pøi na¹í konstruki nezápornýh

elýh èísel bylo 0 = ;, je to dùvod, proè jsme døíve de�novali

mno¾inu B

0

jako f;g.

Øekneme, ¾e dvì mno¾iny A;B jsou ekvivalentní, anebo té¾

¾e mají stejnou mohutnost, jestli¾e existuje bijeke f : A! B.

Pak pí¹eme A

�

=

B.

Tvrzení. Pro libovolné mno¾iny A;B;C platí:

(A�B)

C

�

=

A

C

� B

C

;

(A

B

)

C

�

=

A

B�C

:
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Dùkaz. Uva¾me nejprve zobrazení p : A � B ! A a q :

A�B ! B daná pro libovolná a 2 A, b 2 B pøedpisy p(a; b) = a

a q(a; b) = b. Pak zobrazení

' : (A�B)

C

! A

C

� B

C

de�nované pro ka¾dé zobrazení f : C ! A� B pøedpisem

'(f) = (p Æ f; q Æ f)

je zøejmì bijeke uvedenýh dvou mno¾in.

Uvìdomme si dále, ¾e pro ka¾dé zobrazení g : C ! A

B

a

pro ka¾dé  2 C je g() : B ! A zobrazením B do A. Nyní

k libovolnému zobrazení g : C ! A

B

de�nujme zobrazení ~g :

B � C ! A pøedpisem ~g(b; ) =

�

g()

�

(b) pro libovolná b 2 B,

 2 C. Pak zobrazení

 : (A

B

)

C

! A

B�C

de�nované pro ka¾dé zobrazení g : C ! A

B

pøedpisem

 (g) = ~g

je zøejmì bijeke uvedenýh dvou mno¾in.

Pøipomeòme, ¾e pøi na¹í konstruki nezápornýh elýh èísel

jsme mìli 2 = f0; 1g. Pro libovolnou mno¾inu A a pro libovolnou

podmno¾inu Y � A de�nujme harakteristiké zobrazení

�

Y

: A ! 2 podmno¾iny Y následovnì. Pro libovolné a 2 A

klademe

�

Y

(a) =

(

1 pokud a 2 Y;

0 pokud a =2 Y:

Nyní jsme pøipraveni dokázat následujíí fakt.

Tvrzení. Pro libovolnou mno¾inu A je P(A)

�

=

2

A

.

Dùkaz. Zobrazení

# : P(A)! 2

A
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de�nované pro ka¾dou podmno¾inu Y � A pøedpisem

#(Y ) = �

Y

je zøejmì bijeke uvedenýh dvou mno¾in.

Zásadní význam má následujíí Cantorova vìta.

Vìta. Pro ka¾dou mno¾inu A platí A 6

�

=

P(A).

Dùkaz. Pøipus»me, ¾e existuje bijeke f : A! P(A). Uva-

¾ujme mno¾inu Y = fa 2 A j a =2 f(a)g. Pak Y � A, èili

Y 2 P(A). Ponìvad¾ f je podle pøedpokladu bijeke, existuje

jediné y 2 A, pro nì¾ Y = f(y). Zkoumejme nyní, zda y 2 Y

èi nikoliv. Pokud y 2 Y , pak z de�nie mno¾iny Y plyne, ¾e

y =2 f(y), a ponìvad¾ f(y) = Y , znamená to, ¾e y =2 Y , o¾ není

mo¾né. Pokud v¹ak y =2 Y , pak zase z de�nie mno¾iny Y plyne,

¾e y 2 f(y), a ponìvad¾ stále f(y) = Y , znamená to, ¾e y 2 Y ,

o¾ opìt není mo¾né. To dává spor.

Poznamenejme, ¾e dvì koneèné mno¾iny mají stejnou mo-

hutnost, právì kdy¾ mají stejný poèet prvkù. Øekneme, ¾e daná

mno¾ina je spoèetná, jestli¾e má stejnou mohutnost jako mno-

¾ina ! v¹eh nezápornýh elýh èísel. Ka¾dá podmno¾ina spo-

èetné mno¾iny je koneèná nebo spoèetná. Není tì¾ké ukázat, ¾e

mno¾iny N ;Z;Q v¹eh pøirozenýh, elýh a raionálníh èísel

jsou v¹ehny spoèetné. Nekoneèná mno¾ina, která není spoèetná,

se nazývá nespoèetná. Z Cantorovy vìty a z tvrzení, které jí

pøedhází, tak plyne, ¾e napøíklad mno¾ina 2

!

je nespoèetná.

Argumentem podobným tomu, který byl pou¾it v pøedhozím

dùkazu, lze ukázat, ¾e mno¾ina R v¹eh reálnýh èísel je ne-

spoèetná. Pøesnìji je mo¾né ukázat, ¾e mno¾iny R a 2

!

mají

stejnou mohutnost. O mno¾ináh, které mají stejnou mohutnost

jako mno¾ina R , øíkáme, ¾e mají mohutnost kontinua.
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