IB000 Uvod do informatiky — piiklady na procvieni
Sada 1 — Reseni

Upozornéni

Vzorova teseni dostavdte k dispozici, abyste mohli zkontrolovat sprdvnost svych resent.
Mizete je pouZit 1 jako ndvody k resent jednotlivych prikladi tak, Ze je budete cist po
cdastech a budete se snaZit dalsi krok provést vidy sami. Priklady ztrati veskery svig
smysl, pokud se je budete ucit jako bdsnicku. SnaZte se nad nimi premyslet a vyresit je
sami, neZ se podivdte do vzorovych resent.

Téma

Zékladni dikazové techniky. Pfimy dikaz, diikaz obménou, diikaz sporem. Protipiiklad.
Matematicka indukce.

Priklad 1.

Dokazte nasledujici tvrzeni. PouZivejte matematické zapisy.

a) Soucet dvou sudych ¢isel je sudé cislo.

b) Soucet dvou lichych ¢isel je sudé cislo.

c) Je-li 22 sudé &slo, potom i x je sudé &slo. (Vizte vétu 6 z prednésky.)

Reseni

a) Tvrzeni dokéZeme piimo. Necht 2m a 2n, m,n € Z, jsou dvé libovolnd suda ¢isla.
Potom 2m + 2n = 2(m + n) je také sudé ¢islo.

b) Toto tvrzeni je analogické pfedchozimu, dokéZeme jej také pfimo. Necht 2m + 1 a
2n+1, m,n € Z, jsou dvé libovoln4 licha d¢isla. Potom (2m+1)+(2n+1) = 2(m+n+1)
je ¢islo sudé.

¢) DokéZeme obménu tvrzeni. Budeme tedy dokazovat: ,,Neni-li z sudé ¢islo, potom x
neni sudé ¢slo.“ Cislo neni sudé pravé tehdy, pokud je liché. Proto miiZeme dokazované
tvrzeni jesté dale upravit na ,,Je-li x liché &slo, potom i 22 je liché ¢slo.

Méjme tedy libovolné liché &slo 2n + 1, n € Z. Potom (2n + 1)2 = 4n? +4n + 1 =
= 2(2n? + 2n) + 1 je také liché &fslo.
Protoze plati obménéné tvrzeni, plati i tvrzeni plivodni.
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Priklad 2.

Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni a jejich platnost dokazte nebo vyvratte.

a) Pro ka#dé piirozené &slo n plati, 7e (n + 1)3 + (n — 1)3 je délitelné dvéma.

b) Pro kazdé piirozené ¢islo n plati, ze (n + 1)* + (n — 1)? je délitelné tfemi.

¢) Kazdé prirozené ¢islo je délitelné dvéma riiznymi piirozenymi ¢isly.
Reseni

a) Tvrzeni plati. Pokud se vam nepodarilo jej dokazat, zkuste to nyni, kdyz
vite, Ze plati.

Tvrzeni dokazeme opét pfimo, algebraickymi ipravami vyrazu.

n+ 1P+ (n—17=@0*+3n? +3n+ 1)+ (0> - 3n? +3n—1) = 20 + 6n = 2(n* + 3n)
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b) Tvrzeni neplati. Pokud jste tento priklad nevyf¥esili, zkuste to nyni, kdyz

vite, Ze neplati.

Pokud chceme ukazat, Zze tvrzeni neplati, zpravidla byva nejlepsi nalézt protipriklad.
V pripadé, Ze tvrzeni je ve tvaru implikace, se protipfikladem rozumi konkrétni hodnoty,
které spliuji predpoklady tvrzeni, ale nespliuji jeho zaveér.

Predpokladem tohoto tvrzeni je ,nechf n je prirozené ¢islo“. Zavér tohoto tvrzeni je
yvyraz je délitelny tfemi“. Musime tedy nalézt takové pTirozené ¢islo n, pro néjz vyraz
nebude délitelny tiemi. Takovym ¢islem je napiiklad n = 1. Plati

1+1°+(1-1)°=38

ale 8 neni délitelné tfemi.
Existuji i dalgi protiptiklady? Umite je vSechny struc¢né charakterizovat?
¢) Tvrzeni neplati. Pokud jste tento priklad nevytesili, zkuste to nyni, kdyz
vite, Ze neplati.
Protipiikladem je ¢islo 1, které je délitelné pouze sebou samym.
Existuji i dalgi protiptiklady? Umite je vSechny struc¢né charakterizovat?

Priklad 3.

Dokazte, Ze pro vSechna prirozena ¢isla n, 0 < n plati:

n n 2
> (3]
i=0 i=0
Reseni

K dtkazu vyuzijeme tvrzeni, jehoZ platnost byla dokdzana na prednasce:

- n(n+1)

7 =
, 2
=0

Diikaz povedeme matematickou indukei.
Zakladni krok. Pro n = 0 rovnost zfejmé plati:

1=0

Indukcnd predpoklad. Predpokladejme, Ze rovnost plati pro néjake prirozené ¢islo m.
Pozor: nepfedpokladame platnost rovnosti pro vsechna prirozend ¢isla; to teprve dokazu-
jeme. Predpokladame tedy, ze plati

Indukcéni krok. Pomoci indukéniho pfedpokladu dokazeme, Ze rovnost plati i pro
m + 1. Chceme tedy dokazat, Ze

m m 2 m+1 mil \ 2
Zz'?’:(zz') = Zf’:(zz)
=0 =0 =0 =0
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Vyjdeme z pravé strany rovnosti a postupné ji budeme upravovat.

<mili>2<m+1+z> m—|—1)+2(m—|—1z <§:2>

=0 = =0
1)
:(m+1)2—|—2(m+1) m—|— ZZ

(druhy clen jsme upravili podle tvrzeni z prednasky,
treti ¢len podle indukéniho pfedpokladu)

m
= (m+1)%( 1+2 +Zz (m+1)*+) i* =
m—+1 0
:Zii”
=0

To jsme méli dokézat.
Alternativné je mozné dosadit vztah z prednasky do dokazovaného vztahu hned a
matematickou indukci dokézat tvrzeni: pro v8echna pfirozend cisla n, 0 < n plati

zn: Z,3 . n2 (TL -+ 1)2
= 4
Diikaz bude zcela analogicky diikazu tvrzeni z prednéasky. Napiste jej.

Ptiklad 4.

Dokaite, Ze pro libovolné pfirozené ¢islo n, 0 < n je .. ;(2i — 1) druhou mocninou
prirozeného disla.
Reseni

Onou druhou mocninou pfirozeného &sla je n?. Budeme tedy dokazovat, Ze

n

Z(Qi —1) =

=1

pro vsechna pfirozena ¢isla n, 0 < n. Pokud jste tento pfiklad nevyftesili, zkuste
to nyni.

Tvrzeni dokazeme matematickou indukeci.

Zdkladni krok. Pro n = 1 rovnost plati, nebot

1

Z(2¢—1):1:12

=1

Indukcénd krok. V indukénim kroku budeme dokazovat nésledujici implikaci: plati-li
rovnost pro néjaké prirozené ¢islo m, potom plati i pro m + 1. Necht je tedy m takové
pfirozené ¢islo, pro ngjz plati >°." (20 — 1) =



Potom

m—+1 m
Y i-1)= (2(m+1) - 1) +3 @i—1) =2m+1+m? = (m+ 1)
i=1 =1

To jsme méli dokézat.

Ptiklad 5.

Matematickou indukei dokazte tvrzeni (je to zobecnénd trojihelnikova nerovnost):
Pro vsechna kladna pfirozena ¢isla n plati

n
>
i—1

kde x1,..., 2z, jsou libovolna realné cisla.

n
<Dl
=1

Reseni

Nerovnost nejprve dokdZeme pro n = 2. DokaZeme tedy, Ze plati |1 + x| < |x1| +
+ |x2|. Pokud jste tuto nerovnost brali jako znamy fakt, zkuste ji dokazat
nyni. Dikaz rozdélime na ¢tyfi pripady.

0 <ux1, 0 <xy. Potom |1 + 22| = 21 + 22 = |21| + |72|.

0 <1, 23 < 0. Potom |71 +x2| < max(|z1],|z2]) < |x1|+ |2x2|. Opravdu chapete,
pro¢ to plati?

x1 < 0, 0 < 9. Analogicky jako pfedchozi pripad.

x1 <0, v < 0. Potom |x1 + 22| = —x1 — 12 = |x1] + |22].

Praveé dokézané tvrzeni nema zadny vztah ke struktufe diikazu matematickou in-
dukci, ktery provedeme niZze. Neni to ani zdkladni krok, ani indukéni predpoklad. Je
to ,,jen“ pomocné tvrzeni, které ndm umozni pouzit indukéni predpoklad v indukénim
kroku.

Zikladni krok. Pro n = 1 dostavame nerovnost |x1| < |r1|, kterd zfejmé plati pro
libovolné realné c¢islo x1.

Induként krok. Nechf nerovnost plati pro néjaké prirozené ¢islo m, 0 < m, tedy necht

plati

m m

g wi| < E |24

i=1 i=1
kde x1, ...,y jsou libovolna redlna ¢isla. Musime ukazat, Ze potom nerovnost plati i
pro m + 1. Necht x1,...,Zpy1 jsou libovolna redlné cisla.

m+1 m m m m+1
Z Ti| = |Tmt1 +sz’ < [@ma] + 2| < |Tm1] +Z|xi| = Z |4
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Prvni nerovonost je aplikaci specidlniho pripadu pro n = 2, ktery jsme dokazali vyse.
Druhé nerovnost plyne z indukéniho predpokladu.
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