IB000 Uvod do informatiky — piiklady na procvieni
Sada 5 — Reseni

Upozornéni

Vzorova teseni dostavdte k dispozici, abyste mohli zkontrolovat sprdvnost svych resent.
Mizete je pouZit 1 jako ndvody k resent jednotlivych prikladi tak, Ze je budete cist po
cdastech a budete se snaZit dalsi krok provést vidy sami. Priklady ztrati veskery svig
smysl, pokud se je budete ucit jako bdsnicku. SnaZte se nad nimi premyslet a vyresit je
sami, neZ se podivdte do vzorovych resent.

Téma

Vlastnosti relaci — relace reflexivni, symetricka, antisymetrikca, tranzitivni. Ekvivalence
na mnoziné a rozklad mnoziny.

Priklad 1.

Urcete, které z nasledujicich relaci jsou reflexivni, symetrické, antisymetrické resp. tranz-
itivni. Urcete, které z relaci jsou ekvivalence.

a) R={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)} C M x M, kde M = {1,2,3}.

b) R={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)} €{1,2,3} x {1,2,3}.
c) R={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)} C M x M, kde M = {1,2,3,4}.
d) R ={(a,a),(b,0),(c,c)}

e) R=1

fy R={(n,n+1)| neN}

g) R={(m,n) e NxN|5|maT7]|n}

h) R={(n,n+k) | nkeN}

i) R={(n,n+k)|nkelZ}

j) R={(m,n) €ZXZ | m%#n}

Reseni

a) Relace je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni. Relace neni symetrickd, protoZe
napiiklad (1,2) € R, ale (2,1) ¢ R. Protoze relace neni symetricka, neni to ekvivalence.

b) Relace je reflexivni. Relace neni symetricka, protoze (1,3) € R, ale (3,1) ¢ R.
Relace neni antisymetricka, protoze (1,2) € R a zaroveil (2,1) € R. Relace nenf tranz-
itivni, protoze (3,2) € R a (2,1) € R, ale (3,1) ¢ R. Protoze relace neni symetricka a
tranzitivni, neni to ekvivalence.

c) Relace je tranzitivni a antisymetrickid. Relace neni reflexivni, protoze (4,4) ¢ R.
Relace nenf symetrické, protoze (1,2) € R, ale (2,1) ¢ R. ProtoZe relace neni reflexivni
a symetrickd, neni to ekvivalence.

d) Tento piiklad neni Gplné dobie zadan. Neni jasné, na jaké mnozing relaci R uvazu-
jeme. Zkuste urcit sami, jaké piipady mohou nastat.

Pro binarni relaci £ musi platit R C M x M pro néjakou mnozinu M takovou, Ze
{a,b,c} € M. Rozlisime dva piipady.

{a,b,c} = M. Potom je relace R reflexivni, symetrickd, antisymetricka i tranzitivni
(jedna se vlastné o identitu na M). Protoze je relace reflexivni, symetricka a tranzitivni,
je to ekvivalence.



{a,b,c} C M. Tento zapis znamend, Ze exituje d € M, které je rizné od a, b i
c. 'V tomto pfipadé je relace R symetrickd, antisymetrickd a tranzitivni. Relace neni
reflexivni, protoZe (d,d) ¢ R. Protoze relace neni reflexivni, nenf to ekvivalence.

e) Ani v tomto pfipadé neni jasné, na jaké mnoziné relaci R uvazujeme. I zde rozlisime
dva pripady. Zkuste to nejprve sami. Pokud pfedpoklddame, ze R C M x M, tak
definice relace R nevynucuje zadné prvky mnoziny M. Podle toho také vypadaji piipady,
které rozlisime.

M = . Potom je relace R reflexivni, symetrickd, antisymetricka i tranzitivni a je to
tedy i ekvivalence. Opét se totiz jedné o identitu na M.

M # (. Potom je relace R symetrickd, antisymetrickd a tranzitivni. Relace R neni
reflexivni. Protoze M # (), existuje a € M, avsak (a,a) ¢ R. ProtoZe relace neni
reflexivni, neni to ekvivalence.

f) Relace neni reflexivni, protoze napiiklad (1,1) ¢ R, ikdyz 1 € N.

Relace neni symetricka, protoze napiiklad (1,2) € R, ale (2,1) ¢ R.

Relace je antisymetrickd. Necht a,b € N jsou libovolnd pfirozené ¢isla. Musime
ovéfit, ze plati: (a,b) € R a (b,a) € R implikuje a = b. UkaZeme, Ze predpoklady
implikace nemohou byt pro relaci R splnény. Tim dokéZzeme, Ze implikace plati.

Pfedpokladejme tedy, Ze plati (a,b) € R a zarovenl (b,a) € R. Z prvniho plyne, Ze
a=m ab=m+ 1 pro néjaké m € N. Z druhého plyne, ze b =n a a = n + 1 pro n¢jaké
n € N. Z rovnosti pro b dostavame, 7e m + 1 = n. Potom z rovnosti pro a dostavame, ze
m=n+1=m+ 2, coZ je spor. NemiZe tedy zarovei nastat (a,b) € R a (b,a) € R.

Relace neni tranzitivni, protoze napiiklad (1,2) € R a (2,3) € R, ale (1,3) ¢ R.

Protoze relace neni reflexivni, symetrickd a tranzitivni, neni to ekvivalence.

g) Relace je tranzitivni. Necht «,b,c € N jsou libovolna takova, Ze (a,b) € R a (b,¢c) €
€ R. 7 definice R a (a,b) € R plyne, Ze 5| a. Z definice R a (b,c) € R plyne, Ze 7| c.
Celkem tedy mame, ze 5| a a 7| ¢, takZe (a,c) € R. To jsme méli dokazat.

Relace nenf reflexivni, protoze napiiklad pro ¢islo 4 € N plati 514, takie (4,4) ¢
¢ R. Relace neni symetricka, protoze (5,7) € R, ale 715, takze (7,5) ¢ R. Relace neni
antisymetricka, protoze 5| 35, 7|35, 5|70 a 7| 70, takze (35,70) € R i (70,35) € R.

Protoze relace neni reflexivni a symetrické, neni to ekvivalence.

h) Pro feseni budeme predpokladat, Ze 0 € N. Jak by se vysledky zménily, kdybychom
nulu za prirozené ¢islo nepovazovali?

Relace je reflexivni. Pro kazdé n € N je (n,n) = (n,n +0) € R.

Relace nenf symetrickd. Napiiklad (1,2) € R, ale (2,1) ¢ R.

Relace je antisymetrickd. Nechf a,b € N jsou libovolna pfirozend cisla, pro kterd
plati (a,b) € R a zaroveil (b,a) € R. Potom existuje k € N takové, 7e b = a+ k a existuje
[ € N takové, %e a = b+ [. Spojenim obou rovnosti dostavame b = b+ k + [, odkud musi
byt k41 = 0. Protoze k > 01l > 0, musi platit k =1 = 0. KdyZ se vratime k ptivodnim
rovnostem, dostavame a = b, coz jsme méli dokazat.

Relace je tranzitivni. Necht a,b,¢ € N jsou libovolna a necht plati (a,b) € R a
(b,c) € R. Potom existuji k,l € N takova, 7e b=a+kac=0+1, takiec=a+ (k+1),
k+1 e N. Odtud (a,c) € R, coz bylo dokézat.

Protoze relace neni symetrickd, neni to ekvivalence.

i) Relace je reflexivni ze stejného divodu, jako relace v predchozim piiklade.

Relace je symetrickd. Necht a,b € Z, (a,b) € R jsou libovolna. Potom b = a+ k pro
néjaké k € Z, odkud a = b+ (—k), —k € Z, takze (b,a) € R.
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Relace neni antisymetrické, protoze napiiklad (1,2) € R a ze symetrie plyne, Ze i
(2,1) € R. Pozor! Obecné neplati, 7e kazda symetrick relace neni antisymetricki. Nek-
teré predchozi priklady demonstruji relace, které jsou zaroveni symetrické i antisymetrické.
Jak je mozné v8echny takové binérni relace charakterizovat?

Relace je tranzitivni. Diikaz je analogicky predchozimu piipadu. Provedte jej sami
bez napoveédy!

Relace je reflexivni, symetrickd i tranzitivni, je to tedy ekvivalence.

Ve skutecnosti plati R = Z x Z. Pokud byste chtéli tuto skutecnost vyuzit, museli
byste tuto rovnost mnozin dokazat. Udélejte to!

j) Relace nenf reflexivni. MnoZina Z je totiz neprazdnd, ale z definice (n,n) ¢ R pro
kazdé n € Z. Pro¢ je argument o neprazdnosti dilezity?

Relace je symetricka. Necht a,b € Z, (a,b) € R jsou libovolné. Potom a # b, odkud
b# aatedy (b,a) € R.

Relace neni antisymetricka, protoZe |Z| > 1 je nepréazdnd a dale ze symetrie. Pro¢
zde nestaci neprazdnost?

Relace nenf tranzitivni. Existuji a,b € Z, a # b. Potom (a,b),(b,a) € R. Aby R
byla tranzitivni, muselo by platit (a,a) € R, coZ neni mozné.

Protoze relace neni reflexivni a tranzitivni, neni to ekvivalence.

Priklad 2.

Pro kazdou z mnozin My = 0, M; = {a} a M3 = {a, b, ¢} urdete pocet relaci R C M; x M,
které jsou
a) reflexivni
b) symetrické
¢) tranzitivni
Reseni
Aby to bylo zajimavéjsi, pro pocty reflexivnich a symetrickych relaci nad kone¢nymi
mnozinami odvodime kombinatorickou Gvahou vztahy zavislé na velikosti mnozin.
Necht M je konecnd mnoZina a uvazujme pocty reflexivnich, resp. tranzitivnich
relaci R C M x M. Ozna¢me n = | M| pocet prvkit mnoziny M. Potom |M x M| = n?,
Relace R miize mit tedy nejvyse n? prvki. Podet viech relaci R je

MxM| _ an?
2 |=2

Vsimnéte si, Ze pro n = 3 existuje tedy 512 rliznych relaci, které byste museli vzit v Gvahu,
kdybyste pocty chtéli zjistit prozkoumanim vsech moznosti.
a) Reflexivni relace splituje
Vae M: (a,a) € R

Dvojic (a,a), a € M je n. Celkem tedy zb§va n? — n dvojic, které v reflexivni relaci R

byt mohou, ale nemusi (definice reflexivity nic nefikd o dvojicich (a,b), a,b € M, a # b).
Reflexivni relaci R tedy lze rozlozit na K = P UQ, kde
P={(a,a) |aec M}
QCB={(abeR|abe MANa#b}
Ano, je tim myslen rozklad mnoZiny. Dokazte, Ze {P,Q} je rozklad R. Pocet
reflexivnich relaci R je tedy roven poc¢tu podmnozin mnoZiny s n? —n prvky (mno¥ina B).
Téch je

2n2—n
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b) Symetrickd relace splituje
Va,be M : (a,b) € R= (b,a) € R

Protoze pro kazdé a € M plati (a,a) € R = (a,a) € R, neovliviiuji dvojice tohoto tvaru
symetrii relace. Zbylé dvojice v symetrické relaci R je mo7zné myslené rozdélit do pard,
v jednom péaru jsou vzdy symetrické dvojice (a,b) a (b,a) pro a, b rtizna. Symetrickou
relaci R lze tedy rozlozit na

R=PuUl S kde
PCA={(a,a)| ac M}
S CC={{(a,b),(b,a)} | a,b € M,a # b}

Dokazte, ze S U {P} je rozklad R. Proc je to dulezité? Pocet symetrickych
relaci R potom mizeme napsat jako

272

24 -

¢) Vztah pro pocet tranzitivnich relaci by byl natolik sloZity, Ze i pro n = 3 bude
jednodussi uvazit vSechny moznosti, nez jej odvozovat.

Pro mnozinu My existuje jedind relace R C Mgy x Mo = () a to pravé R = (). Tato
relace je tranzitivni, tak’ze pocet tranzitivnich relaci je v tomto pripadé 1.

Pro mnoZinu M; existuji dvé rizné relace, kterymi jsou Ry = 0 a Ry = {(a,a)}.
Obé¢ jsou tranzitivni, takZe tranzitivni binérni relace na mnoziné M jsou dve.

Pocet tranzitivnich relaci na Mj3 uréime rozborem vsech moZnosti podle nereflex-
ivnich dvojic. Jednotlivé piipady jsou znazornény v obrazcich. Plné ¢erné sipky vyznacuji
zvolené prvky relace (nereflexivni uspofadané dvojice). Plné cervené Sipky vyznacuji ty
prvky relace, které ke zvolenym musime pfidat, aby relace byla tranzitivni. Pferusované
sipky vyznacuji prvky relace, které tranzitivitu neovliviiuji a mtizeme je tak do relace

libovolné pridévat, nebo je odebirat.

,o .c\

(a) (b) () (d) (e)

A ,,/\ /\,_‘, A\

,o .o\

(f) (8) (h) ()




Ptipad (a) urcuje 2° relaci podle toho, které reflexivni hrany do relace piidame.
V piipadé (b) lze nereflexivni hranu umistit Sesti rtznymi zptsoby, pii kazdém z nich lze
23 zptisoby pidat reflexivni hrany, celkem tedy popisuje 6-23 relaci. P¥ipady (c) a (d) lze
pootodit tfemi zpiisoby, pi kazdém z nich lze 2% zptisoby piidat reflexivni hrany, kazdy
z nich popisuje 3 - 23 relaci. Pifpad (e) lze otodit tfemi riiznymi zpiisoby, ke kazdému
z nich mizeme pridat refexivni hranu u zbylého vrcholu, je proto 3 - 2 takovych relaci.
Ptipad (f) 1ze otocit tfemi riznymi zptisoby pii zobrazené orientaci hran a tfemi zptisoby
pii opacné orientaci hran, ke kazdému umisténi lze ptidat 23 zpfisoby reflexivni hrany,
tento pfipad popisuje 3-2-23 relaci. P¥ipady (g) a (h) lze tiemi riiznymi zpfisoby pootodit,
ke kazdému lze pfidat reflexivni hranu, kazdy z téchto pripadt popisuje 3-2 relaci. Piipad
(i) je jedina relace.

Celkem mame (sc¢itance odpovidaji po fadé znézornénym piipadtum)

2 4+6-22+3.2243.224+3.243.2.2243.243.24+1=171
tranzitivnich relaci.

Priklad 3.

Necht A, B jsou mnoZiny, f : A — B funkce. UvaZujme relaci R C A x A definovanou
predpisem

R={(z,y) e Ax A| f(x) = f(y)}

Rozhodnéte, zda je tato relace ekvivalenci a své tvrzeni dokazte.
Reseni

Ano, relace je ekvivalence. Pro kazdé a € A plati f(a) = f(a), protoze f je funkee,
tedy (a,a) € R a R jereflexivni. Necht a,b € A jsou libovolné a plati (a,b) € R. Z definice
potom f(a) = f(b) a tedy i f(b) = f(a), odkud (b,a) € R. Proto R je symetricka.
Tranzitivita R plyne z tranzitivity rovnosti. Provedte dukaz tranzitivity detailn&
sami! Navod méate v prvnim piikladé této sady.

Ptiklad 4.

Necht A, B jsou mnoziny, S C A x B funkce. Uvazujme relaci R C B x B definovanou
predpisem
R={(z,y) e BxB|3acA:(a,x)e SA(a,y) € S}

Rozhodnéte, zda je tato relace ekvivalenci a své tvrzeni dokazte.

Reseni

V tomto prikladé jsem mél samoziejmé na mysli, ze S € A x B je relace. Pokud
se omezime pouze na funkce, plati nasledujici dvé tvrzeni. 1. R C idp 2. R = idp
praveé tehdy, kdyZ S je surjektivni. DokaZte obé tvrzeni. S odvoldnim na pfedchozi
priklady lze potom Fict, Ze R je vidy symetrické a tranzitivni. Pokud je navic S surjekce,
je relace R i reflexivni, takZe je to ekvivalence.

Reste tento piiklad v pripadé, Ze S je obecna relace.

Pokud je S obecna relace, mtize to byt i funkce a vzhledem k vyse uvedenému nemusi
byt R obecné ani reflexivni ani tranzitivni. Dokazte, Ze pro libovolnou relaci S je relace R
symetricka.



Ptiklad 5.

Nechf R, S C M x M jsou antisymetrické relace. Rozhodnéte, zda plati, 7e So Ra R™!
jsou antisymetrické relace a sva tvrzeni dokazte.
Reseni

Relace S o R nemusi byt obecné antisymetricka. Protipiikladem je napfiklad M =
= {a,b,c}, R = {(a,a),(b,c)} a S = {(a,b),(c,a)}. Po slozeni dostavame S o R =
= {(a,b),(b,a)}. Doporucuji, abyste si skladani relaci nakreslili a promysleli si, co v
obrazku znamend poruseni antisymetrie.

Relace R~! je antisymetrickd. Necht a,b € M jsou libovolné takové, Ze (a,b) € R~}
a (b,a) € R~L. Potom (b,a) € R a (a,b) € R a z antisymetrie R plyne, %e a = b.

Priklad 6.

Rozhodnéte, které z nasledujicich systémi podmnoZin mnoziny M = {1,2,3,4,5,6} jsou
rozkladem mnoziny M. U rozkladd vypiste vyctem prvki pfislusné ekvivalence.

a) {{1,2,3},{3,4},{4,5,6}}

b) {{1,2,6},{3,5},{4}}

c) {{2,4,6},{1,5}}

d) {{1,4,5},{2,3,6}}
Reseni

a) Nejednd se o rozklad, nebot {1,2,3}N{3,4} # 0, i kdyZ se je to pranik dvou rizngch
mnozin.

b) Jedna se o roklad. Piislugna ekvivalence je

R =idp U{(1,2),(2,1),(1,6),(6,1),(2,6),(6,2),(3,5),(5,3)}
c) Nejedna se o rozklad, protoze {2,4,6} U{1,5} # M.

d) Jedné se o rozklad. Piislusna ekvivalence je

R=idy U {(1,4),(4,1), (1,5), (5, 1), (4,5), (5.4), (2,3), (3,2), (2,6), (6, 2), (3,6), (6,3)}

Priklad 7.

Nechf A je mnoZina. UvaZme systém S podmnozin mnoziny 24, S = {M, | a € A}, kde
proa€ Aje My ={MCA|aec M}
Urcete, zda se jednd o rozklad mnoziny 24 své tvrzeni dokazte, a pokud ano, definujte
prislusnou ekvivalenci.
Reseni
Toto tvrzeni obecné neplati. Jako protipiiklad vezméme A = {a,b,c} a M = {a, b} C
C A. Potom M € M, a M € M, tedy M, N M, # 0. Zéaroven viak plati M, # M,
(najdéte konkrétni podmnozinu A, kterd to dokazuje!). Systém S proto neni rozklad.
Protiptiklad jsme zaloZili na mnoziné A o velikosti 3. Platilo by tvrzeni, kdyby méla
mnozina 0, 1 nebo 2 prvky?

Priklad 8.

Necht A je mnoZina. Definujme relaci R C 24 x 24 nasledovné: pro kazdé X,V e 24
plati (X,Y) € R pravé tehdy, kdy? existuje bijekce f: X — V.
Dokazte, 7e R je ekvivalence a naleznéte t¥idy ekvivalence p¥islusného rozkladu.
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Reseni

Ano, relace R je ekvivalence.

Necht X C A je libovolna. Potom (X, X) € R, protoze idx je bijekce z X do X.
Relace je reflexivni.

Necht X,V C A a (X,Y) € R. Potom existuje bijekce f : X — Y. Protoze
f71 Y — X je také bijekce (jestli jste to zatim sami nezvladli, dokazte!), take také
(Y, X) € R. Relace je symetricka.

Necht X, Y, 7 C A, (X,Y) e Ra (Y, 7) € R. Potom existuji bijekce f: X — Y a
g:Y — Z. Protoze g o f je také bijekce (jestli jste to zatim sami nezvladli, dokazte!),
plati (X, Z) € R. Relace je tranzitivni.

Prislugny rozklad S mnoziny 24 definujeme podle véty 12 ze skript. Jinak bychom
museli dokazat, 7ze ndmi definovana struktura je rozklad, a navic jesté rozklad odpovidajici
tomu, ktery je definovan ve vété 12. Oznacme [M] ={N C A| (M, N) € R}. Potom S =
= {[M] | M € 24}. Takovy zépis na pisemce obvykle nestaci, proto definici jednotlivych
tiid ekvivalence dale zjednodusime.

[M] = {N | existuje bijekce f: M — N} = {N | mnoziny M a N jsou stejné velké}

Jesté prehlednéjsiho zapisu bychom dosahli tehdy, pokud bychom se omerzili na
kone¢né mnoziny. Zkuste to!

Priklad 9.

Necht A, B jsou mnoZiny, [ : A — B funkce. Definice funkce [ se rozsifuje na mnoZiny
podle nasledujiciho predpisu

JM) ={J(z) | = € M}

(Prestoze funkce oznacujeme stejné, jedna se vlastné o dvé rizné funkce. Pivodni
f: A — B anové definovanou [’ : 24 — 28, Stejné oznaceni neni na zavadu —
typ funkce, kterou méame na mysli, je jednozna¢né urcen tim, na jaky argument ji apliku-
jeme.)

Nechf A je mnoZina. Definujme mnoziny My, C A4, kde M C A, a systém S C 9A”
nasledovne:

My =A{f | f(A) = M}
S={Mpy|0#MC A}

Dokaite, %e S je rozklad na A4 a urcete pifslugnou relaci ekvivalence. Byla by to pravda
i v pfipad¢, kdy bychom uvazovali obecné funkce f: A — B?
Napovéda: Pecliveé si uveédomujte, se kterou strukturou v kterém okamziku pracujete.
Napiiklad S je mnoZina mnozin funkci z A do A.
Reseni
Ze zadani mi vypadlo, Ze funkce se rozsifuje samoziejmé pouze na takové mnoziny M,
pro které M C A. Z definice je to zfejmé — jinak by rozgiteni nebylo dobfe definovano.
Musime overit, ze S spliiuje vSechny tfi podminky z definice rozkladu.
0 ¢ S, protoze pro kazdou neprazdnou mnozinu M C A existuje funkce f: A — A
takova, ze f(A) = M (najdéte ji! vyjdéte z identity na A), takze f € My a My je
neprazdna.



Necht My, My € S, kde M, N C A jsou neprazdné. Druhou podminku pro
rozklad budeme dokazovat ve tvaru implikace My # My = My N My = 0. Necht
tedy Myr # My. Proto M # N. Bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme, %e existuje
x € M takové, 7e x ¢ N (opany piipad by byl analogicky). Necht f € Myr, g € My
jsou libovolné funkce, f: A — A, g : A — A. Z definice plati f(A) = M a g(A) = N.
Zejména tedy existuje a € A takové, Ze f(a) = x. Protoze x ¢ N, plati g(a) # x a funkce
[ a g jsou rizné. Protoze byly zvoleny libovolng, dostdvame My N My = (.

Zhivé dokazat, 7e | S = A4, Je zfejmé, 7e S C A4, protoze mnoziny My obsahuj
pouze funkce f : A — A, tedy prvky A4, UvaZme tedy libovolnou funkei f € A4,
Protoze f(A) = M pro né&jakou neprazdnou mnozinu M C A, plati f € My € S. Proto
plati také f € |JS.

Ekvivalenci R C A4 x A4 budeme definovat podle véty 11, abychom nemuseli doka-
zovat korektnost konstrukee (srovnejte s pfedchozim pifkladem).

R={(f.9) | /.9 € My pro néjakou § # M C A}
={(/;9) | /(A) = g(A)}

Obecné funkce f: A — B bychom mohli uvazovat pouze v pripadech, kdy by platilo
|A| > |B|. Kromé toho musi platit A = () = B = (), jinak by konstrukce nebyla dobie
definovdna. Jestlize jsou tyto podminky splnény, tak pro kazdou ) # M C B vime, 7e
existuje g : A — B takova, Zze g(A) = M. (DokaZte to! Neomezujte se na koneéné nebo
spocetné mnoziny. )

Pokud by bylo |A] < |B|, tak by neexistovala funkce g : A — B takovi, 7e g(A) = B
(dokazte!) a systém S by potom obsahoval prazdnou mnozinu. Nebyl by to tedy rozklad.



