Zaklady matematiky — podzim 2005 — 2. opravny termin — 25.1.2006

. (Tkrat £1 bod (spravné 1 bod, chybné —1, bez odpovédi 0 — pfi zadporném soudtu se do celkového hod-
noceni zapodita 0))

Odpovézte (skrtnutim nehodictho se ano nebo ne na patficném fadku), zda jsou pravdivi nasle-
dujici tvrzeni (¢téte velmi pozorné!):

(a) ano — ne Mezi mnozinami R a N existuje bijekce.

(b) ano — ne Pro libovolné mnoZiny A, B,C a zobrazeni f: A — B, g: B — C plati:
go f je bijektivni = f, ¢ jsou bijektivni.

(c) ano — ne Relace p na mnoZiné A je antisymetricka pravé tehdy, kdyZz p N p=! = ().

(d) ano — ne MA-li uspofadand mnozina (A, <) nejmensi prvek, pak (A, >) mé také nejmensi
prvek.

(e) ano — ne Mnozina vSech izotonnich zobrazeni uspofadané mnoziny (A, <) do sebe spolu
s operaci sklddani zobrazeni tvofi grupu.

(f) ano — ne (Z,—) je monoid.
(g) ano — ne Ke kazdému prvku grupy existuje nejvyse jeden prvek inverzi.

. (7 bodti) Definujte pojem rozkladu mnoziny A. Definujte pojem relace ekvivalence na mnoziné A
a rozklad prislugného této relaci (tzv. faktorovd mnozina). Definujte pojem jadra zobrazeni.

. (3krat 2 body) Urcete pocet vech slov délky 6, ktera jsou sestavena z pismen «a, b, ¢, d takovych, Ze

(a) néktera skupina bezprostfedné po sobé jdoucich pismen je abed;
(b) se nezméni, pokud jsou ¢tena odzadu;

(¢) vSechna pismena jsou pouZita.

. (bkrat 2 body) Udejte piiklad

(a) mnozin X a Y takovych, ze |[P(X)UP(Y)| = 5;

(b) pétiprvkové usporadané mnoziny, kterd ma pravé jeden maximalni, pravé jeden miniméalni,
pravé jeden nejvétsi a praveé jeden nejmensi prvek;

(c) surjektivniho zobrazeni f : N — Z;
(d) relace na mnoziné Z, ktera je antisymetrickd i symetricka, ale nenf reflexivni;

(¢) bindrni operace na P(N), kterd ma neutralni prvek (uvedte ho).
. (10 bod®) Na mnoziné Z definujeme bindrni operaci o vztahem
aob=a+b— ab, pro a,b € Z.

Rozhodnéte, zda je operace o asociativni. Rozhodnéte, zda je operace o komutativni. Je (Z, o)
grupa? Odpovédi zdvodnéte.

. (10 bodli) Necht M je konecné n-prvkova mnozina. Urcete pocet v8ech binarnich operaci na mnoziné
M, pro které existuje neutralni prvek. Kolik z nich je komutativnich?

. (10 bodli) Na mnoziné R je definovdna binarni relace p vztahem
xpy <= (x=yVaxy >0) proxyecR.

DokaZte, Ze p je relace ekvivalence na mnoziné R. Popiste rozklad R\p. Uréete kolik mé tento
rozklad t¥id a kolik prvkd maji jednotlivé tridy.



8. (10 bodl) Uvazujme mnozinu M = {X C N | X konecna ,1 € X} uspofadanou inkluz{ C. Na-
leznéte v8echny minimalni a maximélni prvky uspofadané mnoziny (M, C). Naleznéte nejmensi a
nejvétsi prvek uspofddané mnoziny (M, C). Je (M, C) Gplny svaz? Je (M, C) svaz? Rozhodnéte,
zda zobrazeni g : M — N, definované predpisem g({ry,r2,...,r%}) =r1 +ra+ -+ 4 rg, je izotonni
zobrazeni 7z uspofadané mnoziny (M, C) do uspofddané mnoziny (N, <). Odpovédi zdivodnéte.
(Pozn: < je usporadani prirozenych ¢isel podle velikosti.)

9. (10 bodid) Na mnoziné S = {f : N — N | f surjektivni } (vSech surjektivnich zobrazeni z mnoziny
N do sebe ) definujeme uspofadani < takto:

f =g (VneN)(f(n) <g(n)), prof.geSs.

Dale definujme zobrazeni ¢ : S — S vztahem o(f) = fo f.

Dokazte, Ze skladani zobrazeni je operaci na mnozing S, tj. f,g € S = go f € 5. Rohodnéte, zda
je zobrazeni p injektivni. Rohodnéte, zda je zobrazeni ¢ surjektivni. Rohodnéte, zda ¢ je izotonni
zobrazeni z uspofadané mnoziny (S, <) do sebe.

Odpovédi zdivodnéte. (Pozn: < je uspofadani piirozenych ¢isel podle velikosti.)



