Princip indukce

. Dokazte, ze pro kazdé prirozené cislo n plati:
(n + 1)
S

. Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati:

n

i(i+5)  nn+1)
Z(i+2)(i+3)_ n+3

. Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n > 2 plati:

. Dokazte, Ze pro kazdé pFirozené éislo n > 6 plati 2" > (n + 1)2.

. Necht r je realné ¢islo takové, ze r + % je celé cislo. Dokazte, ze pak pro kazdé prirozené
¢islo n je ™ + rin rovnéz celé Cislo.

. Dokazte, ze soucet vnitinich ahlt v (konvexnim) n-thelniku je roven 7 - (n — 2).

.V konvexnim n-thelniku jsou sestrojeny nékteré thlopricky pfitom zadné dvé se neproti-
naji ve vnitinim bodé n-thelnika. Dokazte, Ze z nékterych dvou (nesousednich) vrchola
n-thelnika nevychazi Zadn4 ze sestrojenych thlopficek. (Zde n > 3, resp. n > 4 v piipadé
tvrzeni o nesousednich vrcholech.)

. Necht realné ¢islo v a celé ¢islo [ jsou takova, ze [ cos~y je celé ¢islo. Dokazte, Zze potom
pro kazdé prirozené cislo n je také [" cosny celé ¢islo.
Ndvod: Pouzijte zndmy goniometricky vzorec

cos & + cos 3 = 2 cos a;rﬁ cos a2ﬁ

proa=nyaf=(n-—2)y

. Mame obdélnikovou tabulku cokolady s m x n dilky. Chceme ji rozlamat na jednotlivé
dilky, a to tak, ze vzdy jeden obdélnik rozlomime na dva obdélniky mensi. Kolik obdélnikt
musime rozlomit nejméné a kolik nejvice?

Ndavod: Vzdy m -n — 1.

Logika a prirozena cisla

. Ovérte, ze nasledujici formule jsou ekvivalentni:

(a) AVB
-A— B



(b) AAB
~(A — -B)
(c) A= B
(A— B)AN(B— A)
(d) =(pA—g) A(=gA-r)
=pA-gN-—r

2. Naleznéte vyrokovou formuli v promnénych A, B, C' s néasledujici tabulkou pravdivostnich
hodnot

A B C

1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 0
0 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 0

3. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici formule pravdivé v R, C,Z, N.

(a) (Vo)(Vy)(z <y — (3z)(z <z <y))

(b) (Vo)(Vy)(32)(z + 2 =y)

(c) (32)(Va)(2 < x)

(d) (Vz)(Vy)(32) (2] A zly A (Vu)((ulz A uly) — ul2))
(e) @) (Vy)ly+tz=2+y=y)

4. Znegujte formule z predeslého prikladu a upravte je do tvaru, ve kterém se bude negace
vyskytovat jen u atomickych formuli.

5. Popiste nasleduji vlastnosti formuli a diskutuje jejich pravdivost v ¢iselném oboru N.
(a) kazdé ¢islo je délitelné prvocislem;
(b) existuje nejmensi spoleény nasobek libovolné dvojice ¢isel.

6. Je mozné zameénit v libovolné formuli predikatové logiky obecny a existencéni kvantifikator?
Diskutujte obé implikace. Konkrétné méjme formuli predikatové logiky se dvémi volnymi
promnénymi f(z,y). Plati (Vz) 3y) f(z,y) < (Fy) (Vx) f(z,2)? Jako piiklad formule
f(z,y) uvazujte x < y.

7. Pro kazdé a € Z, b € N existuji jednoznacné urcena q,r € Z, 0 < r < b takova, ze plati
a = bq + r. Dokazte.



3 MnozZinova algebra a kartézské souciny mnozin

1. Urcete, ktera z téchto tvrzeni jsou pravdiva:

(a) {0} #0

(b) {0} € {0,{0}}
(c) {10}, 0}y # {0, {0}}
(d) {0,0} = {0}

(e) {0} ¢ {0,{{0}}}

(f) {{0}} € {{0}}

(g) {{03} € {{0}, {{0}}}
(h) {{0}} € {0,{0,{0}}}

2. Necht A, B, C jsou mnoziny. Urcete, kolik prvki ma dand mnozina. (Pozor, odpovédi se
mohou lisit v zavislosti na mnozinidch A, B, C'.)

(a) {{{0,0}},0,{{0}, {03}, {{0}}, {{0}, {0, 0}}}
(b) {4, B,C}

(c) {A,{B,C}}

(d) {A,{B},0}

3. Dokazte, ze pro libovolné mnoziny A,B,C' plati:

4. Rozhodnéte, zda pro libovolné mnoziny A,B,C plati:

(a) AN(B-C)=(ANnB)-C
(b) AU(B-C)=(AUB)-C
(¢c) ANCCB =
(ANB)UC=AN(BUC) < (ANB)UC=BN(AUQ))

5. Urcete, Cemu se rovna:

(a) N0
(b) U0
(c) U{0}



(d) NP(A)
(e) UP(A)
. Necht I, J jsou neprazdné indexové mnoziny a necht A, B; proi € I a C; pro j € J jsou
mnoziny. Dokazte, ze plati:
(@) ANUier Bi = Uie (AN B;)
(b) AU ﬂie[ B; = ﬂiEI(A U B;)
(¢) A=Nies Bi = U, (A= By)
)

(d) UBi+C)j)=U(B:iuC)) - NB:NCG)
el el el
jeJ jeJ JjeJ

. Necht I je neprazdné indexovd mnozina a necht A, B; pro i € I jsou mnoziny. Rozhodnéte,
ktery z nasledujicich vztahii je pravdivy:

(@) Mies(A+Bi)) CA+-Nie B
(b) A=+ Nic; Bi € Nics(A+ By)

. Urcete, pro které mnoziny A plati:

(a) A= {0} =ANn{0.{0},{{0}}}
(b) AulUA={0,{0}}

() UA={0,{0}}

d) Ua=NA

(e) UA=(N4)u{o}

. Nechf I zna¢i mnozinu vSech prvocisel. Pro kazdé prvoécislo p € P ozna¢me A, = {z €
N | (p| z)}. Dokazte, ze pak plati:

(a) UpEI A, =N-{1}
(b) MperAp =10
(c) je-li J # 0 libovolna koneénd mnozina prvocisel, pak [, ; Ay # 0.

~— ~— ~—— ~—

. Necht A, B, C, I a A; pro i € I jsou mnoziny. Dokazte, Ze plati:
()AX(BUC):(AXB)U(AXC)

(b) (A—B)xC=(AxC)—(BxC)

()AXU@A Uies (A x Ai)

(d) ANB=0 = (AxB)N(Bx A) =1

. Urcete, pro které mnoziny A, B a pro které systémy mnozin A;, i € I, plati:

(a) P(A—B) S P(A) - P(B)

(b) P(A—B) 2P(A) - P(B)
() ﬂleﬂ’( i) = P(Mies A)
(d) Uie; P(Ai) = P(Uie;, Ai)



Zobrazeni

. Najdéte vSechna zobrazeni mnoziny A = {1, 2,3} do mnoziny B = {i,a}. Najdéte vSechna
zobrazeni mnoziny B do mnoziny A. Které z nich jsou bijekce, injekce a surjekce?

. Urcete kolik je zobrazeni z kone¢né a-prvkové mnoziny A do konecné b-prvkové mnoziny
B. Rozhodnéte, zda je nékteré z nich injekce, surjekce, resp. bijekce.

. Pro které konecné mnoziny A

(a) existuje injektivni zobrazeni {0,1}4 — A x A,

(b) existuje surjektivni zobrazeni A x A — A4?
. Necht A, B jsou neprazdné mnoziny. Udejte podminku, ktera

(a) je nutné a neni dostatecnd,

(b) je dostateéna a neni nutnd,
pro to, aby zobrazeni f : A — B bylo surjektivni.

. Rozhodnéte zda nésledujici predpisy urcuji zobrazeni? V kladném ptipadé zjistéte, zda je
zobrazeni injektivni, prip. surjektivni.

(a) f:2Z—=]0,1], f(x) = [z],

Oproz =0

(b) f:7Z —{0,1,2}, f(x) =< 1lproz>1
2prox <2

(¢) f:7Z—{0,1,2}, f(x) = zbytek po déleni z : 3,

2 — 7, f(x

) = 3z,
:Z—N, f(x)=(z—1)*+1,
) =

ypokud (y —1)?+1=ux
0 jinak
f

((z,9)) = {z,y},
P(Z) — Ny, f(X) = pocet prvka X,
: P(N) = N, f(X) =minX.

f
f
f
[ N—=Z, f(z
[
f:

(h
(i

Upravte zadani predchozich prikladi tak, aby se odpovéd zménila; napf. zménte vychozi
mnozinu tak, aby zobrazeni bylo prosté, cilovou mnozinu nebo predpis tak, aby bylo
surjektivni a pod.

)
(2)
)
) f

. Najdéte a,b € Z tak, aby zobrazeni f : Z — Z definované predpisem f(z) = | %52 | bylo
injektivni nebo surjektivni. Zavorky | | znaci celou ¢ést.

. Pro bijektivni zobrazeni f,g : R — R, zadané vztahy f(z) = z — 2 a g(x) = 2z + 3,
najdéte piedpis pro fog, f~% g7t fog ! a pod. Jak se feSeni lisi, pokud mnozinu R
nahradime mnozinou Z.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Dokazte, ze nasledujici zobrazeni jsou bijektivni.

(a) f:NxN—=N, f(z,y) =212y — 1),

(b) fa,b[— R, f(z) = =2

Dejte predpis inverznich zobrazeni.

. Dokazte, ze nasledujici zobrazeni f, g jsou vzajemné inverzni zobrazeni (a tudiz bijekce).

[ N—=Z, f(z)=(-1)"|5],
g:Z—N,g(y) =2ly— 3|+ 3

Pro disjunktni mnoziny A a B dokazte, Ze zobrazeni f : P(AU B) — P(A) x P(B)
definované predpisem f(X) = (X N A, X N B) je bijekce. Najdete zobrazeni inverzni.

Dokazte, Ze pro libovolnou mnozinu A je zobrazeni f : P(A) — {0, 1}, které podmnoziné
B C A pritazuje charakteristickou funkci, bijektivni.

Piepiste zobrazeni z pifkladu 10 po ztotoznéni P(A) = {0, 1} a zobecnéte vysledek tak,
abyste dokéazali CAYF = C4 x CP pro libovolné mnoziny A, B, C, kde AN B = ().

Necht f: A — A je zobrazeni takové, Ze existuje n € N s vlastnosti f* = id4. Dokazte,
ze f je bijekce.

Pro zobrazeni f : A — B a g : B — C zjistéte, zda plati nasledujici ekvivalence. Az
zjistite, ze implikace obecné «— neplati, pozménte levou stranu tak, aby platila.

(a) f a g jsou injektivni «— g o f je injektivni,

(b) f a g jsou surjektivni «— go f je surjektivni.
Necht A # (). Dokazte, Ze pro jakékoliv zobrazeni f : A — B plati

(a) f je injektivni «— existuje zobrazeni g : B — A tak, ze go f = ida,
(b) f je surjektivni «— existuje zobrazeni h : B — A tak, ze f o h = idp.

Necht A je mnozina a f : A — A je zobrazeni, které neni identické. Dejte piiklad zobrazeni
g,h: A — A tak, aby platilo

(a) fog=gof,
(b) foh#hof.

Kazdé zobrazeni f : A — B idukuje pro libovolné C' zobrazeni F : A® — B¢ definované
vztahem F'(¢) = f o ¢. Dokazte, Ze f neni bijektivni nebo F' je bijektivni.



Relace na mnoziné, ekvivalence a rozklady mnozin
. Na mnoziné {0, 1} naleznéte vSechny relace (resp. uvedte jejich pocet), které jsou:

(a) reflexivni
(b) symetrické
(c) tranzitivni
(d)
)

d
(e
(

f) symetrické a antisymetrické

relace ekvivalence

symetrické a tranzitivni

Totéz v pripadé jednoprvkové a prazdné mnoziny.
. Na mnoziné {1, 2,3} naleznéte vSechny relace ekvivalence.

. Bud A = {1, 2,3}. Naleznéte:

(Relace i zobrazeni zadavejte vyétem prvki z mnoziny A x A.)

(a) zobrazeni f,g: A — A takové, ze fog # go f;
(b
(

) injektivni zobrazeni f : A — A, které neni reflexivni relaci;
(c) reflexivni relaci R na mnoziné A, kterd neni zobrazenim;

d
(e

zobrazeni [ : A — A, které je symetrickou relaci a pro néz f o f # f;
dvojici relaci R C S na mnoziné A takovych, ze R # S, R je zobrazeni a S je

tranzitivni relace.

. Bud' s : N — N zobrazeni dané pfedpisem s(n) =n+1, tj. s = {(n,n+1) | n € N}. Dale
definujme relaci R na mnoziné N takto R. = {(a,b) € Nx N | a < b}.
Naleznéte: (Relace i zobrazeni zadavejte vhodnym pfedpisem (tj. mnozinoveé), nikoli obrazkem.)

(a) symetrickou relaci R na mnoziné N takovou, ze R C R_;

(b) tranzitivni relaci R na mnoziné N takovou, ze s C R;

(c) relaci R na mnoziné N takovou, ze R C R a zarovenn Ro R # R;
(d) zobrazeni f: N — N takové, ze fos # so f;

(e) relaci R na mnoziné N, ktera neni zobrazeni, ale R o R zobrazeni je.
. Je dana relace p na mnoziné N. Rozhodnéte zda p je reflexivni, resp. symetricka, resp.
antisymetricka, resp. tranzitivni relace, je-li pro z,y € N:

) xpy <= x -y je liché &islo

) xpy <= z,y jsou nesoudélnd

(c) zpy<—=y=xVy=22Vy=3z

) zpy = |z —y|=3Va=y



6.

7.

10.

Je dana relace p na mnoziné Z. Rozhodnéte zda p je reflexivni, resp. symetricka, resp.
antisymetricka, resp. tranzitivni relace, je-li pro z,y € Z:

(a) rpy = #y

(b) zpy <= z sudé, y liché
(c) apy = a? =y

(d)
(e)
(f)

f) xpy <= 3|(x + 2y)

rpy < |z| <y
zpy <= x-y<0

(g) wpy <= |z| < |y

Je déana relace p na mnoziné P(A), kde A je neprdzdnad koneénd mnozina. Rozhodnéte
zda p je reflexivni, resp. symetricka, resp. antisymetricka, resp. tranzitivni relace, je-li pro

X,Y € P(A):

(a) XpY <= XUY =4

(b) XpY <= X =0VvX =4

(c) XpY <= XNY #10

(d) XpY <= mnoziny X,Y maji stejny pocet prvku

(Navod: uvédomte si, Ze v nékterych piipadech muze vySetfovana vlastnost zaviset na
po¢tu prvkd mnoziny A.)

. Na mnoziné M = {1,2,3,...,18,19,20} definujeme relaci p takto: xpy <= ¢isla =,y

maji stejny soucet cifer. Dokazte, Ze p je relaci ekvivalence na M a sestrojte rozklad M\p
(tj. rozklad mnoziny M pfislusny ekvivalenci p).

. Na mnoziné M je definovana relace p. Rozhodnéte, zda p je relaci ekvivalence na M, je-li

d) M =P(N); p={(4, B) € P(N) x P(N)

(A — B) je kone¢na mnozina}

() M =P(N); p={(A,B) € P(N) x ( )| (A= )Je kone¢nd mnozina} kde A + B

)
)
)MZR p={(z,y) eRxR ||z —y[ <1}
) |
) |
je Symetrlcky rozdil; tj. A~ B=(A—B)U(B - A)

Na mnoziné 7Z je definovana relace p. Dokazte, ze p je ekvialenci na Z a popiste rozklad
Z\p. Ptitom pro x,y € Z je:

a) zpy <= Ik €Z:y=1x+4k



11.

12.

13.

14.

15.

16.

Na mnoziné Z — {0} je relace p definovana vztahem zpy < = -y > 0. Dokazte, Ze p je
ekvialenci na Z — {0} a popiste rozklad (Z — {0})\p.

Na mnoziné R xR je definovana relace p. Dokazte, ze p je ekvivalenci na R xR a nacrtnéte,
jak vypada rozklad R x R\p (zde R x R chépeme jako mnozinu vSech bodi v roving).
Ptitom pro (x,y), (u,v) € R x R je:

(a) (z,y)p(u,v) =z —u=

(b) (z,y)p(u,v) <=y —v=2(z — u)

(©) (z,y)p(u,v) <= (v —u)(z +u) = (v-y)(v+y)
(d) (z,y)p(u,v) <= 2* +y* +rx+y=uv*+v>+u+v

Naleznéte jadra nasledujicich zobrazeni:
fiR > Z f(z) = 2]
[ R—=R, f(z) = |z

fZ—Z, f(
fZ—Z, f(

(a
(b
(c
(d

x) je zbytek po déleni ¢isla x Cislem n
z) =[]

Popiste prislusny rozklad.

Necht R, S jsou relace na mnoziné A. Dokazte, Ze pokud R, S jsou symetrické relace, pak
RN S je také symetricka relace.

Necht R, S jsou relace na mnoziné A. Rozhodnéte, zda plati:

(a) R, S reflexivni = R o S reflexivni;
(b) R,S symetrické = R o S symetrick;
(¢) R, S tranzitivni = Ro S tranzitivni;

Dokazte, ze pro libovolné relace R, Ri, Ro CAXx B, SC B x(C aT C(C x D plati:
(RFYHY =R
To(SoR)=(ToS)oR

SO(R1UR2):(SOR1)U(SOR2)
SO(RlﬂRz)g(SORl)ﬂ(SORg)
h) SORl—SORggSO(Rl—Rg)

Dokazte, ze v (e) a (h) obecné neplati rovnost. Zformulujte a dokazte vztahy (d) — (g)
pro libovolna sjednoceni resp. priniky.



17.

18.

19.

20.

21.

Udejte priklad relace na mnoziné N, ktera je:

symetricka, tranzitivni, ale neni reflexivni

symetrickd a soucasné antisymetricka

)
)
(c) neni symetrickd ani antisymetricka
) symetrickd a neni antisymetricka
) antisymetricka a neni symetricka
) reflexivni, tranzitivni, ale neni symetrickd ani antisymetricka

(g) tranzitivni, reflexivni a symetrickd, ale neniekvivalenci

Hledejte co mozné nejmensi (vzhledem k inkluzi) relace.

Necht A a B jsou mnoziny. Charakterizujte zobrazeni f : A — B, pro ktera plati:
(a) Jr=1ida
(b) f(A)=B

Je sjednoceni (resp. prunik) reflexivnich (resp. symetrickych, resp. tranzitivnich) relaci
reflexivni (resp. symetricka, resp. tranzitivni) relace? (Pouzivejte i ,mnozinové“ definice
danych vlastnosti; napf. relace S je tranzitivni, pokud So S C S.)

Necht o € A x A je libovolné relace na mnoziné A. Rozhodnéte, zda existuje nejmensi
(vzhledem k inkluzi) relace mezi vSemi relacemi § C A x A, a C (3 které jsou:

reflexivni

symetrické

tranzitivni

)

)

)

d) reflexivni a symetrické
) reflexivni a tranzitivni
) symetrické a tranzitivni
) relace ekvivalence

h) antisymetricka

Podobné rozhodnéte, zda existuje nejvétsi (vzhledem k inkluzi) relace mezi vSemi relacemi
s danou vlastnosti, které jsou obszeny v relaci a.

Relaci R C A x A nazyvame dichotomickou, pokud RU R™' = A x A. Rozhodnéte, zda
je kazda dichotomicka relace reflexivni.

Necht mnozina A mé n prvkia. Kolik je na mnoziné A relaci, které jsou:

(a) dichotomické

(b) symetrické a dichotomické

10



Rozhodnéte (dokazte nebo najdéte protipiiklad), zda plati nasledujici tvrzeni:
Jsou-li Ry, R, ..., R, reflexivni relace (n > 1), z nichz alespon jedna je dichotomicka,
pak je relace R, o R, 1 o---0o R; dichotomické. Plati opa¢na implikace?

22. Relaci R na mnoziné A nazyvame 3-tranzitivni, jestlize

Va,b,c,d € A: (((a,b) € RA(b,c) € RN (c,d) € R) = (a,d) € R).

Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni (tzn. tvrzeni dokaZte nebo naleznéte protipii-

klad):

(a) Kazda 3-tranzitivni relace je tranzitivni.

(b) Kazda tranzitivni relace je 3-tranzitivni.

Pokuste se diskutovat obecné vztah n-tranzitivity a m-tranzitivity.

6 Usporadané mnoziny

1. Rozhodnéte, zda jsou nésledujici relace usporadani, resp. linearni usporadani na N. V
pripadé kladné odpovédi naznacte hasseovsky diagram usporadané mnoziny (N, <).

2. Necht A je libovolnad mnozina. Dokazte, ze (P(A), C) je uspofadana mnozina. Sestrojte
Hasseovy diagramy v pripadé:

(a) A=10

(b) A ={a}

(c) A={a,b}
(d) A={a,b,c}

3. Popiste maximalni a minimalni prvky, resp. nejvétsi a nejmensi prvek mnoziny M s uspo-
radanim p.
(a) M= {a’a b, C}v p= {(av a’)? (bv b)? (Cv C)}
(b) M ={a,b,c}, p={(a,a),(b,b), (¢ ), (a,b), (b,c), (a,c)}
() M ={a,b,c d}, p={(a,a),(bb),(cc) (dd), (ab) (a c)}

11



(d) M =P({a.b}).p = C

4. Popiste maximalni a minimalni prvky, respektive nejvétsi a nejmensi prvek mnoziny, ktera
ma tento hasseovsky diagram:

5. Nakreslete hasseovské diagramy vsech usporadani na

(a) dvojprvkové mnoziné

(b) trojprvkové mnoziné.
6. Na mnoziné M = {1,2,3,4,5,6, 7} definujme relaci R tak, ze
(,y) € R<= (In e N)(y =n-x).

Dokazte, Ze R je usporadéani a sestrojte hasseovsky diagram mnoziny (M, R). Uvazujte
relaci R definovanou timto vztahem na mnoziné N a schematicky naznacte hasseovsky
diagram (N, R). Popiste maximélni, minimélni, nejvétsi a nejmensi prvky téchto mnozin.

7. V predchozich prikladech diskutujte existenci suprem a infim.
8. Na R definujme relaci R takto:
(,y) e R<= (FceR)(c>1Ac -z =y).
Dokazte, ze R je usporadani na R a naznacte hasseovsky diagram.
9. Nakreslete hasseovsky diagram

(a) Ctyfprvkové uspofaddné mnoziny, kterd ma pravé dva maximalni prvky a nemd
nejmensi prvek

(b) ¢&tyfprvkové usporddané mnoziny, v niz kazdy prvek je souc¢asné maximdlni i mini-
malni

(c) konecné usporadané mnoziny, kterd ma pravé tii minimalni prvky a zadny maximalni
prvek

10. Uvedte piiklad uspofadané mnoziny (M, <), kterd

(a) mé aspor dva maximalni prvky a aspon dva minimalni prvky
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11.

12.

13.

14.

15.

(b) mé pravé jeden maximalni prvek a nema nejvétsi prvek
(¢) mé pravé jeden nejmensi prvek a pravé t¥i minimélni

(d) obsahuje pravé dva nesrovnatelné prvky a neméd pfitom zadny maximalni prvek ani
minimalni prvek

(e) neobsahuje zadné rizné srovnatelné prvky

Necht I je nepréazdnd mnozina a R, Ry, Rs, R;,i € I jsou usporadani mnoziny M. Dokazte
nebo vyvratte nasledujici tvrzeni.

(
(

a) R7! je usporddani

(¢) MN;er Ri je usporadani

)

b) U,e; Ri je usporadani
)
) Ry o Ry je usporadani

(a1,b1) = (az,be) <= a1 < as A by C by. Dokazte, Ze =< je uspofadani mnoziny A x B.
(Hovofime o soucinu usporddanych mnzin.) Nakreslete hasseovsky diagram uspofa dani
=< mnoziny P({a,b}) x {1,2}, kde P({a, b} je usporadano inkluzi a {1,2} dle velikosti.
Rozhodnéte, zda plati, ze soucin Tetézcl je Tetézec. Zobecnéte definici uspotfadani < na
sou¢in kone¢né mnoha uspoiradanych mnozin a naznacte hasseovsky diagram.

Necht (A;, =;),i € I je systém usporddanych mnozin, které spliuji A; N Ay = 0 pro
J # k; j,k € 1. Definujme na | J,.; A; relaci < takto:

rRy<=(Fiel)z=;y).

Dokazte, Ze (|J;c; Ai, =) je uspofddand mnozina. Nakreslete hasseovsky diagram pro
(P({a,b}),Q)) a (N, <). Jak by vypadal hasseovsky diagram v obecném piipadé?

Necht (A, <) je uspofddand mnozina. Definujme relaci < na A x A takto:
(a,b) < (¢,d) <= a<cV(a=cANb=d).

Dokazte, ze < je usporadani. Rozhodnéte, kdy je linearni. Nakreslete hasseovsky dia-
gram pro mnozinu (P({a,b}), C). Zobecnéte tuto definici na koneény soucin libovolnych
uspofadanych mnozin. (Hovofime o lexikografickém soucinu.)

Rozhodnéte, ktera z nasledujicich zobrazeni jsou izotonni, respektive izomorfismy.
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16

(g) P({a,b}) — P({a,b,c}), X — X
(h) P({a,b}) — P({a,b,c}), X — X U{c}

. Najdéte vSechna izotonni zobrazeni mezi usporadanymi mnozinami s diagramy:

17. Najdéte vSechny automorfismy (izomorfismy do sebe) uspofddané mnoziny s timto dia-

18

19

20

21

gramem.

. Udejte ptiklad

(a) uspofddané mnoZiny a izotonniho bijektivniho zobrazeni mnoziny na sebe, jehoZ
inverze neni izotonni.

(b) automorfismu pétiprvkové mnozZiny na sebe, ktery ma pravé t¥i pevné body
. Najdéte viechna izotonni zobrazeni (Q, <) do ({0, 1}, <). Reknéte, ¢emu odpovidaji.

. Najdéte vSechny automorfismy w,w X w,Z,7Z x Z s obvyklym usporadanim.

7 Uplné svazy

. Rozhodnéte, které z téchto usporadanych mnozin jsou svazy.
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22. Urcete vSechny pétiprvkové svazy.

23. Rozhodnéte, zda nasledujici usporadané mnoziny (M, R) jsou svazy, respektive tplné
svazy.

(a) M =P({A}), A je libovolnd mnozina, R je C

(b) M je mnozina vSech otevienych intervali na redlné piimce spolecné s prazdnou
mnozinou, R je C

(c) A nekone¢nd, M je mnozina vSech koneénych podmnozin A, R je C

(d) M =P({A}) — {0}, A je libovolnd mnozina, R je C

() M =N,R je |

(f) M =w,R je |

(g) M=N,Rje <

(h) A nekone¢na, M je mnozina vSech podmnozin A s koneénym doplitkem, R je C

(i) M je mnozina vSech ekvivalenci na A, A je libovolna mnozina R je C

24. Dokazte, ze jsou-li (A, <) a (B, C) svazy, pak soudin uspofadanych mnozin A x B (defi-
novany v piikladu 12) je svaz.

25. Necht A je svaz. Dokazte, Ze pro libovolné a,b,c € A plati:

(a) (anb)V(bAc)V(cha)<(aVb)ADVc)A(cVa)
(b) a<c=aV(bAc)<(aVD) Ac
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Zakladni algebraické struktury

. Rozhodnéte, zda dany grupoid je pologrupa, zda obsahuje neutralni prvek, nulovy prvek,
zda je to grupa a zda je operace komutativni.

(a) Cela ¢isla s operaci s¢itani.

(b) Realna ¢isla s operaci nasobeni.

(c) Cela ¢isla s operaci odecitani.

(d) Pfirozena ¢isla s operaci nejvétsi spoleény délitel.

. Pro mnozinu X zna¢ime P(X) mnozinu vSech podmnozin mnoziny X. Pro néasledujici
operace urcete, zda grupoid P(X) je pologrupou, zda je operace komutativni a naleznéte
neutralni prvek.

(a) Prunik.

(b) Sjednoceni.

(¢) Mnozinovy rozdil. (Y —Z ={x €Y |x & Z})

(d) Symetricky rozdil. (Y +Z=(Y -2Z)U(Z-Y))

. Urcete, zda operace na tiiprvkové mnoziné {a, b, c} dana tabulkou je komutativni, asoci-
ativni a zda mé neutralni prvek.

[ofafb]c] [ofafb]c] [oflafb]c]
allblala allblala allalala
@) T Ta ) e e e To s
clalala clalcla cllelelec

. Uvazme na mnoziné P(X x X) vSech relaci na mnoziné X operaci o definovanou vztahem
pom={(z,y) e X x X |z € X :(x,2) € m,(2,y) € p}.

Ukazte, ze o je asociativni. Urcete neutralni a nulovy prvek. Rozhodnéte, zda (S, o0),
kde S = {p € P(X x X) | p symetrickd}, je grupoid. Rozhodnéte, zda (T, 0), kde
T ={peP(X x X) | p tranzitivni}, je grupoid.

. Pro mnozinu X ozna¢me T'(X) mnozinu vSech transformaci, tj. T(X) = {f : X — X},
a PT'(X) mnozinu vSech parcidlnich transformaci, tj.

PT(X)={pe X xX | Vo,y,z € X :xpy,xpz — y=z}.

Ukazte, ze (T'(X), o) resp. (PT(X), o), kde o je operace skladani zobrazeni, resp. skladani
relaci, jsou monoidy. Pro danou mnozinu transformaci (resp. parcidlnich transformaci)
urcete, zda spoletné s operaci skladani zobrazeni tvori grupoid, pologrupu, ¢i grupu.
(Pozor: odpovédi se mohou lisit v pfipadech kdy X je jednoprvkova, resp. konecna, resp.
nekonecna.)

(a) VsSechna injektivni zobrazeni.
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(b)
()

Vsechna surjektivni zobrazeni.

Vsechna bijektivni zobrazeni.

6. Uvazujme mnozinu O = {(a,b) | a,b € R,a < b} U {0} vSech omezenych otevienych
intervaltl redlnych ¢isel. Ukazte, ze prinik N je operaci na této mnoziné. Rozhodnéte, zda
je operace N asociativni a zda existuje neutralni a nulovy prvek. Je (O,N) grupa?

7. Rozhodnéte, zda dany grupoid (G, o) je grupa.

(a)

()

(d)
()

G je mnozina vsech nenulovych racionalnich cisel a operace o je dana predpisem
zoy=|z-yl

G je interval (0,1) a operace o je ddna pfedpisem x oy = x +y — [x + y|, kde [2]
znaci celou ¢ast z cisla z, tj. nejvetsi celé ¢islo mensi nebo rovno z.

G je mnozina vSech celych ¢isel a operace o je dana predpisem x oy = z + (—1)y.

G je mnozina vSech uspofadanych dvojic redlnych ¢isel, pricemz prvni z nich neni
0, tj. G = {(z,y) | z,y € R,z # 0} a operace o je ddna piredpisem (z,y) o (u,v) =
(xu, zv +y).

G je mnozina vSech komplexnich ¢isel, jejichz redlné i imaginarni ¢ast je celociselnd
a operace o je sc¢itani komplexnich cisel.
Dokazte, ze v libovolné grupé plati tzv. zakony o kraceni

ab=ac = b=rc, ba =ca — b=c.

Udejte piiklad (nekone¢né) pologrupy, kterd neni grupou, ale plati v ni zakony o
kraceni.

Udejte priklad tfiprvkového grupoidu, ktery neni grupou, ale plati v ném zakony o
kraceni. Ukazte, ze grupoid neni pologrupou.

Naleznéte vSechny tiiprvkové grupy.

Naleznéte vSechny ¢tyiprvkové grupy.

9. Pro dané mnoziny matic typu 2 krat 2 nad redlnymi ¢isly rozhodnéte, zda je scitani,
resp. nasobeni, matic operaci na této mnoziné. Pokud se jedna o operaci, zjistéte, zda je
operace asociativni ¢i komutativni, zda obsahuje neutralni prvek, a zda se jedna o grupu.

(a)
(b)
()
(d)
()

Mnozina vSech matic nad celymi ¢isly.

Mnozina vSech matic nad racionalnimi cisly.

Mnozina vSech regularnich matic nad racionalnimi ¢isly.

Mnozina vSech matic s nulou v levém dolnim rohu a s jednickami na hlavni diagonale.

Mnozina vSech regularnich matic nad celymi ¢isly.

Rozhodnéte, zda je danéd mnozina s operacemi s¢itani a nasobeni matic okruhem, oborem
integrity, ¢i télesem.
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

Uvazme nésledujici mnoziny racionalnich ¢isel:
m
A={T | mpeZ p#03tn}  B={g [ neN gez}

Rozhodnéte, zda (A, +,-) (resp. (B, +,)), kde operace + a - jsou obvyklé s¢itani a néso-
beni raciondlnich ¢isel, je okruh, pripadné obor integrity. Jde-li o okruh, urcete ke kterym
prvkim existuje inverze.

Urcete, zda je okruh (Zs,+,:) X (Zs3,+,-) oborem integrity. Je izomorfni s okruhem
(Zﬁ7 =+, )7
Dokazte, ze nésledujici zobrazeni jsou homomorfismy. Urcete jejich jadra a obrazy. (Zde
a,beR, neN.)
(a) Qo (Ra +) - (R+7 ')a a(a) 3¢
(b) B:(Z,+) — (C,-), B(n) ="
(©) 71 (C',) = (R*,), y(a+ bi) = V@ ¥ I

U kazdého z nésledujicich predpist (kde a,b € Z, p,q € Z — {0}) rozhodnéte, zda zadava
zobrazeni. Pokud ano, rozhodnéte, zda se jedna o homomorfismus ¢i dokonce izomorfismus

grup.

(a) a:(Zy,+) X (Zs, +) = (Z2,+), o(([a]4, [b]3)) = [6a + 4b]12
(b) B (Za,+) X (Z3, +) — (Z12,+), B(([a]4, [D]3)) = [a — blaa
(¢) v:(Q) = (Q"),v(p/a) = q/p
(d) 6 (Zis, +) = (Zs,+) x (Z3,+), 6([al15) = ([als, [als)
(e) €:(Za,+) x (Zs,+) — (Zno, +), €(([al2, [bl5)) = [a + bl1o
(f) ¢:(Zag,+) — (C,-), (([als) =
(8) n:(Zs,+) — (C,-), n(lals) =i
(h) 0:(Z,+) — (Zs,+), 0(a) = [|al]3

i)

Urcete jadra a obrazy homomorfismi z predchoziho prikladu.

Uvazme grupu (G, -) matic typu 3 krat 3 nad Z, které jsou v hornim trojihelnikovém
tvaru s jednickami na hlavni diagonale, tj.

b
G= cllabceZy ,
1

S O =
S = Q

kde - je ndsobeni matic. Definujme nyni zobrazeni f : (G, -) — (Z,+), které matici

1 a b
01 ¢
001

pritadi ¢islo a — ¢. Dokazte, ze zobrazeni f je homomorfismus grup.
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16.

17.

Uvazme zobrazeni f : C — R definované takto: f(a+bi) = a+b pro a,b € R. Rozhodnéte,
zda je f homomorfismus okruhu (C, +, ) do okruhu (R, +, ).

Bud Q(v3) = {a + bV/3 | a,b € Q}. Ukaite, ze (Q(v/3),+,-) je téleso. Dokaite, Ze
libovolny okruhovy homomorfismus « : Q(v/3) — C je identicky na mnoziné racionalnich
Gisel, tj. Vr € Q : a(r) = r. Popiste viechny okruhové homomorfismy o : Q(v/3) — C.
Které z nich jsou izomorfismy?

Kombinatorika

Bud n pfirozené ¢islo. Ctverec o strané n je rozdélen rovnobézkami se stranami na n?

jednotkovych ¢tverct. Kolik je v daném obrazci ¢tvercii.

. Kolika zpiisoby lze z uplného souboru domina (28 kostek) vybrat dvé tak, abychom je

mohli pfilozit k sobé (tedy aby se néjaky pocet ok vyskytoval zaroven na obou kostkéch)?
Na schtizi ma promluvit pét feéniku A, B, C, D, E' (kazdy pravé jednou).

(a) Urcete pocet vSech moznych potadi jejich vystoupeni.

(b) Urcete pocet vSech moznych potadi jejich vystoupeni, mé-li fe¢nik B promluvit
bezprostiedné po A.

(c) Urcete pocet vSech moznych pofadi jejich vystoupeni, mé-li feénik B promluvit az
poté, co promluvil fecnik A.
Kolik ¢tytcifernych pfirozenych cisel s navzajem riznymi ciframi lze sestavit z cifer
(a) 1,2,3,4
(b) 1,2,3,4,5,6
(¢) 0,1,2,3,4,5

Kolik z nich je sudych? Kolik z nich je délitelnych ¢tyimi?

.V roviné je dano 6 riiznych bodi, z nichz zadné tii nelezi v jedné pfimce. Kolik primek

tyto body urcuji.

Ze skupiny 7 chlapcti a 4 divek je tfeba vybrat Sesticlenné volejbalové druzstvo, v némz
musi byt aspon dvé divky. Kolika zptsoby to 1ze ucinit?

Kolik znacek Morseovy abecedy je mozné vytvorit, sestavujeme-li tecky a ¢arky do skupin
o jednom az ¢tyfech prvcich?

. Pro osm studenti je pripraveno v koleji ubytovani ve 3 pokojich, z nichz dva jsou trilaz-

kové, jeden dvoultzkovy. Kolik je zptisobt rozdéleni studentii do jednotlivych pokoju?

. Dokazte binomickou vétu: pro libovolné n € N, a,b € R plati

(a+b)" = zn: CL) aib"

1=0
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

Mezi 6 déti rozdélujeme 15 (stejnych) tenisovych mickt. Urdete pocet vSech moznych
rozdeéleni. Urcete pocet vSech rozdéleni, pii kterych kazdé dité dostane aspon jeden micek.

Pro libovolné pevné k,n € N urcete pocet vSech feSeni rovnice
1 +ZTog+ -+ xp=n
v mnoziné celych nezdpornych ¢isel (resp. v mnoziné ptirozenych cisel).
Pro libovolné pevné k,n € N urcete pocet vSech feSeni nerovnice
T1+ T+ +xp<n
v mnoziné celych nezdpornych ¢isel (resp. v mnoziné ptirozenych cisel).

Pro dana ¢isla n, k € N urcete pocet k-¢lennych posloupnosti celych ¢isel (aq,as. .., ay)
spliujicich podminku 1 < a; < ap < --- < ap < n.

Urcete pocet vSech kladnych délitelt prirozeného ¢isla n.

V oddéleni vyzkumného tstavu pracuje nékolik osob, z nichz kazdé znéa aspon jeden z
téchto tii svétovych jazyki — angli¢tinu, néméinu nebo francouzstinu. Sest osob ovlada
anglictinu, Sest némcinu a sedm francouzstinu, 4 osoby hovori anglicky i némecky, 3 osoby
némecky i francouzsky, 2 osoby francouzsky i anglicky, jeden pracovnik ovlada vsSechny
tfi uvedené jazyky.

(a) Kolik osob pracuje v oddéleni?

(b) Kolik z nich hovoii pouze anglicky?

(c¢) Kolik z nich hovoii pouze francouzsky?

Kolika zptsoby mizeme posadit do fady 3 Anglicany, 3 Francouze a 3 Némce tak, aby
zadni t1i krajané nesedéli vedle sebe.

Budte n a k pfirozend ¢isla takova, ze k& < n. Necht dédle A = {1,2,...,n}, B =
{1,2,...,k}. Urcete pocet vSech:

)
) podmnozin mnoziny A,

(c) zobrazeni mnoziny A do mnoziny B,

(d) bijekei A na sebe,
) injektivnich zobrazeni mnoziny B do mnoZiny A,
) surjektivnich zobrazeni mnoziny A na mnoZinu B,
) zobrazeni podmnoziny mnoziny A do mnoziny B,
)

izotonnich zobrazeni uspofddané mnoziny (A, <) do uspofddané mnoziny (B, <),
kde < je usporadani dle velikosti,

(i) relaci na mnoziné A,

20



(j) reflexivnich relaci na mnoziné A,
(k) symetrickych relaci na mnoziné A,

(1) antisymetrickych relaci na mnoziné A,

Vysledky:

1) Sor 2 = metlentl) oy 147, 3) 120, 24, 60; 4) 24, 360, 300; 12, 180, 156; 6, 96; 5)

15; 6) 371; 7) 30; 8) 560; 10) (%), (}); 11) ("I*7"), pro k < n: (}7}), jinak 0; 12) ("1%),
pro k < n: (}), jinak 0; 13) ("J“]’:_l); 14) Pokud n = pi* - p3?* - -pp* je jednoznacény rozklad
na prvodcinitele (tj. pi,...,pr jsou riznd prvocisla a ay,...,q, € N), pak pocet délitelu je

(a1 + 1) (ap+ 1) (ag +1); 15) 11, 1, 3; 16) 9! — (3) - 317! + (3) - (31)2 - 5! — (3!)* = 283824

21



