Princip indukce

. Ozna¢me sumu na levé strané L(n) a vyraz vpravo P(n).

1. Pro n = 1 tvrzen{ zfejmé plati (L(1) = 1* = 2 = P(1)).

2. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n (tj. L(n) = P(n)) a dokazujme, Ze poté plati i pro n + 1. Tzn.
chceme ukazat, ze L(n+ 1) = P(n+1).

Pocitejme: L(n + 1) = L(n) + (n+ 1)® = P(n) + (n + 1)? dle indukénfho predpokladu. Tedy L(n + 1) =
Pn) + (n 1) = S 4 (04 1)% = (0 122 = (4 1204925 = P 41).

. Podobné jako v pfedchozim:
1.Pron=1mame L(1) =18 =1 P(1)=12 =1

= 34 2
_ (nt+1)(n+6) _ (n+1)(n+6) _ n(ntl) (n+1)(n+6) _ n+1 n+6y _
2. Lin+1) = L(n) + 3 (na) — P(n) + ) (ntd) — ni3 + 3 (ndd) — nt3 (n + m) =
n n’+4ntn+6 _ n (n+2)(n+3) _ (n+1)(n+2) _
Tg'%_nﬁié' i = agd - = P+,
. 1 Pron:2mémeL(2):i,P(Q):%—%:l
2 Ln+1) = Lin)+ —L > Pn) 4ok o=@ _ 1 11 _n_ 51 _ 1 _ppyl)
’ (n+1)2 = (n+1)2 12 n+1 (n+1)2 12 (n+1)2 = 12 n+2 ’
nebot piedposledni nerovnost plyne z ﬁ > oy

. 1. Pro n = 6 méme L(6) = 26 = 64, P(6) = 7% = 49.
2. Lin+1) =2""1 =2.2" = 2.L(n) > 2-P(n) = 2(n+1)2 = 2n® + 4n + 2. Z druhé strany
P(n+1) = (n+2)% = n?+4n + 4. Protoze n? > 2, mame 2n2 + 4n + 2 > n? + 4n + 4 a tedy celkem
Lin+1)>2n2+4n+2>n>+4n+4=P(n+1).

. Ozna¢me A,, = r" + 7%, Mame ukéazat, ze pokud A € Z, paki A,, € Z, pro libovolné n € N. To dokézeme
indukci vzhledem k n.

1. Pron =1 mame A; € Z.

2. Predpokladdme, ze Ay € Z pro vSechna k < n a chceme ukazat, ze A,11 € Z. Proto se pokusime
vyjadiit A, 41 pomoci Ay pro k < n+ 1.

Snadno se presvéd¢éime, Ze plati A,+1 = A1 A, — A,,—1. Dle indukéniho predpokladu 4; € Z, A,—1 € Z a
A, € Z, proto i An—i—l =A1A, —A,_1 €.

. Indukci vzhledem k poc¢tu vrcholi.

1. Pro n = 3 plati. 2. Necht tvrzeni plati pro n a ukazme, Ze pak plati i pro n + 1. Uvazujme tedy
konvexni (n + 1)-thelnik A1 A5 ... A, 11. Rozdélme jej nyni thloptickou A; A, na n-thelnik A1A4,... A,
a trojuhelnik A; A, A, 1. Soucet vnitinich thld v n-thelniku A3 A; ... A, je dle indukéniho pfedpokladu
7 - (n — 2) a soudet vnitinich Ghlt v trojihelniku A; A4, 4,11 je m. Celkem je tedy soucet vnitinich uhld v
(n + 1)-thelniku A1 As ... A,1q Toven 7 - (n — 1), coz jsme méli dokazat.

. Dokazeme silnéjsi tvrzeni o nesousednich vrcholech.

1. Pro n = 4 evidentné plati.

2. Necht mame (n + 1)-thelnik A; As ... A, 41 a pfedpokladame, Ze tvrzeni plati pro libovolny k-thelnik,
kde £ < n.

Uvazme nékterou thlopficku v (n + 1)-thelniku A; Ay ... 4,11 (pokud tam, Zddna neni, tvrzeni plati).
Tato thlopricka, napi A;A; rozdéli (n + 1)-thelnik na dva mnohotuhelniky s mensim poétem vrchola kde
A;A; je stranou. Ukazeme, Ze v obou existuje vrchol, rizny od A; i A; z néhoz nevychézi zddna thlopficka.
Pokud je timto ,mensim“ mnohothelnikem trojihelnik, pak je hledanym vrcholem t¥eti vrchol (rizny od
A; a A;). Pokud je ,mensim“ mnohothelnikem k-thelnik, kde 4 < k < n, pak mtizeme vyuzit indukéniho
predpokladu. Existuji zde tedy dva nesousedni vrcholy, z nichz nevychazi zadna thlopficka. Protoze jsou
nesousedni, je alesponi jeden z nich riizny od A; i A;. V obou ,,mensich“ mnohotihelnicich jsme nasli jeden
vrchol, z néhoz nevychdzi zadnd thlopiicka. A tyto dva vrcholy jsou nesousedni, nebot jsou ,,oddéleny*
flhlopfiékou AZAJ

. Oznaéme A,, = [" - cosn7y. Dle ndvodu mame cosny + cos(n — 2)y = 2cos(n — 1)ycos~, z ¢ehoz po
pronéasobeni [ dostaneme A, + 1% A,_» =24, _14;.

1. Pron =1 plati A; € Z.

2. Pokud Ay, A, _s, A,_1 € Z pak dle predchoziho vztahu i A,, € Z.
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Indukci vzhledem k m - n.

1. Pro 1 x 1 plati.

2. Pokud méme tabulku m x n pak po prvnim rozlomeni dostaneme dvé mensi tabulky, a to bud m; X n,
mg X n, kde m1; + mg = m, nebo m X ny, m X nay, kde ni; + no = n. Pouzitim indukéniho predpokladu
dostaneme celkovy pocet lamani jako 14 (my-n—1) + (ma-n—1) = (my +msg) -n — 1 v prvnim piipadé
a podobné m - (ny 4+ ny) — 1 ve druhém.

Logika a prirozena cisla

. Tabulkou...

Pokud hleddme formuli, jejiz sloupec v tabulce pravdivostnich hodnot mé v prvnim fadku 1 a ve zbylych
0, pak snadno nahlédneme, Ze takovou formuli je A A B A C.

Podobné, pokud hleddme formuli, jejiz sloupec v tabulce pravdivostnich hodnot obsahuje pravé jednu 1
(napf. v Sestém Fadku), pak lze uvazovat konjunkei pfislusnych atomickych vyroku (tj. napi. ~AABA-C).
V nasem pfipadé je ve sloupci 1 vicekrat, takze jej budeme uvazovat jako disjunkci pfislusnych sloupct s
jednou 1. Tzn. hledanym vyrokem je napi. (AABAC)V (mAABA-C).

7 popsaného je ziejmé, ze takto lze postupovat pro libovolny sloupec.

(a) Pro C nedavé smysl, neb neméame <.
V R plati; takovym z je napfriklad %
V Z ani N neplati; napf. pro x = 1, y = 2 takové z neexistuje.
(b) V N neplati; napi. pro = 4, y = 1 takové z € N neexistuje.
V R, Ci Z plati; takovym z je vzdy y — z.
(c) Formule fik4, Ze existuje nejmensi prvek z.
Pro C nedéava smysl.

V N je takovym prvkem 1.
V R a Z neplati.
(d) Formule fik4, Ze existuje nevétsi spole¢ny délitel z dvou €isel z,y. To plati v N i Z.
Formule je pravdiva taktéz i v R i C, protoze zde se navzajem déli vSechna nenulova ¢isla a cokoli
déli nulu. Proto zde lze za nevétsiho spoleéného délitele brat 1 nebo 0.

(e) Formule vyjadiuje existenci ,nulového prvku“. Cislo 0 je takové x, a formule je tedy splnéna v C, R
a Z a neni splnéna v N.

(a) Bx)Fy)(x <y A (V2)(—(z < 2) V(2 < y)). Odpoved (Fz)(Fy)(z < y A (V2)(z < 2 Vy < z)) neni
zcela spravna, protoze o relaci < nevime, ze se jedna o ,usporadani podle velikosti“ i kdyz v tomto
piiklad€ jsme ji tak interpretovali.
) (Gr)(Fy)(Vz)(x + 2 # y)
(¢) (V2)(Fz)(—(z < z)). Komentaf viz a).
(d) (B2)(3Fy)(Vz)(zle A zly A (Fu)(ulz A uly A =(ul2)))
) (Vo) E)(y+xFyVatyF#y)
)

Nejdfive vytvorime formuli, ktera o p ¥ika, zZe je prvocislo. Dle definice je p prvocislo pravé tehdy, kdyz
nen{ 1 a ma pouze trividlni délitele (1 a sebe sama). Formuli: Pro(p) = (p 1) A (Va)(z|p = (z =
1V x = p)). Hledana formule tedy je, ze kazdé ¢islo je délitelné prvocislem: (Vy)(3p)(Prv(p) A ply)
tzn. jde o formuli (Vy)(3p)((p ) A (Vz)(zlp = (x =1V z =p)) Aply).

V N to neplati. Cislo 1 neni délitelné prvoéislem.

(b) Podobné jako u nejvétsiho spoleéného délitele.
(Vz)3y) f(z,y) = (By)(Vz)f(x, z) neplati; stadi vzit piiklad, ktery byl jiz diive: (Va)(3y)(z < y) plati

napf. v N, ale (y)(Vz)(z < y) v N neplati, nebot zde neni nejvétsi prvek.
(y)(vz)f(z,2) = (V2)(3y)f(2,y) plati.
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7. Uvazujme mnozinu {a — bz > 0|z € Z} a vezméme jeji nejmensi prvek a — by. Takovy prvek jisté existuje,

1.
2.

protoze se jedna o neprazdnou podmnozinu pfirozenych cisel.

Pokud by b < a — by, ode¢tenim b od obou stran nerovnosti dostaneme 0 < a — b(y + 1), ale protoze
a—b(y+1) <a— by jsme ve sporu s tim, ze a — by je nejmensi.

Dostavame tedy, ze 0 < a — by < b a hledana ¢isla jsou q := y, r := a — by.

Zbyvé dokazat jednoznacnost. M&jme a = bgy +r1 = bga + r2 . Odectenim dostaneme b(q; — g2) = ro — 1.
Protoze —b < ro —r; < b, mame r, — r; = 0. Konecné protoze b # 0, plati ¢ — ¢o = 0. Tim je véta
dokazana.

Mnozinova algebra a kartézské souc¢iny mnozin
(a) ano (b) ano (c¢) ne (d) ano (e) ano (f) ne (g) ano (h) ne

(a) 2

(b) 1 pokud A = B =C}; 2 pokud A= B # C nebo A =C # B nebo A # B = (), 3 jinak;

(¢) 1 pokud A ={B,C}, 2 jinak;
)
)

(d) 2 pokud A = () nebo A = {B}, 3 jinak (vzdy {B} # 0).
(a) Pro libovolné x plati:

re(A-(A-B)) <

re€ANz ¢ (A-B) S

re€AN-(x € ANz ¢ B) &
r€AN(r ¢ AVz e B) &
(reANz g A)V(zre ANz eB)&

reANB

a

(b) Pro libovolné x plati:
r€(A-B)U(B—-A)U(ANB) &
re€(A-—B)Vze(B-A)Vze(ANB)&

(re ANz ¢ B)V(reBANx ¢ A)V(recANzeB) &
(reAN(z¢BAzeB)V(reBAz ¢ A) &
re€AV(reBANr ¢ A&
(xeAvzeB)AN(ze AV ¢ A) &

x € (ANB)

(¢) Pro libovolné x plati:
reA—(BNC) &
reANz ¢ (BNC) &
r€AN-(xeBAzel)&
r€AN(r ¢ BVzr ¢ ()
(xreANz ¢ B)V(zre ANz ¢ ()&
ze(A-B)Vaze(A-0C) &
ze€(A-B)U(A-0C)

(d) Po nakresleni diagramu zjistime, Ze prvek by mél byt v danych mnozindch pravé tehdy, kdyz je ve
vSech tfech mnozindch A, B, C nebo pravé v jedné z nich. Tento fakt bychom méli ovéfit formalné.
Pro libovolné z plati:
reA+(B+0)&
re[(A-(B+-C)U((B+C)—-A)] <
ze(A—(B+C)vVee((B+C)—A) &

(reANz ¢ (B+C))V(ze(B+C)rx ¢ A)
Snadnose ovéiiz ¢ B+~ C < (x€BAzeC)V(x¢ BAzx ¢ C).
Podobné z e B+C <= (x€ BAz ¢ C)V(z¢ BAz e C).



(b)
(c)

Tedy

reA+(B+0)&

(reANz ¢ (B+C) V(¢ ANz e (B+C)) &

(re ANz e Bhx e C)V(z € ANe ¢ BAx ¢ O)V (v ¢ ANz € BAx ¢ C)V(z ¢ ANz ¢ BAx € O).
Coz je fakt, ktery jsme chtéli ovéFit. Vypocet pro z € (A + B) + C je podobny.

»=" Necht , AN B C C. Dokazujeme AN (B — C) = {).

Sporem. x € AN(B—-C)=z2xcANzeB-C=2xc ANz eBAz¢C=>axc ANBAz ¢C.
Spor.

»<=“ Bud AN (B — C) = 0. Dokazujeme AN B C C. Sporem. Necht , z € AN B a zaroven = ¢ C.
Potom x € ANz € B, vzhledem k « ¢ C také x € B — C a proto x € a N (B — C); spor.

Bud A C C. DokéZeme ekvivalenci.

»="“ Necht A C B. Ukdzeme, 72e C — B C C — A.

Bud x € C — B, pak z € C Az ¢ B. Protoze A C B dostavame i « ¢ A. Tedy z € C Az ¢ A, tj.
reC—A.

»<=“ Necht C — B C C — A. Ukézeme, ze A C B.

Sporem. Bud x € A takovy, Ze ¢ B. Protoze A C C, mame = € C a tedy i x € C — B. Odtud
(vzhledem k pfedpokladu C' — B C C' — A) dostaneme 2 € C' — A, coZ je spor s pfedpokladem z € A.

Ano.

Pro libovolné x plati:

reAN(B-C) <

reANreB-(C =
re€ANrEBAN2¢(C —
re€ANBAz ¢ (C —

ze(ANB)-C.

Ne. Staci vzit A = B = C nepriazdnou mnozinu.
Ne. Staci vzit A =0, B=C.

5. 0v (a) - (d); Av (e).

6.

(a)

Pro libovolné z plati:

re ANU;e; Bi <=
re€ANT €U Bi &
r€ANGFiel)(veB;) <
(Fiel)(re ANz e B;) &
(Fiel(ze ANB) &
S UieI(AmBi)

Pro libovolné x plati:

S AUﬂieIBi —
rcAVr e Bi &

zxe AV (Miel)(x € B;) &
Miel)(re AV e B;) &
(Viel)(x € AUB;) &

z € (Ve (AU B;)

Pro libovolné x plati:

r€A— e Bi =
rcANT ¢ ey Bi &

r e AN(z €Nep Bi) &
e AN-(Viel)(x € By)) <
r€ANGFiel)(z ¢ B;) <
Fiel)zc ANz ¢ B;) &
Fie)(reA-B) <

z € Uie,(A = Bi)



(d) ,C* Pro libovolné x plati:
erieI(Bi+C») =
(EIZGI)(EI]EJ)(J:GB C;) =
(FelFjeJ)((xeBANEC)V(x ¢ Bihne () =
(x € Ujes Bi UU]GJC YA (@ & Nier Bi mﬂyeJC ) =
N

e UBiuC)rz¢ N(BiNC;) =
i€l el
jeJ jeJ
zve UBiuC;) - NBinG)
el el
jeJ jeJ
,2“ Necht x € U (Bl UCj) — ﬂ (BZ' n Cj), tedy z € U (BZ' U Cj) Nx ¢ ﬂ (Bz ﬂCj).
i€l i€l i€l i€l

JjeJ JjeJ JEJ jEJ
Zvolme iy € I, jo € J pevné. Pokud z € B;, + C}, pak = € Uzej (B; +~Cy).

Predpokladejme tedy, ze « ¢ B;, + Cj,. Tudiz bud = ¢ B;, U C nebo x € B;, N C},. Rozlisme obé
moznosti.
V prvnim p¥ipadé vime, ze z € |J (B; U C;) a tedy bud existuje ¢ € I takové, ze x € B;, potom
=
jer
ovsem z € B; + Cj,, nebo existuje j € J takové, ze x € Cj, potom oviem z € B;, = C;. Vidy tedy
T e Uz€5(Bz - CJ)
Jje
V druhém ptipadé, tj. x € B;, N Cj,, vime, ze x ¢ () (B; N C;). Tedy bud existuje i € I takové, ze
il
jer
x ¢ B;, potom oviem z € B;+Cj, nebo existuje j € J takové, ze « ¢ C;, potom oviem « € B;, +C;.
Ve vsech pripadech jsme tedy dostali x € Jicr (B; + C;) a inkluze je dokazana.
jeJ

7. Pokud je I jednoprvkovéa obé tvrzeni ziejmé plati. Necht déle I obsahuje aspon dva prvky.

(a) Plati.
Necht x € (),c;(A + B;). Pak pro kazdé i € I plati # € A+ By, tzn. bud v € ANz §ZB nebo
rg€ ANx € B Rozlisime dva pifpady * € A a 2 ¢ A a v obou ukdzeme, ze v € A+ (;c; Bi
Necht nejd¥ive € A. Pak podle ptedchoziho 2 ¢ B; (pro libovolné i € I) atedy x € AAx & ﬂ
Odtud x € A + ﬂlel
Predpokladejme nyni, Ze ¢ A. Pak podle predchoziho x € B; pro libovolnéi € [ atedy x & AAx €
Nic; Bi- Odtud opét x € A ()

(b) Neplati.
Sta¢i vzit j € I pevné a uvazit: A = Bj # () = 0 pro i # j. Potom (,c; B; = 0 a tedy
A+(N;e; Bi = A, pficemz A+~ B; = a ted Nic ( Bi) = (). Uvédomme si, ze predpoklad I # {j}
jsme skuténé v tomto prikladu vyuzﬂl

’LGI

zEI

9. Uvédomme si, Zze mnozina A, je mnozina ¢isel, kterd maji v rozkladu na prvocinitele prvocislo p.

(a) ,C“ Ziejmé A, C N— {1} a tedy plati i ,c; 4p € N~ {1}. ,0“ Libovolné piirozené ¢islo n, které
je ruzné od 1, je délitelné néjakym prvoc1slem p aproton € A,. Odtud N — {1} C Upel

(b) Sporem. Necht z € ﬂpé] A,. Pak existuje prvocislo p > z, coz je spor s pfedpokladem z € Ap.

(¢) Bud J neprazdné, koneénd podmnozina I. Tj. J = {p;,,pi,--.,0i, }- Potom n = p;, - piy - pip, €
mpeJ Ap'
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11.

(a) ,C“ Necht x € A x (BUC), pak z = (y,2), kde y € A,z € BUC. Proto z € BV z € C. Tudiz
(y,2) € AXx BV (y,2) € Ax C. Odtud =z = (y,2) € (A x B)U (A x C).
»2“ Necht 2(Ax B)U(AxC). Potomz € Ax BVx € AxC, tedy = (a,b), kde a € A, b € B, nebo
x=(k,l),kde k € A,l € C. Protoze b € BUC al € BUC v obou pfipadech mame z € A x (BUC).

(b) ,C“ Necht z € (A— B) x C, pak x = (y,2), kde y € A— B,z € C. Protoy € ANy ¢ B. Odtud
(y,2) € Ax C ale (y,2) ¢ B x C. Celkem tedy x = (y,2) € (A x C) — (B x C).

»2“ Necht z € (AxC)—(BxC).Potomz € (AxC)Az ¢ (BxC). Tedy . = (y,2),kdey € A,z € C.
Pokud by y € B, pak z = (y,2) € (B x C), coz je spor, a tedy y ¢ B. Proto y € A — B a tedy i
x=(y,z)€ (A—B) xC.

(¢) ,C“ Necht 2 € A x ;e Ai, pak = (y,2), kdey € A,z € J
z € Ajaprotox = (y,2) € Ax A;. Odtud = € J;c (A x 4;).
»2“ Necht = € J;c;(A x A;). Potom existuje j € I takové, ze x € A x A;. Tudiz x = (y,2), kde
ye A ze Aj Odtud z € {J,; Ai a celkem x = (y, )€A><U7€I

(d) Sporem. Nechf z € (A x B)N (B x A). Potom z € (A x B) Az € (B x A). Proto z = (a,b), kde
a € Abe B azarovenl x = (y,z), kde y € B,z € A. Protoze © = (a,b) = (y, z) dostavame a =y (a
b=2z).Oviem a € A, y € B atedy a € AN B, coz je spor s predpokladem AN B = (.

ser Ai- Existuje tedy j € I takové, ze

(a) Inkluze neni splnéna nikdy.

Ziejmé () € P(A — B), ale protoze () € P(A) a § € P(B) tak ) ¢ P(A) — P(B).
(b) 1. Pokud A C B potom P(A) C P(B), tedy P(A) —P(B)=0CP(A—B) 2
2. Pokud AN B = () potom A— B = A a tedy P(A) — P(B) C P(4) =P(A - B)

3. V ostatnich pfipadech neplati.
Podminka A ¢ B znamen4 existenci prvku a € A, a ¢ B. Podminka A N B # () znamena existenci
prvku b € A, b € B. Nyni {a,b} £ A— B nebot b ¢ A — B. Na druhou stranu {a,b} C A, {a,b} £ B
a tedy {a,b} € P(A), {a,b} ¢ P(B), celkem {a,b} € P(A) — P(B).
(c) Pokud I =0, potom (\;c; Ai =0, P(N;e; Ai) = {0}, Nies P(A
Pokud I # (), pak rovnost plati. Ditkaz:
Pro libovolné X palati:
X €Nie; P(Ai) =
(Viel)(X e P(4;) <~
Viel)(X C4;) <
X CigrAi =
X € P(Ner Ai)-
(d) Pokud I =0, potom (J,c; Ai =0, P(U,c; Ai) = {0}, U;c; P(A;) = 0 a rovnost neplati.
i)

;) = 0 a rovnost neplati.

Predpokladejme, ze rovnost plati a oznacme A = [J,.; A;. Protoze A € P(A) dostdvidme A €

Ule] P(A Tzn. Pro libovolné i € I plati A; C U,c; A =
ACA;.

Naopak, pokud existuje j € I tak, Ze pro libovolné i € I plati A; C A;, pak zfejmé P(A

a tedy (J;c; P(As) = P(A;); na druhou stranu | J;.; A; = A; a tedy rovnost plati.

Ukézali jsme, Ze rovnost plati pro systémy, které spliiuji podminku (37 € (Vi € I)(A; C A)).

Poznamenejme, ze tato podminka zahrnuje i pfipad jednoprvkové mnoziny I.

i) Existuje tedy 7 € I tak, ze A € P(A

i) € P(4;)

4 Zobrazeni

L) = f2) = f3) = a g(a) = g(i) = 1

7(1) = £(2) = 7(3) = i 9(a) = gi) =2

7(1) = 1(2) = a, (3) = i; surjekee 9(a) = g(i) = 3
f(1) = f(3) = a, f(2) = i; surjekee g(a) =1, g(i) = 2; injekce
f(2) = f(3) = a, f(1) = i; surjekee g(a) =1, g(i) = 3; injekce
f(1) = f(2) =1, f(3) = a; surjekee g(a) =2, g(i) = 3; injekce
f(1) = f(3) =14, f(2) = a; surjekce g(a) =2, g(i) = 1; injekce
f(2) = f(3) =14, f(1) = a; surjekce g(a) =3, g(i) = 1; injekce
g(a) =3, g(i) = 2; injekce



4.

6.

Pocet vSech zobrazeni je b°.

Injektivni zobrazeni existuje pravé tehdy, kdyz a < b.
Surjektivni zobrazeni existuje pravé tehdy, kdyz a > b.
Bijektivni zobrazeni existuje pravé tehdy, kdyz a = b.

Pro n-prvkovou mnozinu A mé mnozina {0, 1} pravé 2" prvki a mnozina A x A ma n? prvki. Pron > 6
plati 2" > (n + 1)? > n? dle piikladu z kapitoly o indukci. My vSak chceme aby 2" < n? a tedy v (a) i
(b) je odpovéd n € {2,3,4}.

(a) napf. (3b € B)(Ja € A)(f(a) = D).

(b) napt. A =1{1,2}, B ={a}.

)

(a) neni zobrazeni; f(2) = |2| €]0, 1.

(b) neni zobrazeni; f(0) neni uréeno jednozna¢né
(c) je zobrazeni, surjekce, neni injekce; f(3) = f(0).
(d) je zobrazeni, injekce, neni surjekce; 1 ¢ Im(f).

(e) je zobrazeni, neni injekce ani surjekce; f(0) = f(2), 3 ¢ Im(f).
(

(g) je zobrazeni, neni injekce ani surjekce; f((1,3)) = f((3,1)), @ & Im(f).
(

)
)
f) neni zobrazeni; f(2) neni uréeno jednozna¢né.
)
h) neni zobrazeni; f(Z) neni urceno.

)

(i) neni zobrazeni; f(0) neni urceno.

Napriklad je-li a =4 A b= 0, jde o injektivni zobrazeni, je-li a = 1 A b = 0, jde o surjektivni zobrazeni.

T fog=2u+1, [ @) =a+2 g @) =53, gof=2 -1, fog =% -T gof =2w+7

8.

1

Pfi nahrazeni mnoziny R mnozinou Z se vysledné pfedpisy nezméni, pouze zobrzeni g~ nebude existovat.

(a) Injektivita:
Dokézeme, ze f((x1,41)) = f((z2,12)) = (x1,y1) = (z2,2); tj.

27 2y — 1) =277 2y — 1) = (z1, 1) = (22, y2).

Z jednoznac¢ného rozkladu na prvoéinitele mame (vzhledem k tomu, ze 2*~! je mocnina 2 a 2y — 1 je
liché ¢islo)
272y — 1) =277 (2 — 1) = 27 =277 2yy — 1 =2y — 1.
Odtud =1 = 2, y1 = Y2, coz jsme méli ukizat.
Surjektivita:
Dokézeme, Ze pro kazdé n € N existuje dvojice (r,y) € N x N tak, ze n = 2*71(2y — 1).
1=2%(2-1-1), tedy f((1,1)) =1
Libovolné pfirozené ¢islo n (dle jednoznacénosti rozkladu na prvoéinitele) zapsat ve tvaru n = 2% - [,
kde k € Ny, I € N liché. Potom f((k + 1,51)) = n, pficemz (I + 1, %%) € Nx N.
Inverze: Dle druhé ¢asti diikazu f~! : N — N x N je dano predpisem f~1(n) = (k + 1, gj‘—ff), kde
k € N je nejvétsi ¢islo s vlastnosti 2%|n.
(b) Injektivita:
Dokazeme, ze f(x1) = f(z2) = @1 = 22; tj.

r1 —a o —a

= = T = Ta.
b—xq b—xo ! 2

Pokud jsou zlomky nalevo rovny, pak prondsobenim a tipravou dostaneme (a — b)x; = (a — b)x2, coz

vzhledem k a < b dava pozadované.

Surjektivita:

Dokéazeme, ze pro kazdé y € RT existuje = €]a, b[ tak, ze y = $=2. Vyjadienim x:
yb+a
xTr =
1+y



10.

11.

12.

13.

(Vzhledem k y € R™ lze provést déleni kladnym &islem y + 1.) Zbyva ovétit, Ze = €]a, b[:

b_yb—l—b yb+a ya+a
14y T 14y 1+y

yb+a

Inverze: Dle druhé ¢asti diikazu f~!: R* —]a, b[ je ddno predpisem f~1(y) = et

Spocitame kompozice:

1. (go f)(xz) = g(f(x)) = g((=1)*[5]). Pro pfehlednost rozlisme dva piipady: = sudé nebo liché.

Tedy pro z sudé, tj. = 2a, kde a € N, mdme |[%] = a. Proto (go f)(z) = g((—=1)**a) = g(a) =
2la—i+3=20a-3)+3i=2a=uz.

Pro z liché, tj. = 2a + 1, kde a € Ny, mame [£]| = a. Proto (g o f)(z) = g((—1)***'a) = g(—a) =
2l —a—l+3=2(a+3)+3=2a+1==z V obou piipadech tedy (go f)(z) = x a proto g o f = idy.
2. (fog)(w) = fl9(y)) = f(2ly — 3| + ). Pro prehlednost rozlisme dva piipady: y > 1 nebo y < 0.

Tedy pro y > 1, mme 2|y — | + 3 =2y a tedy (f o 9)(y) = f(2y) = (-1 [F] = v.

Proy < 0, mdme 2y — 3|+ 3 = 2y + 1 a tedy (fog)(y) = f(—2y+ 1) = (—1)"2H |2 =
(-1)|[-y+ 3] =(-1) - (—y) = y. V obou piipadech tedy (f o g)(y) =y a proto f o g = idy.

Injektivita. Dokdzeme, ze f(X) = f(Y) = X =Y. Plati
J(X)= (XNAXNB), f(¥)= (YN AYNB),

tj.pro X, Y C AUBplati XNA=YNA A XNB =YNB. Odtud X = Y; skutecéné, pokud z € X C AUB,
pak bud © € A nebo x € B, proto v prvnim piipadé t € XNA=YNA = z €Y a podobné v druhém
pifipade e XNB=YNB = z €Y, tzn. X CY a pro opacnou inkluzi stac¢i zaménit X a Y.
Surjektivita:

Dokéazeme, ze pro kazdé dvé mnoZiny A; C A, B; C B existuje mnozina X C AU B takovi,ze f(X) =
(Al, Bl) Staci pOlOilt X = A1 U Bl.

Zobrazeni inverzni k f:

f~t: P(A)x P(B) — P(AUB), f'(A,B)=AUB

Injektivita: Dokazeme, ze f(B) = f(C) = B = C, kde B,C C A. Rovnost f(B) = f(C) znamen4, Ze
mnozindm B a C je pfifazena stejné charakteristickd funkce ¢ : A — {0,1}, vztahem x € B <— ¢(x) =
1 < z€C,tedy B=C.

Surjektivita: DokéZzeme, Ze pro kazdé zobrazeni ¢ : A — {0,1} existuje B C A tak, ze f(B) = ¢. Pro
zobrazeni ¢ je hledanou mnozinou B = {z € A|p(z) = 1}.

Bud f: P(AU B) — P(A) x P(B) z ptikladu 10. Dale zna¢me ¥4 : P(A) — {0,1}4 pfifezeni charakte-
ristické funkce. A konecné p; : P(A) x P(B) — P(A), p2 : P(A) x P(B) — P(B) projekce.
Pak hleddme F : {0, 1}4Y5 — {0,1}4 x {0, 1}? odpovidajici zobrazeni f. Tj.

F()=(Taopiofo¥ lp(p), ¥popyofolyls(p)).

Tedy pro ¢ : AUB — {0,1} je ¥} 5(¢) = {z € AUB | p(z) = 1}, dale pyo fo U 5(p) = {z € AUB |
o) =1}NA={z € A|p(x)=1}. Odtud ¥4 0p; 0 fol L (¢) = p|a. Celkem F(p) = (p|a,¢|p)-

Zobecnénim dostavame zobrazeni F : CAYE — CA x CB| F(p) = (¢|a, ¢|B) viz skripta.

Injektivita:

DokéZeme, Ze f(x1) = f(z2) = 1 = 2. pro libovolné dva prvky z1, x4 € A.

Pokud na prvek f(z1) = f(x2) aplikujeme zobrazeni f"~! dostaneme f"(x1) = f"(x2), tedy ida(x1) =
ida(z2). Protoze id4(x1) = 21 a ida(z2) = x4, injektivita je dokdzana.

Surjektivita:

DokéZeme, Ze pro libovolné a € A existuje b € A tak, ze f(b) = a.

Hledanym prvkem je b = "~ 1(a).
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14.

15.

16.

(a)

(a)
(b)

1. pokud f a g jsou injektivni, pak g o f je injektivni.

Dukaz: Necht z, y takovd, ze (go f)(z) = (go f)(y). Odtud g(f(z)) = g(f(y)) a protoze g je injektivni,
mame f(x) = f(y). Odtud z injektivity f plyne & = y a zobrazeni g o f je injektivni.

2. pokud g o f je injektivni, pak f je injektivni.

Duikaz: Necht z,y takovd, ze f(x) = f(y). Pak aplikaci g dostaneme g(f(z))
(@) =(go f)(y). Z injektivity g o f tdy plyne z = y.

1. pokud f a g jsou surjektivni, pak g o f je surjektivni.

Duikaz: Necht ¢ € C libovolny. Pak existuje b € B takové, ze g(b) = ¢, protoze g je surjektivni. Pro
toto b € B pak existuje a € A takové, ze f(a) = b. Celkem (go f)(a) = g(f(a)) = g(b) = ¢ a zobrazeni
go f je surjektivni.

2. pokud g o f je surjektivni, pak g je surjektivni.

Dtikaz: Necht ¢ € C libovolny. Pak existuje a € A takové, ze (go f)(a) = ¢, nebot go f je surjektivni.
Tedy g(f(a)) = c zobrazeni g je surjektivni, protoZe prvek f(a) € B je vzor prvku c.

9(f(y)), tedy (g o

=>: Mnozina A je neprazdnd, ozna¢me tedy néjaky jeji prvek a € A. Zobrazeni f je injektivni, tj. pro
kazdé b € Im(f) existuje pravé jedno x € A s vlastnosti f(x) = b. Proto nasledujici pfedpis korektné

definuje zobrazeni:
{ b ¢ Im(f)
Snadno se vidi, ze skutecné go f =idy.

be Im(f), f(z) =b.
<:id4 je injektivni a tedy f je injektivni dle predchoziho pfikladu.

a,
z,

g:B— A,

g(b)

=: Zobrazeni f je surjektivni, tj. pro kazdé b € B existuje x € A s vlastnosti f(x) = b. Pro kazdé
b € B ozna¢me néktery prvek s touto vlastnosti x,. Mizeme definovat zobrazeni h: B — A, h(b) =
Typ. Pak f oh= idB.

<=: Opét pouzitim pfedchoziho piikladu.

Napriklad g = f. Zde nejsou tieba predpoklady.

ProtoZze f neni identita, existuje prvek a € A s vlastnosti f(a) # a. Definujme nyni zobrazeni h :
A — A pfedpisem h(z) = a. Potom (ho f)(z) = h(f(x)) = a aviak (f o h)(z) = f(h(z)) = f(a) # a,
tudiz foh # ho f.

17. Staci dokazat, ze pokud f je bijekce, potom F' je bijekce.
Necht tedy f je bijekce, tj. existuje f~! : B — A. Definujme zobrazeni G : B¢ — A® vztahem G(¢) =
f~! o ¢. Snadno se ovéii, ze F' a G jsou vzajemné inverzni zobrazeni.

Relace na mnoziné, ekvivalence a rozklady mnozin

1. Relace na {0,1}:

—~

prazdna relace) - sym., tranz., antisym.;

} sym., tranz., antisym.;

} tranz., antisym.;

} tranz., antisym.;

1,1)} reflex., sym., tranz., antisym.;
} tranz., antisym.;

} tranz., antisym.;

1)
0)

1)} tranz., antisym.;
0)} tranz., antisym.;
0)

} sym.;



1) {(0,0),(1,1),(0,1)} reflex., tranz., antisym
(m) {(0,0),(1,1),(1,0)} reflex., tranz., antisym
(m) {(0,0),(0,1),(1,0)} sym
(0) {(1,1),(0,1), (1,0)} sym
(p) {(0,0),(1,1),(0,1),(1,0)} reflex., sym., tranz

Relace na {0}:
prazdna relace - sym., tranz., antisym.;
{(0,0)} reflex., sym., tranz., antisym.

Relace na 0:
prazdna relace - sym., tranz., antisym.

. Relace ekvivalence na mnoziné A = {1, 2, 3}:

(a) ida ={(1,1),(2,2),(3,3)}

(b) {(1,1),(1,2),(2,2),(2,1),(3,3)}

() {(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3)}

(@ {(1,1),(2,2),(2,3),(3,2), (3,3)}

(e) Ax A

(a) mapt: f={(1,1),(2,1),(3,3)},9 = {(1,2),(2,2),3,3)}; zde fog # f, g0 f = g;
(b) mapt: f = {(1,2),(2,1),(3,3)};

(¢) napi: R =1{(1,1),(2,2),(3,3),(1,2)};

(d) napi: f = {(1,2),(2,1),(3,3)};

(e) napi: R ={(1,1),(2,2),(3,3)},S =RU{(1,2)}

(a) napt: R =10.

(b) napi: R = R. nebo R = N x N nebo R< = {(a,b) € N x N | a < b}. Pozn: nestad{ vzit s Us? =

sU{(n,n+2) | n € N}, nebot to neni tranzitivni relace. Nejmensi relace (vzhledem k inkluzi) s
pozadovanou vlastnosti je relace R..

(c) napf: R = R nebo R = {(a,b) € N x N | a # b}. Pozn: nikoli R< = {(a,b) € N x N | a < b}, nebot
RS ORS :R§~

(d) napt: zobrazeni dané pfedpisem f(n) = 1 nebo zobrazeni dané pfedpisem f(n) = 2n. Pozn: nikoli
relace s~1, ktera neni zobrazenim (1 nic nepfifazuje).

(e) napi: R ={(n,1) | n e N}U{(2,3)}.
(a
(b

sym., tranz.;

w0

)
)
) sym.;
(c) reflex., antisym.;
(d)
(a)
)
)
)
)
)

reflex., sym.

»n

YL
(b) tranz., antisym.;

c) antisym.;

(
(d

tranz., antisym.;

[S]

n

yL.;

reflex., sym., tranz.;

(
(f

10



8
9

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

(g) reflex., tranz.

(a

Sym.;

(¢) sym., je-li A jednoprvkové: sym., tranz., antisym.;

)
)
(b) tranz., je-li A jednoprvkové: reflex., sym., tranz.;
)
)

(d) reflex., sym., tranz. je-li A jednoprvkova: reflex., sym., tranz., antisym.

(a
(

b) je ekviv.;

neni ekviv.;

(c) neni ekviv,;

(e
(
(

je ekviv.
a) Z\p = ZLa;

)

)

)
(d) neni ekviv.;

)

)
b) Z\p = {[0]
)

. M/p={{1,10},{2,11,20}, {3,12}, {4, 13}, {5, 14}, {6,15}, {7, 16}, {8, 17}, {9, 18}, {19} }.

R [1]7 U [6}7, [2}7 U [5]7, [3]7 U [4}7}, zde [2]7 € Zr, tj. [2]7 = {7, + 7k | ke Z};

(¢) Z\p = {Ri|k € Z}, R, = {k,—k — 2}, tj. R_1 = {—1} a pro ostatni k je Rj dvouprvkovd, tzn. lze
téz psat Z\p = {Ry|k € No} U {{~1}};

(d) Z\p ={S,L}, S, resp. L, je mnozina vSech sudych, resp. lichych, celych ¢isel. Tj. Z\p = Zs.
(Z —{0)\p={Z*,Z7}.

(a) R x R\p je mnozina vSech pfimek rovnobé&znych s osou y;
ti. RxR\p={P, |reR}, P.={(r,y) |y € R}.

(b) R x R\p je mnozina vSech navzajem rovnobéznych pfimek tvaru y = 2z +r, kde r je libovolné realné
Cislo; Rx R\p={P. | r eR}, P, ={(z,2z+7r) | x € R}.

(¢) RxR\p je mnozina soustfednych kruznic se stfedem v poc¢atku, véetné poc¢atku (ktery zde lze chépat
jako kruznici s nulovym polomérem);
RxR\p=A{K,|re R+} K, ={(z,y) | v,y € R,2? + ¢y =12}

(d) R x R\p je bod S =

R x R\p = {K, ITEW} K, ={(z,y) | v,y R, (z +
ly]}, R\Jf ={R; | i € Z}, kde R, =< i,i+ 1);
lyl}, R\J;y = {Ra | a € R{}, kde R, = {a, —a};
Jr={(z,y) € ZxZ |z =y(modn)}, Z\Js = ZLy;
= [4]},Z\Jy = {R; | i € Z}, kde Ry = {z € Z | |%]| = i} =

(a) Jr ={(z,
(b) Jr ={(z,
(c)

)

y)
y)

ERXR||z| =
ERXR||z|=

(—%,—%) a mnoZina viech kruznic se stfedem v bodé S;

{ni,ni+1,ni+2,..,ni+n—1}.

Ukézeme, 7e pokud (z,y) € RN .S potom téz (y,z) € RN S.
Necht (z,y) € RN S, potom (z,y) € RA (z,y) € S. Protoze R i S jsou podle pfedpokladu symetrické
relace, dostavame (y,

x) € RA(y,z) € S. Odtud (y,z) € RN S.

(a) Ano. Ukazeme, Ze (z,z) € Ro S pro libovolné z € A.
Pro libovolné € A mame (z,x) € RA(z,x) € S, protoZe R 1S jsou reflexivni. Odtud podle definice
skladani relaci dostaneme (z,x) € Ro S.

(b) Ne. Napf. pro A =

{a,b} jsou relace R = {(a,b),(b,a)},S

Ro S = {(a,b)} symetricka neni.

4+ + 7 =),

{(a,a)} symetrické, ovSem relace

(¢) Ne. Napf. pro A = {a,b,c} jsou relace R = {(a,b), (¢,¢)}, S = {(a,a), (b, c)} tranzitivni, oviem relace
Ro S ={(a,b),(b,c)} tranzitivni neni.

(a) Pro a,b € A:
(R~

(a,b) €

1)—1

< (b,a) e 7! < (a,b) €R

11



17.

18.

19.

(b) Proa€ A, z€ D:
Jednak (a,z) € To(SoR) <= (Fy € C)((a,y) € SoRA(y,2) € T) < (Jy € C)(Tb € B)((a,b) €
RA(byy) € SA(y,2) €T).
Déle (a,z) € (ToS)oR <= (I € B)((a,b) e RA(b,z) € ToS) < (Ibe B)(Ty € C)((a,b) €
RA(b,y) € SA(y,2) € T) arovnost tudiz plati.

(c) Proyec A, zeC:
(r,y) € (SoR)™! <= (y,7) € SoR <= (3z€ B)((y,2) € RA(z,7) € S) <= (3z € B)((w,2) €
STIA(z,y) € R7Y) <= (z,y) € R"1oS™ L

(d) Proz e A, yeC:
(z,y) € So(RiURy) <= (3z € B)((z,2) € RiURy A (z,y) € S) < [3z € B)((z,2) €
RiA(z,y) € S)V(Fz € B)((z,2) € RoA(2,y) €85)] < [(z,y) € So Ry V (z,y) € So Ry] <—
(,y) € (SoR1) U (S o Ry).

() Proze A yeC:
(z,y) € So(R1NRy) < (32 € B)((z,2) € RiNRyA(z,y) € S) = [(3z € B)((z,2) €
RiNA(z,y) € S)N(3Fz € B)((z,2) € RoAN(z,y) € 5)] < [(z,y) € SoR1 A (z,y) € So Ry] —
(.’L’,y) S (S o Rl) n (SO RQ)
Opacné inkluze neplati; staci naptiklad zvolit A = B = C = {a, b}, Ry = {(a,a)}, Ra = {(a,b)}, S =
{(a,b), (b,b)}, kde Ry N Ro = 0, tj. So (Ri N Ry) =0, ale So Ry = S o Re = {(a,b)}.

(f) podobné jako (a),(c).

(g) podobné jako (a),(c).

(h) Prozx e A,y e C:
(r,y) € SoR; —SoRy = ((z,y) € So Ry A ((z,y) € So Rs).
Existuje tedy z € B, takové, Ze (x,z) € R1 A(z,y) € S. Pokud by (z, z) € Ra, pak by (x,y) € So Ra,
coz neplati a tedy (x,z) € Ro. Odtud (z,2) € Ry — Rs a proto plati (z,y) € So (R; — R2).
Opacné inkluze neplati; sta¢i naptiklad zvolit A = B = C' = {a,b}, R; = {(a,a), (b,a),(b,b)}, R2 =
{(b,b)}, S ={(a,b), (b,b)}, kde SoRy = {(a,b),(b,b)},SoRa = {(b,b)}, So(R1—R2) = {(a,b), (b, b)}.

(a) napi. zpy < (z =1) A (y = 1); nejmensi p = 0;

(b) napf. zpy < x = y; nejmensi p = (;

(¢) napt. zpy < (y = 1)V (y = 2); nejmensi vzhledem k inkluzi neexistuje, minimélni vzhledem k inkluzi
jsou relace p = {(a,d), (b, a), (¢, d)}, kde a £ b, ¢ # d, (¢, d) & {(a,B), (b, )}

(d) napf. xzpy < x,y davaji stejny zbytek po déleni 2; nejmensi vzhledem k inkluzi neexistuje, minimalni
vzhledem k inkluzi jsou relace p = {(a,b), (b,a)}, kde a # b.

(e) napt. xzpy < = < y; nejmensi vzhledem k inkluzi neexistuje, minimalni vzhledem k inkluzi jsou relace
p={(a,;b)}, kde a #b.

(f) zpy & (z <y)V (z = 2); nejmensi vzhledem k inkluzi neexistuje, minimalni vzhledem k inkluzi jsou
napf. relace p = {(a,b), (b,a), (c,d)} U{(z,z) | = € N}, kde a, b, ¢, d jsou navzijem rizné prvky.

(g) neexistuje.

(a) f je injektivni zobrazen;

(b) f je surjektivni zobrazeni.

Sjednoceni libovolného po¢tu reflexivnich, resp. symetrickych relaci je rexlexivni, resp. symetricka relace.
Sjednoceni tranzitivnich relaci nemusi byt tranzitivni relace. Nap¥. pro dvouprvkovou mnozinu A = {a, b}
jsou relace {(a,b)} i {(b,a)} tranzitivni ale jejich sjednoceni tranzitivni relace neni.

Prinik libovolného poctu reflexivnich, resp. symetrickych, resp. tranzitivnich relaci je reflexivni, resp.
symetricka, resp. tranzitivni relace.

Zde jsme méli na mysli vzdy neprazdné sjednoceni a priniky. V piipad€ prazdnych systémi je sjednoceni
i prunik prazdnéa relace, ktera je symetrickd a tranzitivni relace, ale neni reflexivni.
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20. Odpovéd je kladna v piikladech (a) — (g) pro nejmensi relace 5 ,nad“ danou relaci; vzdy se jedna o prinik

21.

22.

v8ech relaci s touto vlastnosti. (Relace A x A je relace ekvivalence a jedné se tedy vzdy o neprazdny systém,
ktery obsahuje tuto relaci A x A — viz pfedchozi ptiklad.)

V pfipadé (h) je odpovéd ne; staci vzit libovolnou relaci a, kterd neni antisymetrickd a potom neexistuje
antisymetricka relace (3 s vlastnosti o C .

Odpovédi v pripadé nejvétsi relace obsazené v dané relaci a jsou vétSinou negativni. V nasledujicich
protipfikladech mdme na mysli relaci @ na mnoziné A = {a, b, c}, pro niz neexistuje nejvétsi relace 8 C o
dané vlastnosti.

Dichotomické relace je vzdy reflexivni.

Pro libovolné a # b € A obsahuje dichotomickd relace R bud (a,b) nebo (b,a). Tj. pro tuto dvojici
a # b € A mame t¥i moznosti jak vypadd neprazdnd mnozina R N {(a,bd), (b,a)}. Existuje celkem 3(5)
dichotomickych relaci.

Existuje pouze jedna relace, kterad je symetrickd a dichotomicka zaroven.

Tvrzeni o sloZeni reflexivnich relaci plati, podstatna vlastnost tohoto sloZeni totiz je, Ze obsahuje sjednoceni
vSech téchto relaci.

Opak tvrzeni neplati.

(a) neplati. (b) plati.
Obecné lze dokazat, ze n-tranzitivita implikuje m-tranzitivitu, pokud n — 1 déli m — 1.

Usporadané mnoziny

a
b
¢
d

usporadani, které neni linearni, rizné prvky jsou nesrovnatelné, tj. protifetézec;

—_~

linedrni usporadani;

—~

neni usporddani, nebot neni reflexivni relaci;

)
)
)
)

—

uspofaddni, které neni linedrni, od (a) se lisi pouze tim, Ze 4 je nejvétsim prvkem ktery pokryva
ostatni nesrovnatelné prvky;

(e) neni usporadani, nebof neni antisymetrickou relaci;

(f) neni usporadéani, nebot nespliiuje zddnou z defini¢nich podminek;

(g) linedrni uspofadani; diagram: nejdfive licha éisla dle velikosti a ,nad“ nimi v8echna sud4 ¢isla opét
dle velikosti.

jednoprvkova usporfddand mnozina;

dvouprvkovéa uspofddand mnozina, () nejmensi prvek a A nejvétsi prvek;

Ctyfprvkova usporadana mnozina, diagram: ,kosoc¢tverec postaveny na Spicku®;

Maximalni prvky: a, b, ¢; minimalni prvky: a, b, ¢; nejvétsi ani nejmensi prvek neexistuje.

d) osmiprvkové uspofddand mnozina, diagram: ,krychle postaveny na $picku‘.
) Maximdlni a nejvétsi prvekk: ¢; minimalni a nejmensi prvek: c.

Maximalni prvky: b, ¢, d; minimalni prvky: a, d; nejvétsi ani nejmensi prvek neexistuje.
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

(d) Maximalni a nejvétsi prvekk: {a,b}; minimalni a nejmensi prvek: §.
(
(

a) dva maximalni a dva minimélni, Zddny nejmensi a zadny nejvétsi;

(c
(d

b) jeden nejvétsi a tedy i maximélni, dva minimélni, ZAdny nejmensi;
) jeden nejmensi a tedy i minimélni, dva maximélni, ZAdny nejveétsi;
) jeden prvek ktery je zaroveil minimdlni i maximalni, kromé néj jeden minimalni a jeden maximalni,
zaddny nejmensi a zadny nejvétsi.
(a) 3 relace usporddani, pouze 2 pokud nés zajimé celkovy podet uspofadani az na pfejmenovani prvki;

(b) 19 uspofadani, resp. 5 az na pfejmenovani prvki.

({1,2,3,4,5,6,7}, R): maximdlni prvky 4,5,6, 7, nejmensi prvek 1, nejvétsi prvek neexistuje.
(N, R): maximélni prvek neexistuje, nejmensi prvek 1.

Supremum a infimum libovolné koneéné neprizdné podmnoziny M C N existuje; infimum je nejvétsi
spoleény délitel, supremum je nejmensi spoleény nasobek. Infimum existuje dokonce i pro nekonecné
podmoziny, supremum existuje pro prazdnou podmnozinu.

Relace R je reflexivni, staci za c zvolit 1.

Tranzitivita: (z,y) € RA (y,2) € R = (Fc € R)(c>1Acx =y)A(Td € R)(d > 1Ady = z). Odtud
z =dcx kde dc > 1 a tedy (x,2) € R.

Antisymetrie: (z,y) € RA (y,2) € R = (Ic € R)(c > 1Acx =y)A(Id € R)(d > 1Ady = z). Odtud
x =dcx a tedy dec =1, coz vzhledem k ¢ > 1,d > 1,davdc=d =1 a tedy z = y.

Diagram: mé t¥i vzajemné nesrovnatelné casti. Jednak redlnd kladna cisla uspoirddand podle velikosti,
druhak realna zaporna ¢isla usporadana opacné podle velikosti, a kone¢né nulu, kterd neni srovnatelna s
zaddnym prvkem. Mnozina ma tedy jeden prvek, ktery je minimlni a maximalni zaroven.

a) napf. prvni priklad z 4;

Ctyfprvkovy protifetézec;

(¢) nelze, koneénd uspofddand mnoZina musi mit asponi jeden maximélni prvek.
) napf. prvni piiklad z 4, nebo ¢tyfprvkovy protifetézec;

napf. mnozina vSech pfirozenych c¢isel usporadand dle velikosti s pfidanym jednim nesrovnatelnym
prvkem;

(¢) nelze, ma-li mnozina nejmensi prvek, pak se jedné o jediny miniméln{ prvek;

(d) napft. cela ¢isla uspofadana dle velikosti s pfidanym jednim prvkem, ktery je mensi nez kladnd, vétsi
nez zaporna a nesrovnatelny s 0;

(e

) protifetézec.
(a) je uspofadéni;

(b) neni uspoiddéni, napi. pro linearni usporadani R neni R U R~! uspotadani;

(¢) je usporadéni;

(d) neniuspotfadani, napf. pro A = {a,b} auspofddéni Ry = {(a,a), (a,bd), (b,b)}, Ry = {(a,a), (b,a), (b,b)}
je RioRy = A x A.

Soudin Fetézcl obecné neni retézec.

Do relace < nepfibude nic nového; tedy budou spolu v relaci zase jen ty prvky, které spolu byly i v relacich
=;. Hasseovsky diagram bude vytvofen sjednocenim ptvodnich hasseovskych diagram.

Relace < je linearni <= relace =< je linearni.

(a) je izotonni, neni izomorfismus;

(b) je izotonni, je izomorfismus;
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16.
17.

18.

19.

20.

21.

¢) je izotonni, neni izomorfismus;

(d) neni izotonni, napf. —3 < 1 ale (—3)? < 12 neplati;

(c)
)
(e) neni izotonni, napt. —4 < 2 ale | — 4| < |2| neplati;
(f) je izotonni, neni izomorfismus; to plati pro libovolné konstantni zobrazeni;
)

(g) je izotonni, neni izomorfismus; to plati pro libovolnou ,inkluzi*;

(h) je izotonni, neni izomorfismus.
Celkem 15 izotonnich zobrazeni.

Existuje celkem 8 automorfismii uspofadané mnoziny {a,b,c,d, e, f}:
1) id;

2)b—ba—a,c—c f— fid—ee—d;

N b—bar—ccecr—a,f— fid—der— e

) b—bar—ccra,f— fid—ee—d;

5)b— f,f—bar—dc—ed— aer g

6)b— f,f—ba—dc—ed—ce— a;

Nb— f,f—bar—ec—dd—aer g

8)b— f,f—bar—ec—d,d— ce— a.

(a) Takovy piiklad nelze zkonstruovat na koneéné mnoziné.
Vezméme mnozinu celjch ¢isel Z a oznac¢me S, resp. L, podmnozinu vSech sudych, resp. lichych, ¢isel.
Na Z definujeme uspoiradani = nasledujicim predpisem:

=Xy <= z<yA(xeSVvyel).

Tzn. diagram vypadé tak, Zze méme podmnoziny S i L (kazdou zvlast) uspofadany podle velikosti a
navic kazdé liché ¢islo [ je vétsi nez libovolné sudé ¢islo, které je mensi nez [ podle velikosti. Pficemz
zadné sudé cislo neni vétsi nez nékteré liché.

Nyni pfedpis ¢(s) = s pro s € S, ¢(I) =1+ 2 pro | € L zadava bijekci na Z, kterd je zfejmé izotonni.
Inverze izotonni neni, protoze napt. 2 < 3 ovSem pro vzory 2 =< 1 neplati.

(b) Pétiprvkovy protifetézec, kdy se pravé tii prvky zobrazi samy na sebe a zbylé dva se vyméni.

Jednak mame dvé konstantni zobrazeni, ktera jsou izotonni.

Déle pro kazdé racionélni ¢islo ¢ existuje izotonni zobrazeni ¢ dané piedpisem: p(z) =0 <= z < qa
déle jedno izotonni zobrazeni € dané piedpisem: e(z) =0 <= z < q.

Konecéné pro libovolné iracionélni ¢islo r existuje izotonni zobrazeni w dané pfedpisem: w(x) = 0 <
r<rT.

Pro w existuje pouze jeden automorfismus a to identita, pro w X w existuje kromé identity jesté jeden
automorfismus a to vyména soutfadnic.

Pro Z existuje nekone¢né mnoho izotonnich zobrazeni: pro k € Z piedpis = — x+k zadava automorfismus;
zadny dalsi neni. Pro Z x Z se nakombinuji tyto automorfismy s identitou a vymeénou soufadnic. Tj. pro
k,l € Z mame automorfismus dany piedpisem (z,y) — (z+k,y+1) a také automorfismus dany predpisem
(x,y) — (y+k,z+1).

7 Uplné svazy
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22. Je jich pét (az na izomorfismus, tj. pfejmenovani prvkit). K libovolné t¥iprvkové usporadané mnoziné se
prida nejmensi a nejvétsi prvek.
23. (a) je Gplny svaz;

(b) je svaz, infimum koneéné mnoziny je prunik, supremum koneéné mnoziny je interval jehoz krajni
bod dostaneme jako nejmensi, resp. nejvétsi, krajni bod jednotlivych intervalt. Uplny svaz to neni.
Vezmeéme napiiklad systém intervalt {(0,z) | x > 1} — tato mnoZzina nemd infimum.

(¢) je svaz — infimum je prinik, supremum sjednoceni, nen{ iplny svaz — nema nejvétsi prvek, neexistuji
nekonecna suprema;

(d) je tplny (jednoprvkovy) svaz;
(e) je svaz — infima n.s.d, suprema n.s.n, neni Gplny svaz — neexistuje nejvétsi prvek;

(f) je uplny svaz — nejvétsi prvek 0, nejmensi 1, infima jsou n.s.d. (zjednoduSené Feceno: koneénd
suprema jsou n.s.n, nekoneénd jsou rovna 0).

(g) je svaz, neni Gplny svaz — neexistuje nejvétsi prvek;
(h) je svaz, neni Gplny svaz — neexistuje nejmensi prvek;

(i) je tplny svaz — nejvétsi prvek A x A, nejmensi prvek ,diagondla®, infima jsou priniky, suprema —
tzv. tranzitivni obal sjednoceni — zde je dobie vidét aplikace piislusné véty, Ze staci existence vSech
infim.

24. Vse se pocita ,,po slozkach“.

25. (a) Oznatme A=aAbB=bAc¢,C=cAhaadile X =aVbY =0bVc¢,Z=cVa.
Nyni vidime, ze A < a < X a podobné A < b <Y, A<a< Z. Jetedy A dolni zdvora mnoziny
{X,Y,Z} a tedy mensi nez jeji infimum. Tzn. A< X AY A Z.
Stejnym zptisobem dostaneme B < X AY AZ, C < X AY ANZ. Prvek X AY A Z je tedy horni zavora
mnoziny {A, B,C} a proto je vétsi nez jeji supremum AV BV C, tzn. AV BVC < XAY A Z coz
jsme méli dokazat.

(b) Podobné.

8 Zakladni algebraické struktury

1. a) Pologrupa, neutralni prvek je 0, nulovy prvek neexistuje, je to komutativni grupa.
b) Pologrupa, neutrélni prvek 1, nulovy prvek je 0, neni grupa, je komutativni.

¢) Pologrupa to neni: 1 — (2 —3) # (1 — 2) — 3, neutralni a nulovy prvek nemé (pozor 0 je pouze pravy
neutralni prvek), grupa neni, neni komutativni: 1 — 2 # 2 — 1.

d) Pologrupa, neutralni prvek neméd, nulovy prvek je 1, grupa neni, je komutativni.
2. a) Je komutativni pologrupa, neutralni prvek je X.

b) Je komutativni pologrupa, neutralni prvek je (.

¢) Neni pologrupa, neni komutativni, neutralni prvek nema.

d) Je komutativni pologrupa, neutraln{ prvek je () (dokonce je to i grupa).
3. a) Komutativni je, asociativni neni: a o (bo c) # (a o b) o ¢, neutrélni prvek nema.

b) Komutativni je, asociativni neni: co (a o a) # (¢ o a) o a, neutralni prvek b.

¢) Komutativni neni: a o b # b o a, asociativni je, neutralni prvek nema.

(pom)oo ={(z,y)|3z € X : (x,2) € 0,(2,y) Epon}=
{(z,9)|Fz,u e X : (z,2) € 0,(z,u) €, (u,y) € p}
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podobné

po(moc)={(z,y)|Fa € X :(r,a) Emoo,(a,y) € p} =
{(z,y)|F3a,b € X : (z,b) € 0,(b,a) € 7, (a,y) € p}

a rovnost je evidentni. (Jiny zépis viz. pf. 16(b) v kapitole o relacich.) Neutralnim prvkem je ,diagonéla“
{(z,z)|z € X}, nulovy prvek je prazdna relace.

Pro prazdnou a jednoprvkovou mnozinu je kazda relace symetricka a tudiz jde o grupoid. Pokud obsahuje
alespoii dva rtizné prvky a, b, pak pro p = {(b,b)}, # = {(a,b), (b, a)} neni relace por = {(a,b)} symetricka.
Obecné tedy nejde o grupoid.

Pokud | X| < 1, je kazd4 relace tranzitivni a jde tudiz o grupoid. Pokud mnoZina X obsahuje aspor tfi rtizné
prvky a,b, ¢, pak pro p = {(a, a), (b,c)}, m = {(a,b), (¢, c)} neni relace mo p = {(a,b), (b, c)} tranzitivni. V
ptipadé | X| = 2 lze ukézat, Ze slozeni dvou tranzitivnich relaci je tranzitivni relace. Intuitivné je dtivodem
fakt, Ze existuje velmi mélo netranzitivnich relaci. Obecné tedy nejde o grupoid.

. Skladani zobrazeni i relaci je asociativni operace, jak jsme jiz dokazali v predchozim. SloZeni injektiv-
nich (resp. surjektivnich, resp. bijektivnich) transformaci je injektivni (resp. surjektivni, resp. bijektivni).
Vsechny mnoziny obsahuji identitu a proto se jedna o monoidy. Pro kone¢nou mnozinu X jsou vSechny
t¥i mnoziny stejné a tvori grupu. Pro nekoneé¢nou mnozinu X tvori grupu pouze bijekce.

V pfipadé parcialnich transformaci: X kone¢na mnozina — surjektivni a bijektivni transformace jsou per-
mutace a jedné se o grupu, injektivni tvofi pouze monoid; X nekoneénd mnozina — pouze monoid ve vSech
pfipadech (odec¢teni 1 na mnoziné N je piikladem parcidlni transformace, ktera je injektivni i surjektivni,
ale neexistuje k ni inverze, nebot prislusna kompozice nemtize byt identita, nebot 1 nepatii do defini¢niho
oboru).

. Operace je obecné asociativni, proto je asociativni i na dané mnoziné O. Prvek 0 je nulovy prvek, neutralni
prvek neexistuje. Grupa to neni.

a) Ne. Neexistuje neutralni prvek.

b) Ano.

¢) Ano.

d) Ano.

e) Ano.

a) Pfedpokladame, ze plati ab = ac a dokazujeme rovnost b = c. Protoze jde o grupu, existuje prvek

1

inverzni k a, ozna¢me ho ¢™", a vynasobme jim rovnici zleva. Pak

a~(ab) = a ! (ac)

(ata)b = (a ta)c
eb=ec
=c

Pritom e je neutralni prvek.

Podobné pravy zakon o kraceni, pouze prvkem a~!

b) (N’ ')7 (N7 +)§

nasobime zprava.

Asociativni neni, nebot (aob)oc#£ao (boc).
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b
c
a
b

Tyto tfi grupy jsou izomorfni (a jsou izomorfni (Z3, +)). Pokud zvolime neutralni prvek lze tabulku
doplnit jedinym zptisobem.

Je jich celkem 16 — po vybrani neutralniho prvku mame vzdy 4 moZnosti jak tabulku doplnit.
Vsechny grupy jsou komutativni. AZ na izomorfismus jsou pravé dvé — bud kazdy prvek x méa
vlastnost, Zze = - x je neutralni prvek, nebo tuto vlastnost nema. Podle toho pozname, zda je grupa
izomorfni (Zs, +) X (Za,+) nebo (Zy,+).

Scitani je operace, mnozina vSech matic nad celymi ¢isly s operaci s¢itani je komutativni grupa,
neutralni prvek je matice

0 0

0 0
a prvky navzajem inverzni jsou matice

a b —a —b
b,c,d € Z.
(C d) a <_C _d) b a? 767 6

Nasobeni je operace, je asociativni, neni komutativni. Neutralni prvek je

o 1 0
~\0 1)°
grupa vzhledem k nasobeni to neni.
Mnozina vSech matic nad Z spolu s operacemi s¢itani a nasobeni tvori nekomutativni okruh, kvili
nekomutativité neni ani obor integrity, ani téleso.

) (56 o)

kde prvni dvé matice jsou regularni a jejich soucet neni regularni matice.
Nasobeni je operace. Matice spolu s nasobenim tvofi nekomutativni grupu, inverzni prvky vzhledem

k nasobeni jsou matice
a b 1 d —b
(c d) aad—bc'(—c a>’ a,b,c,d € Q.

Mnozina vSech regularnich matic nad Q spolu s operacemi sé¢itani a nasobeni netvori okruh.

1 a n 1 b (2 a+d
0 1 0 1/ \0 2
nelezi v dané mnoziné matic.

Nésobeni je operace, je komutativni a asociativni, neutralni prvek je E, navzajem inverzni prvky jsou

matice
1 a 1 —a
o 1)*\o 1)

tedy mnozina takovych matic spolu s ndsobenim tvor{ komutativni grupu. (Tato grupa je izomorfni
grupé (R, +).)

Sc¢itani neni operace.

Naésobeni je operace, je asociativni, neni komutativni, neutralni prvek je E, neni grupa.

Stejné.

Sc¢itani neni operaci. Napf.

S¢itani neni operace, protoze
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(A, +,-) je obor integrity, inverze existuje ke vSem prvkiim mnoziny

{thpeZ—{mgfmm}

(B,+, ) je obor integrity, inverze existuje ke vSem prvkim mnoziny
+£3™
(Za,+,-) x (Zs,+, ) neni oborem integrity, nebot obsahuje délitele nuly:

([0]2, [13) - ([1]2, [0]3) = ([0]2, [0]3)-

Je izomorfni s okruhem (Zg,+,-), protoZe existuje izomorfismus f: Zg — Zg X Z3 dany pfedpisem
f([{l6) = ([¢]2,[é]3), cof neni obtizné ukazat.

) ala+b) =310 =32.3"=q(a) - a(b), kera={0}, Ima=RT.
b) ﬂ(a—’_b) :ia+b:ia'ib:ﬁ(a)'ﬂ(b)a kerﬁ:{Z€Z74‘Z}: [0]4a Imﬂz{].,—l,Z,—Z}
)

v((a + bi) - (¢ + di)) = y(ac — bd + (ad + be)i) =
= /(ac — bd)2 + (ad + bc)? = /a2 + b2d2 + a2d? + b2¢? =
= \/a2+b2 . \/62+d2 =v(a+ bi) - y(c+ di),

kery = {a +bi € C*la® +b?> =1}, Imy=R".

a) o homomorfismus, b) § neni zobrazeni, c) v izomorfismus, d) § izomorfismus, €) € neni zobrazen,
f) ¢ homomorfismus, g) n neni zobrazeni, h) 6 je zobrazeni, neni homomorfismus, i) ¢« homomorfismus.

ker a = {([0]4, [0]3), ([2]4, [0]5)}, Imar = {[0]12, [2]12, [4]12, [6]12, [8]12, [10]12}
kery = {1}, Imy = Q*

kerd = {[0]15}, Imé = Z5 X Zg

kerC - {[0}43 }7 ImC = {17 717117 72}

kert = {2k|k € Z} = [0]2, Imi = Zs.

1 a b 1 d e 1 a+d e+b+af
f 01 ¢]-{0 1 f =f 0 1 f+ec =a+d—f—c
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 a b 1 d e
f 01 ¢ +f 01 f =a—c+d-—f.
0 0 1 0 0 1

16. Neni homomorfismus okruhii. Snadno se ovéfi, ze plati f((a+bi) + (c+di)) = f(a+bi) + f(c+di), oviem

pro soucin pozadovand rovnost nevyjde:

f((a+bi) - (c+di)) = f(ac — bd + (bc + ad)i) = ac — bd + bc + ad
fla+bi)- f(c+di) = (a+b)(c+ d) = ac+ ad + be + bd.

Tedy konkrétné, napt. f(i-i) = f(—-1)=—-1#1=1-1= f(i)- f(4).
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17

N

. Mnozina Q(v/3) je nekonecné (a tedy alespoii dvouprvkova).
Ziejmé 0,1 € Q(v/3). Snadno téz nahlédneme, %e mnozina je uzaviena na séitani i nasobeni. Dale pro
a,b € Q plati (a + bV/3) + ((—a) + (=b)v/3) = 0 a existuje tedy prvek opac¢ny. Pokud ¢ + dv/3 # 0
(v§imnéme si, Ze ¢ + dv/3 = 0, ¢, d € Q implikuje ¢ = d = 0), pak téz c — dv/3 # 0 a plati:

1 1 —dv3 —dv3 —d
= - \[:(12 \C: 2 - 3 T3 2\/§EQ(\/§)'
ct+dV3 c+dV3 c—dv3 2—3d2 2-3d> c2-3d

Tedy (Q(V/3),+,-) je téleso.

Bud «a : Q(v/3) — C okruhovy homomorfismus. Potom a(1) =1, tedy i a(2) = a(1 4+ 1) = a(1) + (1) =
1+ 1 = 2. Podobné lze nahlédnout, ze a(n) = n pro libovolné n € N. Déle 0 = a(0) = a(1 + (-1)) =
a(l) + a(-1) = 1+ a(-1) a odtud a(-1) = —1. Pouzitim vlastnosti homomorfismu dostaneme pro
libovolné n € N: a(—n) = a((=1) - n) = a(-1) - a(n) = (=1) - n = —n. Tudiz a(n) = n pro libovolné
n € Z. Ukazeme totéz pro libovolné n € Q a to nejdfive pro ¢isla tvaru %

Plati a(1) - n = a(t) - a(n) = a(: -n) = a(l) =1, tedy a(£) =n~! = 1. Pro libovolna p, q € Z — {0}
tedy mame a(%) = a(p) - a(%) =p- % = %. Cimz jsme dokondéili ditkaz, ze a(r) = 7 plati pro libovolné
reqQ.

Oznacéme déle w = a(\/g) € C. Potom podle vlastnosti homomorfismu méame pro libovolny prvek a-+by/3 €
Q(+/3) nasledujicic rovnost: a(a + bv/3) = a(a) + a(b) - a(v/3) = a + b - w. Tzn. homomorfismus je zcela
popséan hodnotou w € C. Pokusme se tedy urcit vsechny mozné hodnoty w. Opét ze zakladnich vlastnosti
méame: w? = a(v3) - a(V3) = a(v/3-V3) = a(3) = 3. Tedy w je takové komplexni ¢&islo, pro néz plati
w? = 3. Vidime tedy, 7e bud w = v/3 nebo w = —v/3. Prvni moznost vede k tomu, Ze « je identita, ktera je
homomorfismem. Druh4 vede k ptedpisu a(a + bv/3) = a — bv/3 o kterém se jiz snadno dokaze, Ze zadava
homomorfismus. Existuji tedy dva homomorfismy, které nejsou izomorfismy. Lze vSak nahlédnout, ze se
jedné o automorfismy okruhu Q(+/3).

Kombinatorika

. Spo¢itdme postupné podet ¢tverct s délkou strany n+1—i. Celkovy pocet tedy je >, 2= w.

. Soubor 28 kostek domina sestava z 7 kostek, které maji stejné poloviny, fikejme jim kostky typu A, a
21 = (]) kostek, které maji odlifné poloviny, typ B. Dvé kostky, které lze k sobé piilozit, lze vybrat tak,
ze bud vybereme dvé kostky typu B, nebo po jedné kostce od obou typt.
Dveé kostky typu B: Vybereme spole¢nou hodnotu: 7 moznosti; posléze dvé cisla ze zbylych 6, kde nam
nezalezi na potadi: (2)7 tj. dohromady 7 - (g) = T7-15 = 105 moznosti.
Kostky obou typi: Vybereme kostku typu A: 7 moZnosti; posléze doplnime jedno ¢islo ze zbylych 6, tj.
dohromady 7 -6 = 42.
Celkem 147.

(a) 5! =120;

(b) 4! =24; z A a B udélame ,dvojpismeno” AB;

(¢) 60; vybereme nejdiive dvé mista, kdy budou mluvit A a B (v tomto potadi), tj. (g) =10 a zbyld 3

mista obsadime libovolné fecéniky C, D, E, tj. 3! = 6 moznosti.

(a) 4! = 24;

(b) 6-5-4-3 = 360;

(¢c) 5-5-4-3=2300.
Suda dcisla:

(a) 2-3-2-1=12, zacneme obsazovat odzadu;

(b) 2-5-4-3 =180;

(c¢) obsadime nejd¥ive prvni a posledni misto: prvni sudé: 2-2 moznosti, prvni liché 3-3 moznosti, celkem
13 dvojic prvni+posledni. Zbyla dvé mista: 4 - 3. Celkem 13 - 12 = 156.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Cisla délitelna ¢tyimi: Zalezi na poslednim dvojéisli — musi byt délitelné 4, tj. predevsim sudé.
(a) Mozna dvojéisli: 12,32, 24. Tzn. celkem 6 ¢isel.
(b) 8 moZnych dvojcisli, celkem 96 ¢isel.

(¢) 4 dvojéisli bez pouziti 0, 1ze doplnit 3-3 moznostmi, 3 dvoj¢isli s pouzitim 0, 1ze doplnit 4-3 moZnostmi.
Celkem 4 -9 + 3 - 12 = 72 Cisel.

6 =15

Pokud vybereme dvé divky mame (;) . (Z) = 210 moznosti, pokud t¥i divky (g) . (
pokud ¢tyti divky (i) . (;) = 21 moznosti. Celkem 371.

7

3) = 140 moznosti,

2422423 424 =30.

Nejdiiv vybereme osazenstvo dvoultizkového pokoje: (g) = 28 moznosti. Poté vybereme osazenstvo prvniho
trojlizkového pokoje: (g) = 20. Celkem 28 - 20 = 560 moznosti. K vysledku dojdeme i kdyz zacnem

obsazovat nejdfive trojlizkové pokoje: (2) (:53)

Pouzijeme distributivni zdkon na souéin (a+b)(a+b)(a+b) - - - (a+b). PotFebujeme pouze uréit, kolikrat
se objevi s¢itanec a'b” " v souctu po roznasobeni. Ten vznikne tak, ze z i zdvorek vybereme a a ze zbylych
b. Tj. s¢itanec a’b"~* tam bude (7})-krat.

Tradiéni trik s prihradkami.

Do 6 prihradek rozdélujeme 15 predméti. Kazdou konfiguraci tedy mizeme zakédovat jako posloupnost
patnacti 0 (micky) a péti 1 (oddélovade ptihrddek). Tzn. celkovy pocet uréime tak, ze vybereme 5 mist v
dvaceti¢lenné posloupnosti kam déme 1 (oddélova¢). Tj. (7).

Lisi se pouze tim, Ze na zacatku dame kazdému ditéti po jednom micku a poté fesime stejnou ulohu jako
byla predchozi pro 6 déti a 9 mickt. Odpovéd (') moznosti.

V podstaté se jedna o stejnou tlohu jako byla pfedchozi. Hodnota x; znaéi kolik mickt (jednotek) dostane
i-té diteé, pridemz celkovy pocet mickt (jednotek) je n.

Tedy (";ifl) feSeni v mnoziné celych nezapornych cisel.

V mnoziné prirozenych ¢isel nejdiive ,rozdame vSem po micku“. Tj. pro & > n nema rovnice feSeni. Pro

k <n mame (Z:%) FeSeni.

Pfiddme k + 1 proménnou zp+1 = n — (z1 + ...x) a pfevedeme na piedchozi tlohu. Tedy v mnoziné
celych nezapornych ¢isel ma nerovnice ("'};k) feSeni.

V mnoziné prirozenych ¢isel: nejdiive ,rozdame vSem po micku“. A poté fesime tlohu stejnym trikem jako
pro nezaporna ¢isla. Tj. pro k > n neméa nerovnice feSeni. Pro k£ < n mame (Z) FeSeni.

Ozna¢me postupné ,prirtustky” 1 = a1 —1, 29 = as—a1, ... xx = ap—ak_1. Protoze naopak z posloupnosti
(z1,x2,...x) je pivodni posloupnost (a1, as,...ax) jednoznaéné uréena vztahy a3 = 1+ x1,a2 = 1 +
r1 + x2,...,ar = 14+ 21 + 25 + --- + x, je pocet posloupnosti stejny jako pocet TeSeni nerovnosti
1+ 2 + 22+ -+ 2, < n v mnoZiné nezdpornych celych ¢isel (nerovnost jsme dostali z podminky
ar, < n). Tedy hledany pocet je ("H;*l).

Pokud n = p{* - p3?---pi* je jednoznaény rozklad na prvoéinitele (tj. pi,...,pr jsou rizna prvocisla
a ai,...,ar € N), pak pocet déliteld je (o + 1) - (e + 1) -+ (o, + 1), nebot kazdy délitel d je tvaru
d= p?l ~p§2 . -pg’“, kde 0 < 8; < «, tj. pro kazdé 3; mame (a; + 1) moZnych hodnot.

Uloha na princip inkluze a exkluze.

Ozna¢me A (resp. N, resp. F) mnozinu osob hovoficich anglicky (resp. némecky, resp. francouzsky). Dle
zadani tedy: |A] =6,|N| =6, |F|=T7,|[ANN|=4,INNF|=3,|FNA=2|[ANNNF|=1.

(a) JAUFUN|=|A|+|N|+|F|-|ANN|-|NNF|—-|FNA/+|ANNNF| =11,

(b) [A—(NUF)|=|A|—|ANN|—-|FNA+|ANNNF|=1;

(¢) |[F—(NUA)|=|F|—|FNN|—-|FNAl+|ANNNF|=3.
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16.

17.

Princip inkluze a exkluze.

Vlastnosti podle kterych délime vSechna rozesazeni jsou tfi, a to, Ze t¥i angli¢ani (resp. francouzi, resp.
némci) sedi vedle sebe. Celkovy poéet vSech rozesazeni je 9!. Pocet vSech rozesazeni, Ze sedi vedle sebe 3
angli¢ani uréime takto: poradi angli¢ant: 3!, rozesazeni 6 lidi 4 trojice anglicant: 7!. Tzn. celkem 3! - 7!.
Stejny pocet je téch rozesazeni, kde sedi vedle sebe tii francouzi a téch, kde sedi vedle sebe t¥i némci.
Pocet vsech rozesazeni, ze sedi vedle sebe 3 anglicani a zaroven 3 francouzi uré¢ime podobné: pocet poradi
anglicanti, krat pocet potadi francouztl, krat pocet rozesazeni 3 némci + dvou trojic, tzn. (3!)2 - 5!.
Pocet viech rozesazeni, Ze sedi vedle sebe 3 anglicani, zdroven 3 francouzi a zaroveni 3 némci je (3!)%.
Celkem podle principu inkluze a exkluze dostavame 9! — (3) - 3171+ (3) - (31)2 - 5! — (31)* = 283824.

(a (k)’
(b [ 0( ) =27
() ™
(d) n!

n! .
(n—k)!?

)
)
)
)
e)
f) viz text prof. Rosického. Zfzo(—l)i(l?) (k—1i)™
)
)
)
)

(
( i
Zz 0( )kl_(k+1)n;

viz pt. 13 kde jsou prohozeny role k a n; (

g
h

¢
@

(
( n+k—1)
kazdé relace je podmnozina mnoziny A x A, tj. o(n’ );

reflexivni relace obsahuji véechny prvky tvaru (z,z) a doplnime tedy libovolnou podmnozinou A x
2

A—{(z,2) | x € A}, tj. 20—,
(k) pro x # y jsou v relaci bud (x,y) i (y,x), nebo ani jedno z nich. Staéi tedy brat dvojici (x,y) pro

x < y. Tj. symetrickych relaci je stejné jako podmnoZin mnoziny {(z,y) | =,y € A,z < y}, tedy
ninen)

hledany pocet je 2

(1) Pro z # y z dvou prvku (m, y) a (y,x) miZe byt v relaci nejvyse jedna uspofadand dvojice, tj. mame
tFi moznosti ((x,y) nebo (y, x) nebo nic). Pro (z,x) tato dvojice v relaci je nebo neni. Tedy hledany

pocet je 2™ - 3(;)
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