PISEMNE ZKOUSKY ZE ZAKLADU MATEMATIKY

1. Mnoziny

1. Rozhodnéte, které z néasledujicich tvrzeni je pravdivé:
a) a € {{a},{a,{a}}}
b) {a,{a}} N P({a,{a}}) # 0
c) {0} € {{0}}.

2. Méjme mnoziny A, B, C. Dokazte:
a) ( AUB)—C CAU(B-C)
b) (C—-—A)N(C—-B)=C-(AUB)
c)(A—B)U(B—A)=(AUB)—-(ANB).

3. Vypoctéte n“asledujici mnoziny:
a) P(P(P(0)))

b) UP(P©)) — P(0))
C) Xg, kde X3 == {XQ} UXQ,XQ = {Xl} UX1 a X1 = {@}

4. Dokazte, ze pro libovolné mnoziny A, B, C' plati:
a) ACB= (C—-B)C(C-A)
b) ANBCC & AN(B-C)=10
c) ANBNC=0=(AUBCC=ANB=0).

5. Dokazte, ze pro libovolné mnoziny X, Y plati:
a) P(X)=10
b) UP(X)=X
c) P(XNY)=PX)NPY).

6. Dokazte nebo vyvratte, Ze ndsledujici tvrzeni plati pro libovolné mnoziny A, B, C:
a) (C—-—A)U(C—-B)=C—-(ANB)
b) (AUB)-C=(A-B)U(B-C)
c)(A—-B)—-C=A—-(B-20C).

7.a

b) Urcete vSechny prvky mnoziny P(P(()).
c) Udejte pitklad mnoziny A takové, ze A C P(A).

8. Urcete vSechny prvky nasledujicich mnozin
a) 0 x0
b) {0} x {{0}}
c) {0}
d) P(P({0}))



9. Urcete vSechny prvky nasledujicich mnozin

11. Rozhodnéte, kterd z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva:
a) {0} € {0}
b) {0} € {{0}}
c) {0} < {{0}}
d) O x {0} =10
) {0} x {0} = {0}

@

12. Rozhodnéte, ktery z nasledujicich vztahu je pravdivy pro libovolné mnoziny A, B,C
spliujici A C B:

(a) AUC C BUC,

(b)) AxC CBxC,

(c)C—ACC-B.
Uvedte vzdy dikaz nebo protipiiklad.

13. Rozhodnéte, kterd z ndsledujicich mnozin je rovna ():

14. Vypoctete nasledujici mnoziny: a) P(P(0))
b) N - P(N).
C) XQ, kde X2 = {Xl} UX1 a X1 == {@}

15. Bud P(X)* mnozina vSech neprazdnych podmnozin mnoziny X. Urcete, pro které
mnoziny X plati

(P(x)*=0.
16. Dokazte, Ze mnoziny N a Z* maji stejnou mohutnost.

2. Zobrazeni



1. Méjme zobrazeni f: A — B, g: B — C. Dokazte:
a) Jsou-li f,g prostd zobrazeni, pak g o f je prosté zobrazeni.
b) Jsou-li f, g zobrazeni na, pak g o f je zobrazeni na.
c) Jsou-li f, g bijekce, pak go f je bijekce.
Ukazte, ze obracené implikace v téchto tvrzenich obecné neplati.

2. Méjme zobrazeni f : A— B,g: B — C. Dokazte:
a) Je-li g o f prosté zobrazeni, pak f je prosté zobrazeni.
b) Je-li g o f zobrazeni na, pak g je zobrazeni na.
Ukazte, ze v a) nemusi byt g prosté zobrazeni a ze v b) nemusi byt f zobrazeni na.

3. Bud f A — B zobrazeni. Pro libovolnou podmnozinu X C A definujme

f(X) = {f(@)\z € X}.

Dokazte nasledujici tvrzeni:
a) pro libovolné podmnoziny X,Y C A plati

FX)=fY)C f(X=Y)

b) v a) obecné neplati rovnost
c) je-li f prosté zobrazeni, plati v a) rovnost.

4. Bud f : A — B zobrazeni. Definujte, co je jadro zobrazeni f, ukazte, ze je to relace
ekvivalence na mnoziné A, a podrobné dokazte, ze ptislusna faktorovd mnozina mé stejnou
mohutnost jako obraz mnoziny A pii zobrazeni f.

5. Bud A = {1,2,3}. Naleznéte

a) Zobrazeni f: A — A takové, ze f-f = f

b) Zobrazeni f,g: A — A takové, ze f-g#g- f

c) Zobrazeni f: A — A takové, ze vSechna zobrazeni ida, f, f - f, f - f - f jsou navzijem
ruzna.

6. Bud A = {1,2,3}. Naleznéte
a) vSechna prostd zobrazeni A — A
b) vSechna prosta zobrazeni f: A — A takova, ze f-f # f
c¢) vSechna prosta zobrazeni f : A — A takovd, ze existuje a € A s vlastnosti f(a) = a
d) vSechna prostd zobrazeni f : A — A takovd, ze existuji pravé dva prvky a € A s
vlastnosti f(a) = a

7. Megjme zobrazeni f : A — B a podmnoziny X,Y mnoziny A. Rozhodnéte, které z
nasledujicich tvrzeni je vzdy pravdivé (uveate bud dikaz nebo protipfiklad):

a) f(XUY)=f(X)U[f(Y)

b) F(XNY) = fX)Nf(Y)

8. Méjme zobrazeni f: A — B,g: B — A takova, ze go f = id . Dokazte, ze f je prosté
zobrazeni a g je zobrazeni na. Udejte ptiklad takovych zobrazeni f, g, kteranejsou bijekce.



9. Dokazte, ze mnoziny N, Z maji stejnou mohutnost.

10. Megjme zobrazeni f : A — B a podmnoziny X,Y mnoziny B. Rozhodnéte, ktera z
nasledujicich tvrzeni je vzdy pravdivé (uveate bud dikaz nebo protipiiklad):

) (X UY) = FHX)USY)

b) fHXNY) = F1(X) N FY)
Ptipometime, ze f~1(Z) = {a € A\f(a) € Z}.

11. Dokazte, ze zobrazeni f : A — A takové, ze f o f = ids je nutné bijektivni. Udejte
priklad takového zobrazeni ruzného od id 4.

12. Dokazte, Ze mnozina N m4 stejnou mohutnost jako mnozina Q% nezdpornych racional-
nich ¢isel.

13. Dokazte, ze zobrazeni f : A — B je bijektivni, pravé kdyz existuje zobrazeni g: B — A
takové, ze fog=1idp ago f =1ida.

14. Bud A mnozina. Definujte kartézsky soucin A x A a projekce pq,ps : A x A — A.
(a) Dokazte, ze py je vzdy zobrazeni na.
(b) Udejte piiklad mnoziny A takové, ze p; je prosté zobrazeni.

15. Dokazte, ze pro libovolné mnoziny A, B, C plati (A x B)¢ = A x B¢,
16. Dokazte, ze libovolné prosté zobrazeni f : {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} je bijektivni.
17. Udejte piiklad prostého zobrazeni f : Z — 7Z, které neni bijektivni.

18. Bud f: A — B zobrazeni a X,Y C A.
(a) Dokazte, ze plati f(X)— f(Y)C f(X =Y.
(b) Rozhodnéte, zda vzdy plati f(X) — f(Y) = f(X = Y).

19. Budte f,g: A — B zobrazeni. Rozhodnéte, kterd z nésledujici tvrzeni jsou pravdivé:
a) Jsou-li f, g bijektivni zobrazeni, pak f o g je bijektivni.
b) Je-li f o g bijektivni zobrazeni, pak f je bijektivni.
c) Je-li f o g bijektivni zobrazeni, pak g je bijektivni.
d) Jsou-li g, f o g bijektivni zobrazeni, pak f je bijektivni.

3. Relace

1. Rozhodnéte, kterd z nasledujicich relaci ~ na 7Z je tranzitivni:
a)a~bsa#£b
b) a ~ b < a sudé b liché
c)a~b<slal <b
d)a~b<ab<0.

2. Definujte nésledujici pojmy:



a) relace ekvivalence

b) uspofddand mnozina

¢) linedrné usporadana mnozina
d) rozklad mnoziny

e) jadro zobrazeni.

3. Bud ~ relace na mnoziné Z dang piedpisem:
x ~ y < x,y maji stejny zbytek po déleni 2.
Oveéite, ze ~ je relace ekvivalence, a popiste faktorovou mnozinu Z/ ~ a projekci Z — Z/ ~.

4. Bud R relace ekvivalence na mnoziné A. Pro a € A polozme
R, ={be A\(a,b) € R).
Dokazte, ze pro libovolna a,b € A plati

R, = Ry & (a,b) € R.

5. Dokazte nebo vyvratte, zda tvrzeni z 7. plati i pro libovolnou relaci R, kterd je
a) symetrickd a tranzitivni,
b) reflexivni a tranzitivni,
c) reflexivni a symetricka.

6. Pripomenme, ze skladani relaci je definovano predpisem
Ro S ={(z,2)\ existuje y tak, ze (z,y) € S a (y,z) € R}.

Dokazte, ze pro libovolné relace R, Ro C A x B a S C B x C plati:
a) SOR1USOR2:SO(R1UR2)
b) SORl—SORQQSO(Rl—R2>.
Dokazte, ze v b) obecné neplati rovnost.

7. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich relaci R na Z je uspotradani:
a) (a,b) e R (a<bAa-b>0)
b) (a,b) € R< (albANa-b>0)
c) (a,b) € R< (a>bAalb).

8. Rozhodnéte, kterd z nasledujicich relaci R na mnoziné Z je preduspotradani:
a) (a,b) € R < |a| < |b]

b) (a,b) € R < (2a)|b

c) (a,b) € R < a|(2b)

d) (a,b) e R&(a<bVa-b>0).

9. Bud ~ relace na mnoziné Z — {0} dans predpisem

r~y&sx-y>0.



Oveéite, ze ~ je relace ekvivalence na Z — {0}, a popiste faktorovou mnozinu (Z — {0})/ ~
a projekci mnoziny Z — {0} na tuto faktorovou mnozinu.

10. Rozhodnéte, kterd z nésledujicich relaci na mnoziné R je relaci ekvivalence a kterd je
relaci usporadani:

a) a~b<alb

b) a ~ b < sina =sinbd

c)a~bsa=b+1

d)a~bsa>b

e)a~bsa—-beZ

11. Udejte definici rozkladu mnoziny A. Pro relace z 10., které jsou relacemi ekvivalence,
naleznéte prislusny rozklad.

12. Udejte ptiklad relace na mnoziné N, ktera je
a) symetrickd, tranzitivni, ale neni reflexivni,
b) symetrickd a soucasné antisymetricka,
c) reflexivni, tranzitivni, ale neni symetrickd ani antisymetricka.

13. Naleznéte
a) vSechna navzdjem neizomorfni usporadani t¥iprvkové mnoziny,
b) vSechny relace ekvivalence na mnozié {1, 2, 3},
c¢) pocet vSech relaci na mnoziné {1,2, 3}.
14. Naleznéte jadro zobrazen{ f : Z — 7 daného ptedpisem f(z) = x>
faktorovou mnozinu.
15. Udejte piiklad relace R na mnoziné A, ktera je
a) soucasné symetrickd i antisymetricka,
b) neni symetrickd ani antisymetrické,
c) je symetrickd a neni antisymetrick.

a urcete piislusnou

16. Bud ~ relace na mnoziné Z danapiedpisem:
x ~ 1y < x,y maji stejny zbytek po déleni 5.
Ovérte, ze ~ je relace ekvivalence, popiste faktorovou mnozinu Z/ ~ a projekci Z —
7] ~.

17. Budte R, S relace na mnoziné A. Rozhodnéte, které z nésledujicich tvrzeni je pravdivé
(uvedte bud ditkaz nebo protipifklad):

a) Jsou-li R, S tranzitivni relace, pak RU S je tranzitivni,

b) Jsou-li R, S tranzitivni relace, pak RN S je tranzitivni.

18. Bud ~ relace na mnoziné R dandpredpisem:
x ~y & x—y je celé cislo
Ovérte, ze ~ je relace ekvivalence, popiste faktorovou mnozinu R/ ~ a projekci R —
R/ ~.

19. Bud A = {0, 1} dvouprvkovd mnozina. Vypiste



(a) v8echny reflexivni relace na A,
(b) vSechny symetrické relace na A,
(c) vschny tranzitivni relace na A,
(d) vSechny relace ekvivalence na A,
(e) vSechny relace usporadani na A.

20. Budte R, S relace na mnoziné A. Rozhodnéte, které z nésledujiich tvrzeni je pravdivé
(uvedte bud ditkaz nebo protipifklad):

(a) Jsou-li R, S antisymetrické relace, pak RN S je antisymetricka,

(b) Jsou-li R, S antisymetrické relace, pak RU S je antisymetrickd.

22. Rozhodnéte, kterd z nasledujicich relaci na mnoziné R je tranzitivni:
a) a ~ b < sina = sinb,
b) a ~bsa<b?
c)a~bsa-b<1.

23. Rozhodnéte, kterd z nasledujicich relaci na mnoziné P(Z) je tranzitivni:
a) A~ B< AN B # 0,
b)A~B&1e ANB,
c) A~B&1e AUB.

24. Naleznéte vSechny relace ekvivalence na tiiprvkové mnoziné.

25. Udejte pitklad symetrické a tranzitivni relace R na mnoziné A, ktera neni relace ekvi-
valence.

26. Budte R, S relace na mnoziné A. Rozhodnéte, které z nésledujicich tvrzeni je pravdivé:
(a) Jsou-li R, S reflexivni, pak RU S je reflexivni,
(b) Jsou-li R, S symetrické, pak RU S je symetricka,
(c) Jsou-li R, S tranzitivni, pak RU S je tranzitivni,
(d) Jsou-li R, S antisymetrické, pak RU S je antisymetricka.

27. Naleznéte vSechny relace ekvivalence R na mnoziné N takové, ze (n,n 4+ 1) € R pro

kazdé n € N.

4. Usporadané mnoziny
1. Bud (A, <) usporddand mnozina. Definujte nasledujici pojmy:
a) horni zdvora podmnoziny X C A
b) supremum podmnoziny X C A.
Definujte dale pojmy:
c) svaz
d) dplny svaz.

2. Bud (A, <) usporddand mnozina. Podmnozina X C A se nazyvéa konvexni, jestlize pro
kazda a,b,c € A plati
a<b<cAa,ce X =beX.



Oznaéme C(A) mnozinu vsech konvexnich podmnozin v A. Dokazte, ze (C(A), C) je uplny
svaz.

3. Bud (A4, <) preduspofddand mnozina ( t.j., < je reflexivni a tranzitivni relace na A).
Definujme na A relaci ~ predpisem

a~b<s (a=XbAb=<a).

Ukazte, ze ~ je relace ekvivalence na A. Pro libovolné a € A ozna¢me [a] tiidu ekvivalence
~ obsahujici prvek a. Na faktorové mnoziné A/ ~ definujme relaci < predpisem

[a] <[] & a=b.
Ovérte, ze tato definice je korektni, a ukazte, ze (A/ ~, <) je usporddand mnozina.

4. Definujte nasledujici pojmy:
a) nejvetsi prvek v usporddané mnoziné
b) maximalni prvek v uspofddané mnoziné
c¢) dudlné usporddand mnozina
d) izotonni zobrazeni usporddanych mnozin
e) izomorfismus usporadanych mnozin.

5. Bud (A, <) uspofddand mnozina, v niz libovolnd podmnozina mnoziny A mé infimum.
Dokazte, ze pak libovolna podmnozina mnoziny A ma supremum.

6. Udejte priklad usporadané mnoziny, kterd
a) ma minimalni prvek, ale nemanejmensi prvek,
b) m4 vSechna koneénd suprema, ale nema vSechna kone¢nd infima,
¢) méa vSechna suprema neprazdnych mnozin, ale neni iplny svaz.

7. Rozhodnéte, které z néasledujicich tvrzeni je pravdivé pro libovolnou uspoirddanou mno-
zinu (A, <) a libovolné prvky a, b, c € A:

(a) a <b< sup{a,b} =b,

(b) a = b < sup{a, b} = inf{a, b},

(c) ¢ <sup{a,b} < ¢ < anebo ¢ <b.
Uvedte vzdy dikaz nebo protipifklad.

8. Naleznéte usporadani mnoziny A = {0,1,2,3,4,5}, které md presné dva minimalni a
presné tii maximalni prvky. Usporadani zadejte Hasseovym diagramem.

9. Naleznéte vSechny navzijem neizomorfni iplné svazy na pétiprvkové mnoziné.
10. Naleznéte pét navzdjem neizomorfnich uplnych svazi na Sestiprvkové mnoziné.

11. Dokazte, ze zobrazeni f : P(X) — P(X) dané predpisem f(A) = X — A je izomorfismus
uspofadané mnoziny (P(X), C) na uspofadanou mnoinu (P(X), D).



12. Dokazte, ze mnozina T'(A) vSech tranzitivnich relaci na mnoziné A je vplny svaz vzhle-
dem k usporadani mnozinovou inkluzi.

13. Rozhodnéte, zda mnozina A(X) vSech antisymetrickych relaci na mnoziné X uspofa-
dand mnozinovou inkluzi

a) obsahuje nejmensi prvek,

b) obsahuje nejvétsi prvek,

¢) je uplny svaz.

14. Vypiste v8echny prvky mnoziny P(P(P(0))). Nakreslete Hasseuv diagram uspoiddané
mnoziny (P(P(P(0))), ).

15. Naleznéte tii navzajem neizomorfni usporadané mnoziny majici pét prvki, z nichz jsou
pravé dva maximalni a pravé tii minimalni.

16. Nakreslete Hasseuv diagram usporadané mnoziny ({—2,—1,0,1,2}, R), kde

(a,b) e R a<b,a-b>0.

17. Naleznéte dveé navzajem neizomorfni uspoirddani mnoziny N.
5. Grupy a okruhy

1. Sestrojte multiplikativni tabulku pologrupy (Zs,-). Urcete vSechny existujici inverzni
prvky. Rozhodnéte, zda (Zs, ) je grupa.

2. Definujte pojem okruhu, oboru integrity a télesa. Udejte ptiklad oboru integrity, ktery
neni téleso.

3. Definujte pojem grupoidu a grupy. Udejte ptiklad asociativniho grupoidu s jednotkovym
prvkem, ktery neni grupa.

4. Sestrojte multiplikativni a aditivni tabulku okruhu (Zs,+,+). Rozhodnéte, zda to je
téleso.

5. Sestrojte multiplikativni tabulku grupy (Z%,-). Rozhodnéte, zda existuje prvek a € Z%
takovy, ze kazdy prvek Z3 je jeho mocninou, t.j., Z% = {1,,a,a-a,a-a-a,a-a-a-a,a-a-
a-a-a,a-a-a-a-a-ay

6. Naleznéte homomorfismus grupy (Z%,-) do grupy (Ze,+) takovy, ze f(3) = 1. Rozhod-
néte, zda je izomorfismus.

6. Bud A uspofddand mnozina a I(A) mnozina vsech izomorfismit A — A. Dokazte, Ze
I(A) je grupa vzhledem ke sklddéni zobrazeni.
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6. Bud A mnozina viech podmnozin dvouprvkové mnoziny uspoiddans mnozinovou inkluzi.
Popiste grupu I(A).

7. Sestrojte multiplikativni tabulky grup
a) (Z2,+).
(Za xZs,+), kde operace + je definovana po slozkach, t.j., (a,b)+ (¢, d) = (a+c¢, b+d).

b)
c) (Zs,+).
8. Rozhodnéte, zda grupy (Zo xZsa, +) a (Z4, +) jsou izomorfni. Své rozhodnuti zduvodnéte.

9. Sestrojte multiplikativni tabulky grup
a) (L2, +).
(Za xZs,+), kde operace + je definovana po slozkach, t.j., (a,b)+ (¢, d) = (a+c¢, b+d).

b)
c) (Zy, +).

10. Rozhodnéte, zda grupy (Zs X Za,+) a (Z4,+) jsou izomorfni. Své rozhodnuti zduvod-
neéte.

11. Rozhodnéte, zda mnozina vSech relaci na mnoziné A je grupa vzhledem ke skladani
relaci.

12. Rozhodnete, zda (Zy X Zs,+, ) je okruh, kde operace +, - jsou definovany po slozkach,
t.j., (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (a-¢,b-d). Je to obor integrity?

13. Sestrojte multiplikativni tabulky grup (Ze, +) a (Z%,-), kde Z3 = Z% — {0}.
14. Rozhodnéte, zda grupy (Ze, +) a (Z%,-) jsou izomorfni.

15. Sestrojte multiplikativni tabulky okruhu

a) (ZQv +, )

b) (Zs X Zs,+,-), kde operace +,- jsou definovany po slozkach, t.j., (a,b) + (¢,d) =
(a+c¢,b+d) a(a,b)-(c,d) = (a-c,b-d).

C) (Z47 +, )

16. Rozhodnéte, které z okruhu v predchozim ptikladé jsou obory integrity a které jsou
télesa.



