
PÍSEMNÉ ZKOUŠKY ZE ZÁKLADŮ MATEMATIKY

1. Množiny

1. Rozhodněte, které z následuj́ıćıch tvrzeńı je pravdivé:
a) a ∈ {{a}, {a, {a}}}
b) {a, {a}} ∩ P({a, {a}}) 6= ∅
c) {∅} ∈ {{∅}}.

2. Mějme množiny A, B, C. Dokažte:

a) (A ∪ B) − C ⊆ A ∪ (B − C)
b) (C − A) ∩ (C − B) = C − (A ∪ B)

c) (A − B) ∪ (B − A) = (A ∪ B) − (A ∩ B).

3. Vypočtěte n´asleduj́ıćı množiny:
a) P(P(P(∅)))
b)

⋃
(P(P(∅)) − P(∅))

c) X3, kde X3 = {X2} ∪ X2, X2 = {X1} ∪ X1 a X1 = {∅}.

4. Dokažte, že pro libovolné množiny A, B, C plat́ı:

a) A ⊆ B ⇒ (C − B) ⊆ (C − A)
b) A ∩ B ⊆ C ⇔ A ∩ (B − C) = ∅
c) A ∩ B ∩ C = ∅ ⇒ (A ∪ B ⊆ C ⇒ A ∩ B = ∅).

5. Dokažte, že pro libovolné množiny X, Y plat́ı:

a)
⋂

P(X) = ∅
b)

⋃
P(X) = X

c) P(X ∩ Y ) = P(X) ∩ P(Y ).

6. Dokažte nebo vyvraťte, že následuj́ıćı tvrzeńı plat́ı pro libovolné množiny A, B, C:
a) (C − A) ∪ (C − B) = C − (A ∩ B)

b) (A ∪ B) − C = (A − B) ∪ (B − C)
c) (A − B) − C = A − (B − C).

7.a) Rozhodněte, které z následuj́ıćıch tvrzeńı je pravdivé

(1) ∅ ∈ {∅}
(2) ∅ ⊆ {∅}
(3) ∅ = {∅}
b) Určete všechny prvky množiny P(P(∅)).
c) Udejte př́ıklad množiny A takové, že A ⊆ P(A).

8. Určete všechny prvky následuj́ıćıch množin
a) ∅ × ∅
b) {∅} × {{∅}}

c) {∅}{∅}

d) P(P({∅}))
1
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9. Určete všechny prvky následuj́ıćıch množin
a) ∅ − ∅
b) ∅∅

c) ∅{∅}

d) ∅ × {∅}

10. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch tvrzeńı jsou pravdivá:
a) ∅ ∈ ∅
b) ∅ ∈ {∅}
c) ∅ ∈ {{∅}}
d) P({∅}) = {∅, {∅}}
e) P({∅}) ∩ P(∅) = ∅

11. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch tvrzeńı jsou pravdivá:
a) {∅} ∈ {∅}
b) {∅} ∈ {{∅}}
c) {∅} ⊆ {{∅}}
d) ∅ × {∅} = ∅
e) {∅} × {∅} = {∅}

12. Rozhodněte, který z následuj́ıćıch vztah̊u je pravdivý pro libovolné množiny A, B, C
splňuj́ıćı A ⊆ B:

(a) A ∪ C ⊆ B ∪ C,
(b) A × C ⊆ B × C,
(c) C − A ⊆ C − B.

Uveďte vždy d̊ukaz nebo protipř́ıklad.

13. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch množin je rovna ∅:
(a) ∅∅,
(b) ∅{∅},
(c) {∅}∅,
(d) {∅} − P(∅),
(e) {∅} − P({∅}).

14. Vypočtěte následuj́ıćı množiny: a) P(P(∅))
b) N − P(N).
c) X2, kde X2 = {X1} ∪ X1 a X1 = {∅}

15. Buď P(X)∗ množina všech neprázdných podmnožin množiny X. Určete, pro které
množiny X plat́ı ⋂

P(X)∗ = ∅.

16. Dokažte, že množiny N a Z+ maj́ı stejnou mohutnost.

2. Zobrazeńı
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1. Mějme zobrazeńı f : A → B, g : B → C. Dokažte:
a) Jsou-li f, g prostá zobrazeńı, pak g ◦ f je prosté zobrazeńı.
b) Jsou-li f, g zobrazeńı na, pak g ◦ f je zobrazeńı na.
c) Jsou-li f, g bijekce, pak g ◦ f je bijekce.
Ukažte, že obrácené implikace v těchto tvrzeńıch obecně neplat́ı.

2. Mějme zobrazeńı f : A → B, g : B → C. Dokažte:
a) Je-li g ◦ f prosté zobrazeńı, pak f je prosté zobrazeńı.
b) Je-li g ◦ f zobrazeńı na, pak g je zobrazeńı na.
Ukažte, že v a) nemuśı být g prosté zobrazeńı a že v b) nemuśı být f zobrazeńı na.

3. Buď f : A → B zobrazeńı. Pro libovolnou podmnožinu X ⊆ A definujme

f(X) = {f(x)\x ∈ X}.

Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:
a) pro libovolné podmnožiny X, Y ⊆ A plat́ı

f(X)− f(Y ) ⊆ f(X − Y )

b) v a) obecně neplat́ı rovnost
c) je-li f prosté zobrazeńı, plat́ı v a) rovnost.

4. Buď f : A → B zobrazeńı. Definujte, co je jádro zobrazeńı f , ukažte, že je to relace
ekvivalence na množině A, a podrobně dokažte, že př́ıslušná faktorová množina má stejnou
mohutnost jako obraz množiny A při zobrazeńı f .

5. Buď A = {1, 2, 3}. Nalezněte
a) Zobrazeńı f : A → A takové, že f · f = f
b) Zobrazeńı f, g : A → A takové, že f · g 6= g · f
c) Zobrazeńı f : A → A takové, že všechna zobrazeńı idA, f, f · f, f · f · f jsou navzájem

r̊uzná.

6. Buď A = {1, 2, 3}. Nalezněte
a) všechna prostá zobrazeńı A → A
b) všechna prostá zobrazeńı f : A → A taková, že f · f 6= f
c) všechna prostá zobrazeńı f : A → A taková, že existuje a ∈ A s vlastnost́ı f(a) = a
d) všechna prostá zobrazeńı f : A → A taková, že existuj́ı právě dva prvky a ∈ A s

vlastnost́ı f(a) = a

7. Mějme zobrazeńı f : A → B a podmnožiny X, Y množiny A. Rozhodněte, které z
následuj́ıćıch tvrzeńı je vždy pravdivé (uveďte buď d̊ukaz nebo protipř́ıklad):

a) f(X ∪ Y ) = f(X) ∪ f(Y )
b) f(X ∩ Y ) = f(X) ∩ f(Y )

8. Mějme zobrazeńı f : A → B, g : B → A taková, že g ◦ f = idA. Dokažte, že f je prosté
zobrazeńı a g je zobrazeńı na. Udejte př́ıklad takových zobrazeńı f, g, kteránejsou bijekce.
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9. Dokažte, že množiny N, Z maj́ı stejnou mohutnost.

10. Mějme zobrazeńı f : A → B a podmnožiny X, Y množiny B. Rozhodněte, která z
následuj́ıćıch tvrzeńı je vždy pravdivé (uveďte buď d̊ukaz nebo protipř́ıklad):

a) f−1(X ∪ Y ) = f−1(X) ∪ f−1(Y )
b) f−1(X ∩ Y ) = f−1(X) ∩ f−1(Y )

Připomeňme, že f−1(Z) = {a ∈ A\f(a) ∈ Z}.

11. Dokažte, že zobrazeńı f : A → A takové, že f ◦ f = idA je nutně bijektivńı. Udejte
př́ıklad takového zobrazeńı r̊uzného od idA.

12. Dokažte, že množina N má stejnou mohutnost jako množina Q+ nezáporných racionál-
ńıch č́ısel.

13. Dokažte, že zobrazeńı f : A → B je bijektivńı, právě když existuje zobrazeńı g : B → A
takové, že f ◦ g = idB a g ◦ f = idA.

14. Buď A množina. Definujte kartézský součin A × A a projekce p1, p2 : A × A → A.
(a) Dokažte, že p1 je vždy zobrazeńı na.
(b) Udejte př́ıklad množiny A takové, že p1 je prosté zobrazeńı.

15. Dokažte, že pro libovolné množiny A, B, C plat́ı (A × B)C ∼= AC × BC .

16. Dokažte, že libovolné prosté zobrazeńı f : {1, 2, 3, 4, 5} → {1, 2, 3, 4, 5} je bijektivńı.

17. Udejte př́ıklad prostého zobrazeńı f : Z → Z, které neńı bijektivńı.

18. Buď f : A → B zobrazeńı a X, Y ⊆ A.
(a) Dokažte, že plat́ı f(X) − f(Y ) ⊆ f(X − Y ).
(b) Rozhodněte, zda vždy plat́ı f(X) − f(Y ) = f(X − Y ).

19. Buďte f, g : A → B zobrazeńı. Rozhodněte, která z následuj́ıćı tvrzeńı jsou pravdivá:
a) Jsou-li f, g bijektivńı zobrazeńı, pak f ◦ g je bijektivńı.
b) Je-li f ◦ g bijektivńı zobrazeńı, pak f je bijektivńı.
c) Je-li f ◦ g bijektivńı zobrazeńı, pak g je bijektivńı.
d) Jsou-li g, f ◦ g bijektivńı zobrazeńı, pak f je bijektivńı.

3. Relace

1. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch relaćı ∼ na Z je tranzitivńı:
a) a ∼ b ⇔ a 6= b
b) a ∼ b ⇔ a sudé b liché
c) a ∼ b ⇔ |a| ≤ b
d) a ∼ b ⇔ a.b ≤ 0.

2. Definujte následuj́ıćı pojmy:
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a) relace ekvivalence
b) uspořádaná množina
c) lineárně uspořádaná množina
d) rozklad množiny
e) jádro zobrazeńı.

3. Buď ∼ relace na množině Z daná předpisem:

x ∼ y ⇔ x, y maj́ı stejný zbytek po děleńı 2.

Ověřte, že ∼ je relace ekvivalence, a popǐste faktorovou množinu Z/ ∼ a projekci Z → Z/ ∼.

4. Buď R relace ekvivalence na množině A. Pro a ∈ A položme

Ra = {b ∈ A\(a, b) ∈ R).

Dokažte, že pro libovolná a, b ∈ A plat́ı

Ra = Rb ⇔ (a, b) ∈ R.

5. Dokažte nebo vyvraťte, zda tvrzeńı z 7. plat́ı i pro libovolnou relaci R, která je
a) symetrická a tranzitivńı,
b) reflexivńı a tranzitivńı,
c) reflexivńı a symetrická.

6. Připomeňme, že skládáńı relaćı je definováno předpisem

R ◦ S = {(x, z)\ existuje y tak, že (x, y) ∈ S a (y, z) ∈ R}.

Dokažte, že pro libovolné relace R1, R2 ⊆ A × B a S ⊆ B × C plat́ı:
a) S ◦ R1 ∪ S ◦ R2 = S ◦ (R1 ∪ R2)
b) S ◦ R1 − S ◦ R2 ⊆ S ◦ (R1 − R2).
Dokažte, že v b) obecně neplat́ı rovnost.

7. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch relaćı R na Z je uspořádáńı:
a) (a, b) ∈ R ⇔ (a ≤ b ∧ a · b ≥ 0)
b) (a, b) ∈ R ⇔ (a|b ∧ a · b ≥ 0)
c) (a, b) ∈ R ⇔ (a ≥ b ∧ a|b).

8. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch relaćı R na množině Z je předuspořádáńı:
a) (a, b) ∈ R ⇔ |a| ≤ |b|
b) (a, b) ∈ R ⇔ (2a)|b
c) (a, b) ∈ R ⇔ a|(2b)
d) (a, b) ∈ R ⇔ (a ≤ b ∨ a · b > 0).

9. Buď ∼ relace na množině Z − {0} daná předpisem

x ∼ y ⇔ x · y > 0.
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Ověřte, že ∼ je relace ekvivalence na Z − {0}, a popǐste faktorovou množinu (Z − {0})/ ∼
a projekci množiny Z − {0} na tuto faktorovou množinu.

10. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch relaćı na množině R je relaćı ekvivalence a která je
relaćı uspořádáńı:

a) a ∼ b ⇔ a|b
b) a ∼ b ⇔ sin a = sin b
c) a ∼ b ⇔ a = b + 1
d) a ∼ b ⇔ a ≥ b
e) a ∼ b ⇔ a − b ∈ Z

11. Udejte definici rozkladu množiny A. Pro relace z 10., které jsou relacemi ekvivalence,
nalezněte př́ıslušný rozklad.

12. Udejte př́ıklad relace na množině N, která je
a) symetrická, tranzitivńı, ale neńı reflexivńı,
b) symetrická a současně antisymetrická,
c) reflexivńı, tranzitivńı, ale neńı symetrická ani antisymetrická.

13. Nalezněte
a) všechna navzájem neizomorfńı uspořádáńı tř́ıprvkové množiny,
b) všechny relace ekvivalence na množiě {1, 2, 3},
c) počet všech relaćı na množině {1, 2, 3}.

14. Nalezněte jádro zobrazeńı f : Z → Z daného předpisem f(x) = x2 a určete př́ıslušnou
faktorovou množinu.
15. Udejte př́ıklad relace R na množině A, která je

a) současně symetrická i antisymetrická,
b) neńı symetrická ani antisymetrická,
c) je symetrická a neńı antisymetrická.

16. Buď ∼ relace na množině Z danápředpisem:
x ∼ y ⇔ x, y maj́ı stejný zbytek po děleńı 5.

Ověřte, že ∼ je relace ekvivalence, popǐste faktorovou množinu Z/ ∼ a projekci Z →
Z/ ∼.

17. Buďte R, S relace na množině A. Rozhodněte, které z následuj́ıćıch tvrzeńı je pravdivé
(uveďte buď d̊ukaz nebo protipř́ıklad):

a) Jsou-li R, S tranzitivńı relace, pak R ∪ S je tranzitivńı,
b) Jsou-li R, S tranzitivńı relace, pak R ∩ S je tranzitivńı.

18. Buď ∼ relace na množině R danápředpisem:
x ∼ y ⇔ x − y je celé č́ıslo

Ověřte, že ∼ je relace ekvivalence, popǐste faktorovou množinu R/ ∼ a projekci R →
R/ ∼.

19. Buď A = {0, 1} dvouprvková množina. Vypǐste
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(a) všechny reflexivńı relace na A,
(b) všechny symetrické relace na A,
(c) všchny tranzitivńı relace na A,
(d) všechny relace ekvivalence na A,
(e) všechny relace uspořádáńı na A.

20. Buďte R, S relace na množině A. Rozhodněte, které z následuj́ı́ıch tvrzeńı je pravdivé
(uveďte buď d̊ukaz nebo protipř́ıklad):

(a) Jsou-li R, S antisymetrické relace, pak R ∩ S je antisymetrická,
(b) Jsou-li R, S antisymetrické relace, pak R ∪ S je antisymetrická.

22. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch relaćı na množině R je tranzitivńı:
a) a ∼ b ⇔ sin a = sin b,
b) a ∼ b ⇔ a ≤ b2,
c) a ∼ b ⇔ a · b ≤ 1.

23. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch relaćı na množině P(Z) je tranzitivńı:
a) A ∼ B ⇔ A ∩ B 6= ∅,
b) A ∼ B ⇔ 1 ∈ A ∩ B,
c) A ∼ B ⇔ 1 ∈ A ∪ B.

24. Nalezněte všechny relace ekvivalence na tř́ıprvkové množině.

25. Udejte př́ıklad symetrické a tranzitivńı relace R na množině A, která neńı relace ekvi-
valence.

26. Buďte R, S relace na množině A. Rozhodněte, které z následuj́ıćıch tvrzeńı je pravdivé:
(a) Jsou-li R, S reflexivńı, pak R ∪ S je reflexivńı,
(b) Jsou-li R, S symetrické, pak R ∪ S je symetrická,
(c) Jsou-li R, S tranzitivńı, pak R ∪ S je tranzitivńı,
(d) Jsou-li R, S antisymetrické, pak R ∪ S je antisymetrická.

27. Nalezněte všechny relace ekvivalence R na množině N takové, že (n, n + 1) ∈ R pro
každé n ∈ N.

4. Uspořádané množiny

1. Buď (A,≤) uspořádaná množina. Definujte následuj́ıćı pojmy:
a) horńı závora podmnožiny X ⊆ A
b) supremum podmnožiny X ⊆ A.
Definujte dále pojmy:
c) svaz
d) úplný svaz.

2. Buď (A,≤) uspořádaná množina. Podmnožina X ⊆ A se nazývá konvexńı, jestliže pro
každá a, b, c ∈ A plat́ı

a ≤ b ≤ c ∧ a, c ∈ X ⇒ b ∈ X.
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Označme C(A) množinu všech konvexńıch podmnožin v A. Dokažte, že (C(A),⊆) je úplný
svaz.

3. Buď (A,�) předuspořádaná množina ( t.j., � je reflexivńı a tranzitivńı relace na A).
Definujme na A relaci ∼ předpisem

a ∼ b ⇔ (a � b ∧ b � a).

Ukažte, že ∼ je relace ekvivalence na A. Pro libovolné a ∈ A označme [a] tř́ıdu ekvivalence
∼ obsahuj́ıćı prvek a. Na faktorové množině A/ ∼ definujme relaci ≤ předpisem

[a] ≤ [b] ⇔ a � b.

Ověřte, že tato definice je korektńı, a ukažte, že (A/ ∼,≤) je uspořádaná množina.

4. Definujte následuj́ıćı pojmy:
a) největš́ı prvek v uspořádané množině
b) maximálńı prvek v uspořádané množině
c) duálně uspořádaná množina
d) izotonńı zobrazeńı uspořádaných množin
e) izomorfismus uspořádaných množin.

5. Buď (A,≤) uspořádaná množina, v ńıž libovolná podmnožina množiny A má infimum.
Dokažte, že pak libovolná podmnožina množiny A má supremum.

6. Udejte př́ıklad uspořádané množiny, která
a) má minimálńı prvek, ale nemánejmenš́ı prvek,
b) má všechna konečná suprema, ale nemá všechna konečná infima,
c) má všechna suprema neprázdných množin, ale neńı úplný svaz.

7. Rozhodněte, které z následuj́ıćıch tvrzeńı je pravdivé pro libovolnou uspořádanou mno-
žinu (A,≤) a libovolné prvky a, b, c ∈ A:

(a) a ≤ b ⇔ sup{a, b} = b,
(b) a = b ⇔ sup{a, b} = inf{a, b},
(c) c ≤ sup{a, b} ⇔ c ≤ a nebo c ≤ b.

Uveďte vždy d̊ukaz nebo protipř́ıklad.

8. Nalezněte uspořádáńı množiny A = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, které má přesně dva minimálńı a
přesně tři maximálńı prvky. Uspořádáńı zadejte Hasseovým diagramem.

9. Nalezněte všechny navzájem neizomorfńı úplné svazy na pětiprvkové množině.

10. Nalezněte pět navzájem neizomorfńıch úplných svaz̊u na šestiprvkové množině.

11. Dokažte, že zobrazeńı f : P(X) → P(X) dané předpisem f(A) = X−A je izomorfismus
uspořádané množiny (P(X),⊆) na uspořádanou mnǒinu (P(X),⊇).
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12. Dokažte, že množina T (A) všech tranzitivńıch relaćı na množině A je úplný svaz vzhle-
dem k uspořádáńı množinovou inkluźı.

13. Rozhodněte, zda množina A(X) všech antisymetrických relaćı na množině X uspořá-
daná množinovou inkluźı

a) obsahuje nejmenš́ı prvek,
b) obsahuje největš́ı prvek,
c) je úplný svaz.

14. Vypǐste všechny prvky množiny P(P(P(∅))). Nakreslete Hasse̊uv diagram uspořádané
množiny (P(P(P(∅))),⊆).

15. Nalezněte tři navzájem neizomorfńı uspořádané množiny maj́ıćı pět prvk̊u, z nichž jsou
právě dva maximálńı a právě tři minimálńı.

16. Nakreslete Hasse̊uv diagram uspořádané množiny ({−2,−1, 0, 1, 2}, R), kde

(a, b) ∈ R ⇔ a ≤ b, a · b > 0.

17. Nalezněte dvě navzájem neizomorfńı uspořádáńı množiny N.

5. Grupy a okruhy

1. Sestrojte multiplikativńı tabulku pologrupy (Z5, ·). Určete všechny existuj́ıćı inverzńı
prvky. Rozhodněte, zda (Z5, ·) je grupa.

2. Definujte pojem okruhu, oboru integrity a tělesa. Udejte př́ıklad oboru integrity, který
neńı těleso.

3. Definujte pojem grupoidu a grupy. Udejte př́ıklad asociativńıho grupoidu s jednotkovým
prvkem, který neńı grupa.

4. Sestrojte multiplikativńı a aditivńı tabulku okruhu (Z5, +, ·). Rozhodněte, zda to je
těleso.

5. Sestrojte multiplikativńı tabulku grupy (Z∗
7, ·). Rozhodněte, zda existuje prvek a ∈ Z∗

7

takový, že každý prvek Z∗
7 je jeho mocninou, t.j., Z∗

7 = {1, , a, a · a, a · a · a, a · a · a · a, a · a ·
a · a · a, a · a · a · a · a · a}

6. Nalezněte homomorfismus grupy (Z∗
7, ·) do grupy (Z6, +) takový, že f(3) = 1. Rozhod-

něte, zda je izomorfismus.

6. Buď A uspořádaná množina a I(A) množina všech izomorfismů A → A. Dokažte, že
I(A) je grupa vzhledem ke skládáńı zobrazeńı.
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6. Buď A množina všech podmnožin dvouprvkové množiny uspořádaná množinovou inkluźı.
Popǐste grupu I(A).

7. Sestrojte multiplikativńı tabulky grup
a) (Z2, +).
b) (Z2×Z2, +), kde operace + je definována po složkách, t.j., (a, b)+(c, d) = (a+c, b+d).
c) (Z4, +).

8. Rozhodněte, zda grupy (Z2×Z2, +) a (Z4, +) jsou izomorfńı. Své rozhodnut́ı zd̊uvodněte.

9. Sestrojte multiplikativńı tabulky grup
a) (Z2, +).
b) (Z2×Z2, +), kde operace + je definována po složkách, t.j., (a, b)+(c, d) = (a+c, b+d).
c) (Z4, +).

10. Rozhodněte, zda grupy (Z2 × Z2, +) a (Z4, +) jsou izomorfńı. Své rozhodnut́ı zd̊uvod-
něte.

11. Rozhodněte, zda množina všech relaćı na množině A je grupa vzhledem ke skládáńı
relaćı.

12. Rozhodňete, zda (Z2 × Z2, +, ·) je okruh, kde operace +, · jsou definovány po složkách,
t.j., (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) a (a, b) · (c, d) = (a · c, b · d). Je to obor integrity?

13. Sestrojte multiplikativńı tabulky grup (Z6, +) a (Z∗
7, ·), kde Z∗

7 = Z∗
7 − {0}.

14. Rozhodněte, zda grupy (Z6, +) a (Z∗
7, ·) jsou izomorfńı.

15. Sestrojte multiplikativńı tabulky okruh̊u
a) (Z2, +, ·).
b) (Z2 × Z2, +, ·), kde operace +, · jsou definovány po složkách, t.j., (a, b) + (c, d) =

(a + c, b + d) a (a, b) · (c, d) = (a · c, b · d).
c) (Z4, +, ·).

16. Rozhodněte, které z okruh̊u v předchoźım př́ıkladě jsou obory integrity a které jsou
tělesa.


