Zaklady matematiky — podzim 2004 — 2. opravny termin — 28.1.2005

1. (8krat 41 bod (spravné 1 bod, chybné —1, bez odpovédi 0)) Odpovézte (Skrtnutim nehodiciho
se ano nebo ne na patficném fadku), zda jsou pravdiva nésledujici tvrzeni (¢téte velmi
pozorné!):

(a) ano — ne Existuje bijekce z mnoziny R do mnoziny Q.

(b) ano — ne Pro libovolné mnoziny A, B,C a zobrazeni f : A — B, g : B — C plati:
go f je bijekce = ([ je bijekce V g je bijekce ).

(c) ano — ne Pokud bindrni relace R na mnoziné A je symetricka, pak R~! je antisyme-
tricka.

(d) ano — ne Pokud R je uspofddani mnoziny A, pak R~ je také usporadani mnoziny A.
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) ano — ne Pro libovolnou uspofadanou mnozinu (A, <) je identické zobrazeni
ida : (A, <) — (A, <) izotonni.

(f) ano — ne Podgrupy dané grupy tvoii uplny svaz vzhledem k uspofadani inkluzi.

(g) ano — ne Zobrazeni f : R — R dané predpisem f(z) = |z| je homomorfismem grupy
(R, +) do sebe.

(h) ano — ne Podokruh télesa je téleso.

2. (7 bodt) Definujte pojem relace mezi mnozinami A, B. Pomoci néj definujte formalné pojem
zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B. Definujte pojmy injektivni, surjektivni a bijektivni
zobrazeni.

3. (bkrat 2 body) Udejte piiklad
(a) mnozin A a B takovych, aby A C B a zérovenn B C P(A);

(b) relace ekvivalence p na mnoziné N takové, aby néktera tiida rozkladu N/p méla neko-
nec¢né mnoho prvki;

(c) uspofddané mnoziny, kterd ma maximalni prvek, jez je zaroverl minimalni;
(d) binarni relace na mnoziné N, ktera je soucasné symetrickd a antisymetricks;

(e) binarni operace na mnoziné P(N), ktera je asociativni a ma neutralni prvek.

4. (10 bodt) Na mnoziné M = Q x Q definujeme bindrni operaci o vztahem (a,b) o (¢,d) =
(a + ¢ — ac,b + d), pro a,b,c,d € Q. Dokazte, ze operace o je asociativni. Rozhodnéte,
zda je operace o komutativni. Existuje pro o neutralni prvek? Je (M, o) grupa? Odpovédi
zdtvodnéte.

5. (10 bodi) Necht koneéna mnozina A mé 6 prvka. Urcete kolik je bijekei f : A — A, které
jsou inverzni samy k sobé (tj. f = f~!). Vypocet komentujte.

6. (10 bodi) Na mnoziné Q je definovana bindrni relace p vztahem zpy <= (Ja,b € N)(ax =
by), pro z,y € Q. Dokazte, Ze p je relace ekvivalence na mnoziné Q. Popiste rozklad Q\p.
Urcete kolik méa tento rozklad tiid a kolik prvki maji jednotlivé tiidy.

7. (10 bodt) Definujme bindrni relaci < na mnoziné Z takto: x <y <= (x =y V|z| < |y|),
pro x,y € Z. Dokazte, ze < je usporadani na Z. Naznacte Hasseovsky diagram uspotradané
mnoziny (Z, <). Popiste minimélni a maximalni prvky (Z, <). Rozhodnéte, zda mé libovolna
dvouprvkovd podmnozina v (Z, <) supremum. Odpovédi zdtvodnéte.

8. (10 bodi) Bud dana mnozina M = P(N) x P(N). Na mnoziné M definujeme usporadani <
takto: (X,Y) 2 (X)) Y) <= (X CX'AY CY'), pro X,Y, X" Y" € P(N). Definujme déle
zobrazeni f : M — P(N) pfedpisem f((X,Y)) = X + Y. Rozhodnéte, zda je zobrazeni f
surjektivni. Rozhodnéte, zda je zobrazeni f injektivni. Je zobrazeni f : (M, =) — (P(N), Q)
izotonni? Rozhodnéte, zda je (M, <) tplny svaz. Odpovédi zdivodnéte.



