/1 Zakladni formalismy: Dukaz a Algoritmus \

Studium informatiky neznamend jen ,,naucit se néjaky programovaci jazyk", nybrz za-
hrnuje cely soubor dalSich relevantnich predmétd, mezi nimiz najdeme i matematicko—
teoretické (formalni) zaklady moderni informatiky.

Pravé odborny nadhled nad celou informatikou véetné nezbytné formdlni teorie odlisi
fadového , programatora”, kterych jsou dnes mraky i bez VS vzdélani, od skuteéného
(a mnohem lépe placeného) IT experta.
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hrnuje cely soubor dalSich relevantnich predméti, mezi nimiz najdeme i matematicko—
teoretické (formalni) zaklady moderni informatiky.

Pravé odborny nadhled nad celou informatikou vcetné nezbytné formalni teorie odlisi
fadového , programatora”, kterych jsou dnes mraky i bez VS vzdélani, od skutecného
(a mnohem lépe placeného) IT experta.

Strucny prehled lekce

* Pochopeni formalniho zapisu a vyznamu matematickych tvrzeni (vét)
a jejich dikazh.

* Rozbor logické struktury matematickych vét,
konstruktivnosti dikazd.

* Spravny formalni zapis postupu — algoritmu, ve svétle matematickych
formalism{.
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1.1 Uvod do matematického dokazovani \

Matematika (a tudiz i teoretickd informatika jako jeji souldst) se vyznaluje
velmi prisnymi formalnimi pozadavky na korektnost argumentace.
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— plyne z predchozich a dfive dokazanych tvrzeni podle néjakého ,,ak-
ceptovaného" logického principu — odvozovaciho pravidla;

x posledni tvrzeni je zavér.

O potrebné Grovni formality matematickych dikaz( a o béZnych diikazovych technikich
se dozvime dale v této lekci. . .
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Poznamka pro pfipomenuti:
e Sudé Cislo je celé Cislo délitelné 2, tj. tvaru 2k.
e Liché Cislo je celé Cislo nedélitelné 2, tj. tvaru 2k + 1.

Priklad 1.1. Uvazujme nasledujici matematické tvrzeni (které jisté uz zndte).

Véta. Jestlize x je souctem dvou lichych Cisel, pak x je sudé.
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Poznamka pro pfipomenuti:
e Sudé Cislo je celé Cislo délitelné 2, tj. tvaru 2k.
e Liché Cislo je celé Cislo nedélitelné 2, tj. tvaru 2k + 1.

Priklad 1.1. Uvazujme nasledujici matematické tvrzeni (které jisté uz zndte).

Véta. Jestlize x je souctem dvou lichych Cisel, pak x je sudé.

Dukaz postupuje v nasledujicich formalnich krocich:

tvrzeni zdivodnéni

a=2k+1, k celé predpoklad
b=20+1,1 celé predpoklad

)
)
3) z=a+b=2k+2l+1+1 1,2)a komutativita s¢itni (axiom)
) z=2k+1)+2-1 3) a distributivnost nasobeni

)

r=2k+1+1) 4) a opét distributivnost nasobeni
g
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KPl’iklad 1.2. Dokazte:

I

Véta. Jestlize x a y jsou raciondlni Cisla pro ktera plati x < v, pak existuje

s v/

raciondlni &islo z pro které plati v < z < y.
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Véta. Jestlize x a y jsou raciondlni Cisla pro ktera plati x < v, pak existuje

s v/

raciondlni &islo z pro které plati v < z < y.
Dukaz (s jiz trochu méné formalnim zapisem) zni:
' _ oty __ y—x __ y—x

) NeChtZ—T—l’+T—yfT

Cislo z je raciondlni, nebot x a y jsou racionalni.

Plati z > x, nebot 5% > 0.

7 ’ v r Y—T
Déle plati z < y, opét nebot “5= > 0.

Celkem z < z < .
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Véta. Jestlize x a y jsou raciondlni Cisla pro ktera plati x < v, pak existuje

s v/

raciondlni &islo z pro které plati © < z < y.
Dukaz (s jiz trochu méné formalnim zapisem) zni:

' _ oty __ y—x __ y—x
) NeChtZ—T—l’+T—yfT
e Cislo z je racionalni, nebot z a 1 jsou racionalni.
e Plati z > x, nebot 5= > 0.
e Dile plati z < y, opét nebot 5= > 0.
o Celkem z < z < 9.

Poznamka. Alternativni formulace Véty z Prikladu 1.2 mohou znit:
e Pro kazdé z,y € Q, kde = < y, existuje z € @ takové, ze z < z < y.

e Mnozina raciondlnich Cisel je husta.
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1.2 Struktura matematickych vét a dukazu

I

e Prvni krok formalniho dikazu je uvédomit si, co se ma dokazat, tedy co je

predpoklad a co zavér dokazovaného tvrzeni.
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e Prvni krok formalniho dikazu je uvédomit si, co se ma dokazat, tedy co je
predpoklad a co zavér dokazovaného tvrzeni.
e Priklady:
x Véta. Kone¢na mnozina ma konec¢né mnoho podmnozin.
* Véta. sin(a) + cos?(a) = 1.
* Véta. Graf je rovinny jestlize neobsahuje podrozdéleni K5 nebo K3 3.

o Casto pomiize pouhé rozepsani definic pojmi, které se v dané vété vyskytuiji.

e Jak ,moc formalni” maji dikazy vlastné byt?
x Zalezi na tom, komu je ditkaz uréen — , konzument" musi byt schopen
»shadno" ovérit korektnost kazdého tvrzeni v dliikazu a plné pochopit,
z Ceho vyplyva.
x Je tedy hlavné na vas zvolit tu spravnou Groven formalnosti zapisu vét
i diikaz( podle situace.
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Konstruktivni a existenc¢ni diikazy \

Z hlediska praktické vyuZitelnosti je potfeba rozlisit tyto dvé kategorie dikaz(
(tfebaze z formalné—matematického pohledu mezi nimi kvalitativni rozdil neni).

e Duikaz Véty 1.2 je konstruktivni. Dokazali jsme nejen, Ze Cislo z existuje,
ale podali jsme také ndvod, jak ho pro dané = a y sestrojit.

e Existencni dikaz je takovy, kde se prokaze existence néjakého objektu bez
toho, aby byl podan navod na jeho konstrukci.
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Z hlediska praktické vyuZitelnosti je potfeba rozlisit tyto dvé kategorie dikaz(
(tfebaze z formalné—matematického pohledu mezi nimi kvalitativni rozdil neni).

Konstruktivni a existencni dikazy

e Duikaz Véty 1.2 je konstruktivni. Dokazali jsme nejen, Ze Cislo z existuje,
ale podali jsme také ndvod, jak ho pro dané = a y sestrojit.

e Existencni dikaz je takovy, kde se prokaze existence néjakého objektu bez
toho, aby byl podan navod na jeho konstrukci.

Priklad 1.3. Cdisté existencniho dikazu.
Véta. Existuje program, ktery vypiSe na obrazovku Cisla tazend v 45. tahu
sportky v roce 2006.
Dukaz: Existuje pouze konecné mnoho moznych vysledkil losovani 45. tahu
sportky v roce 2006. Pro kazdy mozny vysledek existuje program, ktery tento
dany vysledek vypiSe na obrazovku. Mezi témito programy je tedy jisté ten,
ktery vypiSe pravé ten vysledek, ktery bude v 25. tahu sportky v roce 2006
skutecné vylosovan.
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To je ale ,,podvod”, ze?
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To je ale ,podvod*, Ze? A prece neni...

\Formélné spravné to je prosté tak a tecka. j
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o n prvcich. Dokazte pro dostatecné velkd n, Ze vsechny body Ize obarvit
dvéma barvami tak, aby Zadna mnoZina nebyla jednobarevna.
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dikazl vét, které se zde objevuji.

V matematice ale jsou mnohé priklady uzite¢nych a nenahraditelnych existenc-
nich diikazii, tfeba tzv. pravdépodobnostni diikazy.

Priklad 1.4. , pravdépodobnostniho” existencniho diikazu.

Véta. Na dané mnoziné bodii je zvoleno libovolné n? podmnozin, kazda
o n prvcich. Dokazte pro dostatecné velkd n, Ze vsechny body Ize obarvit
dvéma barvami tak, aby Zadna mnoZina nebyla jednobarevna.

Dukaz: U kazdého bodu si , hodime minci* a podle vysledku zvolime barvu cervené
nebo modre. (Nezavislé volby s pravdépodobnosti %) Pravdépodobnost, Ze zvolenych

n bodl vyjde jednobarevnych, je jen 23 = A=,

Pro n? podmnozin tak je pravdépodobnost, Ze néktera z nich vyjde jednobarevnd, shora

ohraniena souctem )

1—n 1-n __ n
2 +...+2 —27171—>

n 2

JelikoZ je toto &islo (pravdépodobnost) pro n > 7 mensi nez 1, bude existovat obarveni
bez jednobarevnych zvolenych podmnozin. O
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/1.3 Formalni popis algoritmu \

PoloZzme si otazku, co je vlastné algoritmus?

Poznamka: Za definici algoritmu je obecné pfijimana tzv. Church—Turingova teze tvr-
dici, Ze vSechny algoritmy Ize ,,simulovat" na Turingové stroji. Jedna se sice o presnou,
ale zna¢né nepraktickou definici.

Mimo Turingova stroje existuji i jiné matematické modely vypoctl, jako treba stroj
RAM, ktery je abstrakci skutecného strojového kédu.
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RAM, ktery je abstrakci skutecného strojového kédu.

Konvence 1.5. Zjednodusené zde algoritmem rozumime kone¢nou posloup-

nost elementdrnich (vypocetnich) krokd, ve které kazdy dalsi krok vyuZziva
vstupni Gdaje ¢i hodnoty vypoctené v predchozich krocich.

Pro zprehlednéni a zkraceni zdapisu algoritmu vyuzivame fridici konstrukce —
podminénd vétveni a cykly.
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1.3 Formalni popis algoritmu \

PoloZzme si otazku, co je vlastné algoritmus?

Poznamka: Za definici algoritmu je obecné pfijimana tzv. Church—Turingova teze tvr-
dici, Ze vSechny algoritmy Ize ,,simulovat" na Turingové stroji. Jedna se sice o presnou,
ale zna¢né nepraktickou definici.

Mimo Turingova stroje existuji i jiné matematické modely vypoctl, jako treba stroj
RAM, ktery je abstrakci skutecného strojového kédu.

Konvence 1.5. Zjednodusené zde algoritmem rozumime kone¢nou posloup-

nost elementdrnich (vypocetnich) krokd, ve které kazdy dalsi krok vyuZziva
vstupni Gdaje ¢i hodnoty vypoctené v predchozich krocich.

Pro zprehlednéni a zkraceni zdapisu algoritmu vyuzivame fridici konstrukce —
podminénd vétveni a cykly.

Vidite, jak blizké si jsou konstruktivni matematické dikazy a formalni zapisy algoritmi?
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Priklad 1.6. Zdpis algoritmu pro vypocet priméru z daného pole a[] sn prvky.\

e Inicializujeme sum « 0;
e postupné pro i=0,1,2,...,n-1 provedeme
% sum < sum+ali] ;

e vypiseme podil (sum/n) .
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Priklad 1.6. Zdpis algoritmu pro vypocet priméru z daného pole a[] sn prvky.\

e Inicializujeme sum «+ 0;

e postupné pro i=0,1,2,...,n-1 provedeme
% sum < sum+ali] ;

e vypiseme podil (sum/n) . O

Ve ,vyssi Grovni* formdlnosti (s jasnéj$im vyznadenim ridicich struktur algo-

ritmu) se totéz da zapsat jako:

Algoritmus 1.7. Pramér
z daného pole al[] sn prvky.
sum <« 0;
for i+0,1,2,...,n-1 do
sum «+ sum+a[i];
done
res <« sum/n;
output res;
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Znaceni. Pro potreby formalniho popisu algoritmil v pfedmétu IB0O0O si zave—\
deme nasledovnou konvenci:

e Proménné nebudeme deklarovat ani typovat, pole odliSime zadvorkami p[].

e Prirazeni hodnoty zapisujeme a < b, pfipadné a:=b, ale nikdy ne a=b.

e Jako elem. operace je mozné pouzit jakékoliv aritmetické vyrazy v bézném
matematickém zapise. Rozsahem a presnosti Cisel se zde nezabyvame.




Ve

Znaceni. Pro potreby formalniho popisu algoritmil v pfedmétu IB0O0O si zave—\
deme nasledovnou konvenci:

e Proménné nebudeme deklarovat ani typovat, pole odliSime zadvorkami p[].

e Prirazeni hodnoty zapisujeme a < b, pfipadné a:=b, ale nikdy ne a=b.

e Jako elem. operace je mozné pouzit jakékoliv aritmetické vyrazy v bézném
matematickém zapise. Rozsahem a presnosti Cisel se zde nezabyvame.

e Podminéné vétveni uvedeme kli¢ovymi slovy if ... then ... else

fi, kde else vétev Ize vynechat (a nékdy, na jednom ¥adku, i £1i).

e Pevny cyklus uvedeme klicovymi slovy for ... do ... done, kde cast
za for musi obsahovat predem danou mnoZinu hodnot pro pfifrazovani do
ridici proménné.

e Podminény cyklus uvedeme klicovymi slovy while ... do ... done.
Zde se mlize za while vyskytovat jakdkoliv logickd podminka.




Ve

Znaceni. Pro potreby formalniho popisu algoritmil v pfedmétu IB0O0O si zave—\
deme nasledovnou konvenci:

e Proménné nebudeme deklarovat ani typovat, pole odliSime zadvorkami p[].

e Prirazeni hodnoty zapisujeme a < b, pfipadné a:=b, ale nikdy ne a=b.

e Jako elem. operace je mozné pouzit jakékoliv aritmetické vyrazy v bézném
matematickém zapise. Rozsahem a presnosti Cisel se zde nezabyvame.

e Podminéné vétveni uvedeme kli¢ovymi slovy if ... then ... else

fi, kde else vétev Ize vynechat (a nékdy, na jednom ¥adku, i £1i).

e Pevny cyklus uvedeme klicovymi slovy for ... do ... done, kde cast
za for musi obsahovat predem danou mnoZinu hodnot pro pfifrazovani do
ridici proménné.

e Podminény cyklus uvedeme klicovymi slovy while ... do ... done.
Zde se mlize za while vyskytovat jakdkoliv logickd podminka.

e V zapise pouzivdme jasné odsazovani (zleva) podle Grovné zanoreni fidicich
struktur (coz jsou if, for, while).

e Pokud je to dostatecné jasné, elementdrni operace nebo podminky mi-
zeme i ve formalnim zapise popsat béznym jazykem.
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zcela formalni

bézna Groven

matematika

algoritmy

programovani

formalni rozepsani vsSech
elem. krokd (Priklad 1.1)

rozepsani vsech elem. kroki
ve vypocetnim modelu

asembler / strojovy kéd
(kde se s nim dnes bézné se-
tkate?)

strukturovany a matem.
presny text v bézném jazyce
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programovaci Jjazyky,
napriklad Java
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programovaci
napriklad Java

(strukturované)
jazyky,

formality. . .

\_

Pochopitelné se ve vSech trech bodech obvykle drZzime druhého pristupu, tedy bézné
Grovné formality, pokud si specifické podminky vyslovné nevyzaduji pfistup nejvyssi

™

Jak to tedy je s vhodnou a Ginosnou mirou formalizace u matematickych dikazil
i u zapisu algoritmi?
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