/2 Dikazové techniky, Indukce

Nag hlubsi Gvod do matematickych formalismi pro informatiku zaéneme zakladnim
prehledem technik matematickych dikazd. Z nich pro nds asi nejdileZitéjsi je tech-
nika dikaz( matematickou indukci, ktera je svou podstatou velmi blizka pocditacovym
programiim (jako iterace cykli).

Strucny prehled lekce

* Zakladni dikazové techniky: pfimé, nepfimé a sporem.
Dlikazy ,tehdy a jen tehdy”.

* Dikazy matematickou indukci, jejich variace a askali.

* Metody zesileni tvrzeni a rozsifeni zakladu v indukci.
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/2.1 Prehled zakladnich dikazovych technik

e Primé odvozeni. To je zplisob, o kterém jsme se dosud bavili.
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o Matematicka indukce. Pokrocila technika. . .
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Piiklad dikazu kontrapozici
Definice: Prvocislo p > 1 nema jiné délitele nez 1 a p.
Ptiklad 2.1. na dikaz kontrapozici (obracenim).

Véta. Jestlize p je prvocislo vétsi nez 2, pak p je liché.




4

Piiklad dikazu kontrapozici
Definice: Prvocislo p > 1 nema jiné délitele nez 1 a p.
Ptiklad 2.1. na dikaz kontrapozici (obracenim).

Véta. Jestlize p je prvocislo vétsi nez 2, pak p je liché.

Dakaz: Obraceného tvrzeni — budeme tedy dokazovat, ze je-li p sudé, pak p
bud neni vétsi nez 2, nebo p neni prvocislo. Jsou dvé moZnosti:

e p < 2. Pak p neni vétsi nez 2.
e p > 2. Pak p = 2.k pro né€jaké celé k > 1, tedy p neni prvocislo.




4

Piiklad dikazu kontrapozici
Definice: Prvocislo p > 1 nema jiné délitele nez 1 a p.
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Dakaz: Obraceného tvrzeni — budeme tedy dokazovat, ze je-li p sudé, pak p
bud neni vétsi nez 2, nebo p neni prvocislo. Jsou dvé moZnosti:

e p < 2. Pak p neni vétsi nez 2.

e p > 2. Pak p = 2.k pro né€jaké celé k > 1, tedy p neni prvocislo. 0

Poznamka: Dikazy kontrapozici pracuji s negaci (opakem) predpokladi a zavéru. Je-li
napt. zavér komplikované tvrzeni tvaru

+Z toho, Ze z A a B plyne C vyplyvd, ze z A nebo C plyne A a B",

neni pouhou intuici snadné zjistit, co je vlastné jeho negaci. Jak uvidime v pozdéj-
gich lekcich, uzitim jednoduché induktivni metody lze podobna tvrzeni negovat zcela

Kmechanicky.
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Priklady dikazu sporem

Priklad 2.2. Jiny pristup k Dikazu
Duikaz sporem: Necht tedy p je prvocislo vétsi nez 2, které je sudé. Pak p = 2-k

pro néjaké k > 1, tedy p neni prvocislo, spor (s pfedpokladem, Ze p je prvocislo).
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+Nevite-li, jak néjakou vétu dokazat, zkuste dikaz sporem. ..’
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2.2 Véty typu ,tehdy a jen tehdy“
e Uvazujme nyni (v matematice pomérné hojné) véty tvaru

»Necht plati predpoklady P. Pak tvrzeni A plati tehdy a jen tehdy,
plati-li tvrzeni B."
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e Jde o dilkazovou techniku aplikovatelnou na tvrzeni tohoto typu:

.Pro kaZdé pfirozené (celé) n > ko plati T(n)

Zde ko je néjaké pevné prir. Cislo a T'(n) je tvrzeni parametrizované Cis.
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e Princip matematické indukce fika (coby axiom), ze k diikazu véty
.Pro kaZdé pfirozené (celé) n > ko plati T'(n).“

staci ovérit platnost téchto dvou tvrzeni:

(kg (tzv. baze neboli zadklad indukce)
« Pro kazdén > ko, jestlize plati T'(n), (indukéni predpoklad)
pak plati také T'(n + 1). (indukéni krok)
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« Pro kazdén > ko, jestlize plati T'(n), (indukéni predpoklad)
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e Pozor, v tomto pfedmétu pocitdame 0 za pfirozené cislo!
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Priklad 2.4. Velmi jednoducha a prfimocara indukce.

Véta. Pro kazdén > 1 je stejna pravdépodobnost, Ze pfi sou¢asném hodu
n kostkami bude vysledny soucet sudy, jako, Ze bude lichy.
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n kostkami bude vysledny soucet sudy, jako, Ze bude lichy.
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Indukéni krok pro i > 1: Necht p; pravdépodobnost, Ze pii hodu n kostkami
bude vysledny soucet sudy, a pl, je pravdépodobnost lichého. Podle induk&niho
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Hodme navic (n + 1)-ni kostkou. Podle toho, zda na ni padne liché nebo sudé
Cislo, je pravdépodobnost celkového sudého souctu rovna

8, ,8, 1
6pn 6pn - 2
a stejné pro pravdépodobnost celkového lichého souctu. 0
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Priklad 2.5. Ukazka diikazové ,sily” principu matematické indukce.
Véta. Pro kazdé n > 0 plati, Ze n pfimek déli rovinu nejvyse na

1
§n(n+ sl

oblasti.

Dukaz:
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Priklad 2.5. Ukazka diikazové ,sily” principu matematické indukce.
Véta. Pro kazdé n > 0 plati, Ze n pfimek déli rovinu nejvyse na

1
§n(n+ sl

oblasti.

Dukaz: Pro bazi indukce stadi, ze 0 pfimek déli rovinu na jednu ¢ast. (VSimnéte
si také, ze 1 pfimka déli rovinu na dvé ¢asti, jen pro lepsi pochopeni diikazu.)

Méjme nyni rovinu rozdélenou n pfimkami na nejvyse %n(n—i—l) +1 ¢&asti. Dalsi,
(n + 1)-ni pfimka je rozdélena priseciky s pfedchozimi pfimkami na nejvyse
n 4+ 1 Gsekl a kazdy z nich oddéli novou &ast roviny.
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Véta. Pro kazdé n > 0 plati, Ze n pfimek déli rovinu nejvyse na
1
§n(n +1)+1

oblasti.

Dukaz: Pro bazi indukce stadi, ze 0 pfimek déli rovinu na jednu ¢ast. (VSimnéte
si také, ze 1 pfimka déli rovinu na dvé ¢asti, jen pro lepsi pochopeni diikazu.)

Méjme nyni rovinu rozdélenou n pfimkami na nejvyse %n(n—i—l) +1 ¢&asti. Dalsi,
(n + 1)-ni pfimka je rozdélena priseciky s pfedchozimi pfimkami na nejvyse
n + 1 Gsek a kazdy z nich oddéli novou ¢ast roviny. Celkem tedy bude rovina
rozdélena nasimi pfimkami na nejvySe tento pocet Casti:

1 1 1 1
57~L(n+1)+1+(n+1) = §n(n+1)+§~2(n+1)+1 = 5(n+1)(n+2)+1

a

-/
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Priklad 2.6. Dalsi indukcni ditkaz rozepsany v podrobnych krocich.

Véta. Pro kazdén > 0 plati 377 j = n(n2+1)-
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Priklad 2.6. Dalsi indukcni ditkaz rozepsany v podrobnych krocich.
Véta. Pro kazdén > 0 plati 377 j = %
Dukaz indukci vzhledem k n.

e Baze: Musime dokdzat tvrzeni 7°(0), coz je v tomto pfipadé rovnost
0 _ 0(0+1)
j=0J =~ 32

. Tato rovnost (zjevné) plati.
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Priklad 2.6. Dalsi indukcni ditkaz rozepsany v podrobnych krocich.
. s s ; ) 1
Véta. Pro kazdén > 0 plati 377 j = %
Dukaz indukci vzhledem k n.
e Baze: Musime dokdzat tvrzeni 7°(0), coz je v tomto pfipadé rovnost

2:03’ = 0(02+1)_ Tato rovnost (zjevné) plati.

e Indukcni krok: Musime dokazat nasledujici tvrzeni:

Jestlize plati %o j = U kde i > 0, pak plati SiHL j = DG+
Jj=0 2 §=0 3

Predpokladejme tedy, ze Z;'.:Oj = i(i;rl) a pokusme se dokazat, ze pak také

B ("“)(;““) - (”1)2(”2). To uz plyne Gpravou:

it1 i . » ' ' '
;j = ;j+(i+1) = Z(Z;UWH) _ Z(Z+1);2(z+1) B (z+1)2(z+2)
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Priklad 2.6. Dalsi indukcni ditkaz rozepsany v podrobnych krocich.

Véta. Pro kazdén > 0 plati 377 j = n(n2+1)-

Dukaz indukci vzhledem k n.

e Baze: Musime dokdzat tvrzeni 7°(0), coz je v tomto pfipadé rovnost

0 _ 0(0+1)

i—0J = =5 Tato rovnost (zjevn¢) plati.

e Indukcni krok: Musime dokazat nasledujici tvrzeni:

Jestlize plati Z;'.:Oj = i(i;rl) kde i > 0, pak plati Z;ﬂ)j = w
Predpokladejme tedy, ze Z;'.:Oj = i(i;rl) a pokusme se dokazat, ze pak také
Z;ﬂ)j = (Hl)(gﬂﬂ) = (i+1)2(i+2). To uz plyne Gpravou:
oapil % s o n 5 ;

. o DR LA - T - 2
Zg = Zy Hi+l) = S——=+(i+1) = 5 — :
7=0 =0
Podle principu matematické indukce je cely diikaz hotov. 0
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2.4 Komentaife k matematické indukci
Pro spravné a (spésné pouziti indukce v dokazovani je vhodné si zapamatovat
nékolik cennych rad:

e Zikladni trik vSech diikaz(i matematickou indukci je vhodnd reformulace
tvrzeni 7'(n + 1) tak, aby se ,odvoldvalo” na tvrzeni 7'(n).

* Dobfre se vzdy podivejte, v ¢em se liSi tvrzeni 7'(n + 1) od tvrzeni T'(n).
Tento ,rozdil" budete muset v dikaze zdivodnit.
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* Dobfre se vzdy podivejte, v ¢em se liSi tvrzeni 7'(n + 1) od tvrzeni T'(n).
Tento ,rozdil" budete muset v dikaze zdivodnit.

e Pozor, oblas je potieba ,zesilit" tvrzeni 7'(n), aby indukéni krok spravné
~fungoval®.
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2.4 Komentare k matematické indukci

Pro spravné a (spésné pouziti indukce v dokazovani je vhodné si zapamatovat
nékolik cennych rad:

e Zikladni trik vSech diikaz(i matematickou indukci je vhodnd reformulace
tvrzeni 7'(n + 1) tak, aby se ,odvoldvalo” na tvrzeni 7'(n).

* Dobfre se vzdy podivejte, v ¢em se liSi tvrzeni 7'(n + 1) od tvrzeni T'(n).
Tento ,rozdil" budete muset v dikaze zdivodnit.

e Pozor, obcas je potieba ,zesilit" tvrzeni 7'(n), aby indukéni krok spravné
~fungoval®.

o Casto se chybuje v diikazu indukéniho kroku, nebot ten byva vétsinou vy-
razné obtiznéjsi nez baze,
ale o to zradnéjsi jsou chyby v samotné zdanlivé snadné bazi!

x Dejte si dobry pozor, od které hodnoty n > kg je indukéni krok univer-
zalné platny. ..




/ Priklad 2.7. KdyZ je nutno indukcni krok zesilit. . .
Véta. Pro kazdén > 1 plati

1 1 1

sln) = + + +...+

1-2 2.3 3-4

Dukaz:




/ Priklad 2.7. KdyZ je nutno indukcni krok zesilit. . .
Véta. Pro kazdén > 1 plati

s(n)—1+1+1++1<1
1.2 23 3-4 77 am+1l) '

Duilkaz: Bize indukce je zifejma, nebot 1—12 < L
Co vSak indukcni krok? Predpoklad s(n) < 1 je sdm o sobé ,,prilis slaby* na to,
aby bylo moZno tvrdit s(n + 1) = s(n) + Wl(nw) <1




/ Priklad 2.7. KdyZ je nutno indukcni krok zesilit. . .
Véta. Pro kazdén > 1 plati

s(n)—1+1+1++1<1
1.2 23 3-4 77 am+1l) '

Duilkaz: Bize indukce je zifejma, nebot 1—12 < L
Co vSak indukcni krok? Predpoklad s(n) < 1 je sdm o sobé ,,prilis slaby* na to,
aby bylo moZno tvrdit s(n + 1) = s(n) + Wl(nw) <1

Neznamena to jesté, ze by tvrzeni nebylo platné, jen je potfeba nas induk¢ni
predpoklad zesilit. Budeme dokazovat

+Pro kazdé prirozené n > 1 plati s(n) <1 — n%rl il




/ Priklad 2.7. KdyZ je nutno indukcni krok zesilit. . .
Véta. Pro kazdén > 1 plati
1 1 1 1

= == ]
W= gl P e

Duilkaz: Bize indukce je zifejma, nebot 1—12 < L
Co vSak indukcni krok? Predpoklad s(n) < 1 je sdm o sobé ,,prilis slaby* na to,
aby bylo moZno tvrdit s(n + 1) = s(n) + Wl(nw) <1

Neznamena to jesté, ze by tvrzeni nebylo platné, jen je potfeba nas induk¢ni
predpoklad zesilit. Budeme dokazovat

+Pro kazdé prirozené n > 1 plati s(n) <1 — n%rl il

To plati pro n = 1 a déle uz Gpravou jen dokoncéime zesileny indukéni krok:

s(n+1)—s(n)+;<1— L 3 . =
B n+1)(n+2) — n+l (n+1)(n+2)
_ 4 SR e 1
B CET ) I 0
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Rozsifeni baze a predpokladu

Mimo zesilovani tvrzeni indukéniho kroku jsme nékdy okolnostmi nuceni i k
rozsifovani samotné baze indukce a s ni indukéniho predpokladu na vice nez
jednu hodnotu parametru n.

™




/Rozéil’eni baze a predpokladu \

Mimo zesilovani tvrzeni indukéniho kroku jsme nékdy okolnostmi nuceni i k
rozsifovani samotné baze indukce a s ni indukéniho predpokladu na vice nez

jednu hodnotu parametru n.
— Mazeme napiiklad predpokladat platnost (parametrizovanych) tvrzeni 7'(n)
i T(n+ 1) zaroven, a pak odvozovat platnost 7'(n + 2).
Toto Ize samoziejmé zobecnit na jakykoliv pocet predpokladanych parame-

tra.
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Mimo zesilovani tvrzeni indukéniho kroku jsme nékdy okolnostmi nuceni i k
rozsifovani samotné baze indukce a s ni indukéniho predpokladu na vice nez
jednu hodnotu parametru n.

— Mazeme napiiklad predpokladat platnost (parametrizovanych) tvrzeni 7'(n)
i T(n+ 1) zaroven, a pak odvozovat platnost 7'(n + 2).
Toto Ize samoziejmé zobecnit na jakykoliv pocet predpokladanych parame-
tri.

— MuazZeme dokonce predpokladat platnost tvrzeni 7'(j) pro vsechna j =
ko, ko +1,...,n najednou a dokazovat 7'(n + 1).
(Toto typicky vyuzijeme v pfipadech, kdy indukéni krok ,,rozdéli* problém
T(n + 1) na dvé mensi ¢asti a z nich pak odvodi platnost 7'(n + 1).)
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Rozsifeni baze a predpokladu

Mimo zesilovani tvrzeni indukéniho kroku jsme nékdy okolnostmi nuceni i k
rozsifovani samotné baze indukce a s ni indukéniho predpokladu na vice nez
jednu hodnotu parametru n.

— Mazeme napiiklad predpokladat platnost (parametrizovanych) tvrzeni 7'(n)
i T(n+ 1) zaroven, a pak odvozovat platnost 7'(n + 2).
Toto Ize samoziejmé zobecnit na jakykoliv pocet predpokladanych parame-
tri.

— MuazZeme dokonce predpokladat platnost tvrzeni 7'(j) pro vsechna j =
ko, ko +1,...,n najednou a dokazovat 7'(n + 1).
(Toto typicky vyuzijeme v pfipadech, kdy indukéni krok ,,rozdéli* problém
T(n + 1) na dvé mensi ¢asti a z nich pak odvodi platnost 7'(n + 1).)

Fakt: Obé prezentovand ,rozsifeni” jsou v kone¢ném dusledku jen specidlnimi

instancemi zakladni matematické indukce; pouzité rozsifené moznosti pouze
zjednodusuji formalni zapis dikazu.

\_ -/
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Priklad 2.8. KdyZ je nutno rozsitit bazi a indukini predpoklad. . . \
Véta. Necht funkce [ pro kazdé n > 0 spliuje vztah f(n + 2) =
2f(n+1) — f(n). Pokud plati f(0) = 1 a zdroveri f(1) = 2, tak plati
f(n) =n+1 pro vsechna pfirozend n > 0.
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Priklad 2.8. KdyZ je nutno rozsitit bazi a indukini predpoklad. . . \
Véta. Necht funkce [ pro kazdé n > 0 spliuje vztah f(n + 2) =
2f(n+1) — f(n). Pokud plati f(0) = 1 a zdroveri f(1) = 2, tak plati
f(n) =n+1 pro vsechna pfirozend n > 0.

Dukaz: Uz samotny pohled na dany vztah f(n +2) = 2f(n+1) — f(n) na-

znacuje, ze bychom méli rozsitit indukéni predpoklad (a krok) zhruba takto:

Pro kaZdé n > 0; jestliZe plati T'(n); neboli f(n) =n + 1, a zaroveri plati
T(n+1); f(n+1) =n-+2, pak plati také T'(n +2); f(n+2) =n+3.

Baze indukce —
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Véta. Necht funkce [ pro kazdé n > 0 spliuje vztah f(n + 2) =
2f(n+1) — f(n). Pokud plati f(0) = 1 a zdroveri f(1) = 2, tak plati
f(n) =n+1 pro vsechna pfirozend n > 0.
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Pro kaZdé n > 0; jestliZe plati T'(n); neboli f(n) =n + 1, a zaroveri plati
T(n+1); f(n+1) =n-+2, pak plati také T'(n +2); f(n+2) =n+3.

Baze indukce — pozor, zde uz musime ovérit dvé hodnoty

FO)=0+1=1, fl)=1+1=2.
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Priklad 2.8. KdyZ je nutno rozsitit bazi a indukini predpoklad. . . \
Véta. Necht funkce [ pro kazdé n > 0 spliuje vztah f(n + 2) =
2f(n+1) — f(n). Pokud plati f(0) = 1 a zdroveri f(1) = 2, tak plati
f(n) =n+1 pro vsechna pfirozend n > 0.

Dukaz: Uz samotny pohled na dany vztah f(n +2) = 2f(n+1) — f(n) na-

znacuje, ze bychom méli rozsitit indukéni predpoklad (a krok) zhruba takto:

Pro kaZdé n > 0; jestliZe plati T'(n); neboli f(n) =n + 1, a zaroveri plati
T(n+1); f(n+1) =n-+2, pak plati také T'(n +2); f(n+2) =n+3.

Baze indukce — pozor, zde uz musime ovérit dvé hodnoty

FO)=0+1=1, fl)=1+1=2.

Nas indukcni krok tak nyni mize vyuzit celého rozsireného predpokladu, znalosti
hodnot f(n) i f(n+ 1), pro ovéfeni

fin+2)=2f(n+1)—f(n)=2-(n+1+1)—(n+1l)=n+3=n+2+1.
O

Jak by tento ditkaz mél byt formulovan v ,tradiéni* indukci?

-/
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Priklad 2.8. KdyZ je nutno rozsitit bazi a indukini predpoklad. . . \
Véta. Necht funkce [ pro kazdé n > 0 spliuje vztah f(n + 2) =
2f(n+1) — f(n). Pokud plati f(0) = 1 a zdroveri f(1) = 2, tak plati
f(n) =n+1 pro vsechna pfirozend n > 0.

Dukaz: Uz samotny pohled na dany vztah f(n +2) = 2f(n+1) — f(n) na-

znacuje, ze bychom méli rozsitit indukéni predpoklad (a krok) zhruba takto:

Pro kaZdé n > 0; jestliZe plati T'(n); neboli f(n) =n + 1, a zaroveri plati
T(n+1); f(n+1) =n-+2, pak plati také T'(n +2); f(n+2) =n+3.

Baze indukce — pozor, zde uz musime ovérit dvé hodnoty

FO)=0+1=1, fl)=1+1=2.

Nas indukcni krok tak nyni mize vyuzit celého rozsireného predpokladu, znalosti
hodnot f(n) i f(n+ 1), pro ovéfeni

fin+2)=2f(n+1)—f(n)=2-(n+1+1)—(n+1l)=n+3=n+2+1.
O

Jak by tento dikaz mél byt formulovén v ,tradi¢ni* indukei? (,,Substituci”.)

-/
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Zavérem maly ,,problém*

Priklad 2.9. Aneb jak snadno Ize v matematické indukci udélat chybu.
Véta. (,nevéta”)
V kaZdém stadu o n > 1 konich maji vsichni koné stejnou barvu.




4

Zavérem maly ,,problém*

Priklad 2.9. Aneb jak snadno Ize v matematické indukci udélat chybu.
Véta. (,nevéta”)
V kaZdém stadu o n > 1 konich maji vsichni koné stejnou barvu.

Dukaz indukci vzhledem k 7.

Bdze: Ve stadu o jednom koni maji vSichni koné stejnou barvu.
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Zavérem maly ,,problém*

Priklad 2.9. Aneb jak snadno Ize v matematické indukci udélat chybu.
Véta. (,nevéta”)
V kaZdém stadu o n > 1 konich maji vsichni koné stejnou barvu.

Duikaz indukci vzhledem k n.
Bdze: Ve stadu o jednom koni maji vSichni koné stejnou barvu.

Indukéni krok: Necht S = { Ky, ..., K41} je stddo o n+ 1 konich. Dokazeme,
Ze vSichni koné maji stejnou barvu. Uvazme dvé mensi stada:

- 8 ={Ky, Ks,..., K}
— S ={Ka,..., Kn, Kni1}
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Zavérem maly ,,problém*

Priklad 2.9. Aneb jak snadno Ize v matematické indukci udélat chybu.
Véta. (,nevéta”)
V kaZdém stadu o n > 1 konich maji vsichni koné stejnou barvu.
Duikaz indukci vzhledem k n.
Bdze: Ve stadu o jednom koni maji vSichni koné stejnou barvu.

Indukéni krok: Necht S = { Ky, ..., K41} je stddo o n+ 1 konich. Dokazeme,
Ze vSichni koné maji stejnou barvu. Uvazme dvé mensi stada:

- S ={K|,Ksy,...,K,}
— 5 ={Ks,..., Kn, Kyii}
Podle induk&niho pfedpokladu maji vSichni koné ve stddu S’ stejnou barvu B’

Podobné vichni kon& ve stadu S” maji podle indukéniho pfedpokladu stejnou
barvu B”.
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Priklad 2.9. Aneb jak snadno Ize v matematické indukci udélat chybu.
Véta. (,nevéta”)
V kaZdém stadu o n > 1 konich maji vsichni koné stejnou barvu.

Duikaz indukci vzhledem k n.
Bdze: Ve stadu o jednom koni maji vSichni koné stejnou barvu.
Indukéni krok: Necht S = { Ky, ..., K41} je stddo o n+ 1 konich. Dokazeme,
Ze vSichni koné maji stejnou barvu. Uvazme dvé mensi stada:
- S ={K|,Ksy,...,K,}
— 5 ={Ks,..., Kn, Kyii}

Podle induk&niho pfedpokladu maji vSichni koné ve stddu S’ stejnou barvu B’
Podobné vichni kon& ve stadu S” maji podle indukéniho pfedpokladu stejnou
barvu B”. Dokazeme, ze B’ = B”, tedy ze vSichni koné ve stddu S maji stejnou
barvu. To ale plyne z toho, Ze kon& Ko, ..., K,, patfi jak do stada S’, tak i do
stada S”.
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Zavérem maly ,,problém*

Priklad 2.9. Aneb jak snadno Ize v matematické indukci udélat chybu.
Véta. (,nevéta”)
V kaZdém stadu o n > 1 konich maji vsichni koné stejnou barvu.
Duikaz indukci vzhledem k n.
Bdze: Ve stadu o jednom koni maji vSichni koné stejnou barvu.
Indukéni krok: Necht S = { Ky, ..., K41} je stddo o n+ 1 konich. Dokazeme,
Ze vSichni koné maji stejnou barvu. Uvazme dvé mensi stada:
- S ={K|,Ksy,...,K,}
— 5 ={Ks,..., Kn, Kyii}

Podle induk&niho pfedpokladu maji vSichni koné ve stddu S’ stejnou barvu B’
Podobné vichni kon& ve stadu S” maji podle indukéniho pfedpokladu stejnou
barvu B”. Dokazeme, ze B’ = B”, tedy ze vSichni koné ve stddu S maji stejnou
barvu. To ale plyne z toho, Ze kon& Ko, ..., K,, patfi jak do stada S’, tak i do
stada S”. O

Ale to uz je podvod! Vidite, kde?

-/




