/2 Dukazové techniky, Indukce \

N&s hlubsi Gvod do matematickych formalismi pro informatiku zaéneme zakladnim
prehledem technik matematickych dikaz(. Z nich pro nds asi nejdilezitéjsi je tech-
nika dikazli matematickou indukci, ktera je svou podstatou velmi blizka pocitacovym
programm (jako iterace cykld).

Struény prehled lekce

* Zakladni dikazové techniky: pfimé, nepfimé a sporem.
Dikazy ,tehdy a jen tehdy".

* Dikazy matematickou indukci, jejich variace a Gskali.

* Metody zesileni tvrzeni a rozsifeni zakladu v indukci.

\_ W,




/2.1 Prehled zakladnich dukazovych technik

e Primé odvozeni. To je zplsob, o kterém jsme se dosud bavili.




K2.1 Prehled zakladnich dikazovych technik

e Primé odvozeni. To je zplsob, o kterém jsme se dosud bavili.
e Kontrapozice (také obrdcenim & nepfimy dikaz). Misto véty
»Jestlize plati predpoklady, pak plati zavér.”
budeme dokazovat ekvivalentni vétu

»Jestlize neplati zavér, pak neplati alespon jeden z predpokladd.”




KZ.I Prehled zakladnich dikazovych technik \

e Primé odvozeni. To je zplsob, o kterém jsme se dosud bavili.
e Kontrapozice (také obrdcenim & nepfimy dikaz). Misto véty
»Jestlize plati predpoklady, pak plati zavér.”
budeme dokazovat ekvivalentni vétu
»Jestlize neplati zavér, pak neplati alespon jeden z predpokladd.”
e Diikaz sporem. Misto véty
»Jestlize plati predpoklady, pak plati zavér.”
budeme dokazovat vétu

»Jestlize plati predpoklady a plati opak zavéru, pak plati opak jednoho
z predpokladi (nebo plati jiné zjevné nepravdivé tvrzeni)."
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KZ.I Prehled zakladnich dikazovych technik \

e Primé odvozeni. To je zplsob, o kterém jsme se dosud bavili.
e Kontrapozice (také obrdcenim & nepfimy dikaz). Misto véty
»Jestlize plati predpoklady, pak plati zavér.”
budeme dokazovat ekvivalentni vétu
»Jestlize neplati zavér, pak neplati alespon jeden z predpokladd.”
e Diikaz sporem. Misto véty
»Jestlize plati predpoklady, pak plati zavér.”
budeme dokazovat vétu

»Jestlize plati predpoklady a plati opak zavéru, pak plati opak jednoho
z predpokladi (nebo plati jiné zjevné nepravdivé tvrzeni)."

o Matematicka indukce. Pokrodila technika. . .
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Priklad diikazu kontrapozici
Definice: Prvocislo p > 1 nema jiné délitele nez 1 a p.
Priklad 2.1. na dikaz kontrapozici (obrdcenim).

Véta. Jestlize p je prvocislo vétsi nez 2, pak p je liché.
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Priklad dikazu kontrapozici \
Definice: Prvocislo p > 1 nema jiné délitele nez 1 a p.
Priklad 2.1. na dikaz kontrapozici (obrdcenim).

Véta. Jestlize p je prvocislo vétsi nez 2, pak p je liché.

Duakaz: Obrdaceného tvrzeni — budeme tedy dokazovat, ze je-li p sudé, pak p
bud neni vétsi nez 2, nebo p neni prvodislo. Jsou dvé moZnosti:

e p < 2. Pak p neni vétsi nez 2.
e p > 2. Pak p = 2.k pro néjaké celé k > 1, tedy p neni prvocislo.
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Priklad diikazu kontrapozici
Definice: Prvocislo p > 1 nema jiné délitele nez 1 a p.
Priklad 2.1. na dikaz kontrapozici (obrdcenim).

Véta. Jestlize p je prvocislo vétsi nez 2, pak p je liché.

Duakaz: Obrdaceného tvrzeni — budeme tedy dokazovat, ze je-li p sudé, pak p
bud neni vétsi nez 2, nebo p neni prvodislo. Jsou dvé moZnosti:

e p < 2. Pak p neni vétsi nez 2.

e p > 2. Pak p = 2.k pro néjaké celé k > 1, tedy p neni prvocislo. .

Poznamka: Duikazy kontrapozici pracuji s negaci (opakem) predpokladii a zavéru. Je-li
napr. zavér komplikované tvrzeni tvaru

»Z toho, Ze z A a B plyne C' vyplyva, ze z A nebo C plyne A a B",

neni pouhou intuici snadné zjistit, co je vlastné jeho negaci. Jak uvidime v pozdéj-
Sich lekcich, uzitim jednoduché induktivni metody Ize podobna tvrzeni negovat zcela
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Priklady ditkazu sporem \

Priklad 2.2. Jiny pfistup k Dikazu
Dukaz sporem: Necht tedy p je prvocislo vétsi nez 2, které je sudé. Pak p = 2-k

pro néjaké k > 1, tedy p neni prvodislo, spor (s predpokladem, Ze p je prvocislo).
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Priklady ditkazu sporem

Priklad 2.2. Jiny pristup k Dikazu

I

Dukaz sporem: Necht tedy p je prvocislo vétsi nez 2, které je sudé. Pak p = 2-k
pro néjaké k > 1, tedy p neni prvodislo, spor (s predpokladem, Ze p je prvocislo).
Od

Priklad 2.3.
Véta. Cislo \/2 nenf racionaini.
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Priklady ditkazu sporem

Priklad 2.2. Jiny pfistup k Dikazu
Dukaz sporem: Necht tedy p je prvocislo vétsi nez 2, které je sudé. Pak p = 2-k

pro néjaké k > 1, tedy p neni prvodislo, spor (s predpokladem, Ze p je prvocislo).
Od

Priklad 2.3.
Véta. Cislo \/2 nenf racionaini.

Diikaz sporem: Necht tedy v/2 je racionalni, tj. necht existuji nesoudélna celd kladna
&isla 7, s takova, ze V2 = /8.
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Priklady diitkazu sporem

Priklad 2.2. Jiny pfistup k Dikazu
Dukaz sporem: Necht tedy p je prvocislo vétsi nez 2, které je sudé. Pak p = 2-k

pro néjaké k > 1, tedy p neni prvodislo, spor (s predpokladem, Ze p je prvocislo).
Od

Priklad 2.3.
Véta. Cislo \/2 neni raciondlni.

Diikaz sporem: Necht tedy v/2 je racionalni, tj. necht existuji nesoudélna celd kladna
&isla 7, s takova, ze V2 = /8.

— Pak 2 = r%/s?, tedy 7? = 2 - 52, proto 72 je délitelné dv€ma. Z toho plyne, Ze i r
je délitelné dvéma (proc?).
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Priklad 2.2. Jiny pfistup k Dikazu
Dukaz sporem: Necht tedy p je prvocislo vétsi nez 2, které je sudé. Pak p = 2-k

pro néjaké k > 1, tedy p neni prvodislo, spor (s predpokladem, Ze p je prvocislo).
Od

Priklad 2.3.
Véta. Cislo \/2 neni raciondlni.

Diikaz sporem: Necht tedy v/2 je racionalni, tj. necht existuji nesoudélna celd kladna
&isla 7, s takova, ze V2 = /8.

— Pak 2 = 1?2/5?, tedy 72 = 2 - s, proto 72 je dé&litelné dvéma. Z toho plyne, Ze i r
je délitelné dvéma (proc?).

— Jelikoz r je délitelné dvéma, je r? délitelné dokonce &tyfmi, tedy 7% = 4 - m pro

n&jaké m. Pak ale také 4-m = 2-52, tedy 2-m = s2 a proto s je délitelné dvéma.
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Priklady diitkazu sporem \

Priklad 2.2. Jiny pfistup k Dikazu
Dukaz sporem: Necht tedy p je prvocislo vétsi nez 2, které je sudé. Pak p = 2-k

pro néjaké k > 1, tedy p neni prvodislo, spor (s predpokladem, Ze p je prvocislo).
Od

Priklad 2.3.

Véta. Cislo \/2 neni racionalni.

Diikaz sporem: Necht tedy v/2 je racionalni, tj. necht existuji nesoudélna celd kladna
&isla 7, s takova, ze V2 = /8.
— Pak 2 = 1?2/5?, tedy 72 = 2 - s, proto 72 je dé&litelné dvéma. Z toho plyne, Ze i r
je délitelné dvéma (proc?).
— Jelikoz r je délitelné dvéma, je r? délitelné dokonce &tyfmi, tedy 7% = 4 - m pro
n&jaké m. Pak ale také 4-m = 2-52, tedy 2-m = s2 a proto s je délitelné dvéma.
— Z toho plyne, ze s je také délitelné dvéma. Celkem dostdvame, ze r i s jsou délitelné
dvéma, jsou tedy soudélna a to je spor.

\_ -
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Priklady diitkazu sporem \

Priklad 2.2. Jiny pfistup k Dikazu
Dukaz sporem: Necht tedy p je prvocislo vétsi nez 2, které je sudé. Pak p = 2-k

pro néjaké k > 1, tedy p neni prvodislo, spor (s predpokladem, Ze p je prvocislo).
Od

Priklad 2.3.
Véta. Cislo \/2 neni raciondlni.
Diikaz sporem: Necht tedy v/2 je racionalni, tj. necht existuji nesoudélna celd kladna
&isla 7, s takova, ze V2 = /8.
— Pak 2 = 1?2/5?, tedy 72 = 2 - s, proto 72 je dé&litelné dvéma. Z toho plyne, Ze i r
je délitelné dvéma (proc?).
— Jelikoz r je délitelné dvéma, je r? délitelné dokonce &tyfmi, tedy 7% = 4 - m pro
n&jaké m. Pak ale také 4-m = 2-52, tedy 2-m = s2 a proto s je délitelné dvéma.

— Z toho plyne, ze s je také délitelné dvéma. Celkem dostdvame, ze r i s jsou délitelné
dvéma, jsou tedy soudélna a to je spor. O

+Nevite-li, jak né€jakou vétu dokazat, zkuste dlikaz sporem..."
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K2.2 Véty typu ,tehdy a jen tehdy*“

e Uvazujme nyni (v matematice pomérné hojné) véty tvaru

™

»Necht plati predpoklady P. Pak tvrzeni A plati tehdy a jen tehdy,

plati-li tvrzeni B."




K2.2 Véty typu ,tehdy a jen tehdy*“ \
e Uvazujme nyni (v matematice pomérné hojné) véty tvaru

»Necht plati predpoklady P. Pak tvrzeni A plati tehdy a jen tehdy,
plati-li tvrzeni B."

e Priklady jinych formulaci téze véty jsou:

x Za predpokladd P je tvrzeni B nutnou a postacujici podminkou pro
platnost tvrzeni A.




/2.2 Véty typu ,tehdy a jen tehdy*“ \
e Uvazujme nyni (v matematice pomérné hojné) véty tvaru

»Necht plati predpoklady P. Pak tvrzeni A plati tehdy a jen tehdy,
plati-li tvrzeni B."

e Priklady jinych formulaci téze véty jsou:

x Za predpokladd P je tvrzeni B nutnou a postacujici podminkou pro
platnost tvrzeni A.

x Za predpokladdl P je tvrzeni A nutnou a postacujici podminkou pro
platnost tvrzeni B.




/2.2 Véty typu ,tehdy a jen tehdy*“
e Uvazujme nyni (v matematice pomérné hojné) véty tvaru
»Necht plati predpoklady P. Pak tvrzeni A plati tehdy a jen tehdy,
plati-li tvrzeni B."

e Priklady jinych formulaci téze véty jsou:

x Za predpokladd P je tvrzeni B nutnou a postacujici podminkou pro
platnost tvrzeni A.

x Za predpokladdl P je tvrzeni A nutnou a postacujici podminkou pro
platnost tvrzeni B.

+ Necht plati predpoklady P. Pak tvrzeni A plati pravé tehdy kdyz plati
tvrzeni B.
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/2.2 Véty typu ,tehdy a jen tehdy*“
e Uvazujme nyni (v matematice pomérné hojné) véty tvaru
»Necht plati predpoklady P. Pak tvrzeni A plati tehdy a jen tehdy,
plati-li tvrzeni B."

e Priklady jinych formulaci téze véty jsou:

x Za predpokladd P je tvrzeni B nutnou a postacujici podminkou pro
platnost tvrzeni A.

x Za predpokladdl P je tvrzeni A nutnou a postacujici podminkou pro
platnost tvrzeni B.

+ Necht plati predpoklady P. Pak tvrzeni A plati pravé tehdy kdyz plati
tvrzeni B.
e Dikaz vét tohoto tvaru ma vzdy dvé casti(!). Je tfeba dokazat:
x Jestlize plati predpoklady P a tvrzeni A, pak plati tvrzeni B.
x Jestlize plati predpoklady P a tvrzeni B, pak plati tvrzeni A.

I




K2.3 Matematicka indukce
e Jde o dikazovou techniku aplikovatelnou na tvrzeni tohoto typu:

“

. Pro kazdé prirozené (celé) n > ko plati T'(n)

™

Zde ko je néjaké pevné prir. &islo a T'(n) je tvrzeni parametrizované &is. n.




K2.3 Matematicka indukce \
e Jde o dikazovou techniku aplikovatelnou na tvrzeni tohoto typu:
. Pro kazdé prirozené (celé) n > ko plati T'(n)."
Zde ko je néjaké pevné prir. &islo a T'(n) je tvrzeni parametrizované &is. n.

Prikladem je treba tvrzeni:

Pro kazdé n > 0 plati, Ze n pfimek déli rovinu

nejvyse na sn(n + 1) + 1 oblasti.




/2.3 Matematicka indukce
e Jde o dikazovou techniku aplikovatelnou na tvrzeni tohoto typu:
. Pro kazdé prirozené (celé) n > ko plati T'(n)."
Zde ko je néjaké pevné prir. &islo a T'(n) je tvrzeni parametrizované &is. n.
Prikladem je treba tvrzeni:

Pro kazdé n > 0 plati, Ze n pfimek déli rovinu

nejvyse na sn(n + 1) + 1 oblasti.

e Princip matematické indukce fikd (coby axiom), ze k dikazu véty
. Pro kazdé pfirozené (celé) n > kg plati T'(n)."

staci oveérit platnost téchto dvou tvrzeni:

x T(ko) (tzv. baze neboli zdklad indukce)
« Pro kazdé n > ko, jestlize plati T'(n), (indukéni predpoklad)
pak plati také T'(n + 1). (indukéni krok)

I

W




\_

/2.3 Matematicka indukce \

e Jde o dikazovou techniku aplikovatelnou na tvrzeni tohoto typu:
. Pro kazdé prirozené (celé) n > ko plati T'(n)."
Zde ko je néjaké pevné prir. &islo a T'(n) je tvrzeni parametrizované &is. n.

Prikladem je treba tvrzeni:

Pro kazdé n > 0 plati, Ze n pfimek déli rovinu

nejvyse na sn(n + 1) + 1 oblasti.

e Princip matematické indukce fikd (coby axiom), ze k dikazu véty

. Pro kazdé prirozené (celé) n > kg plati T'(n).

staci oveérit platnost téchto dvou tvrzeni:

x T(ko) (tzv. baze neboli zaklad indukce)
« Pro kazdé n > ko, jestlize plati T'(n), (indukéni predpoklad)
pak plati také T'(n + 1). (indukéni krok)

e Pozor, v tomto pfedmétu pocitame 0 za prirozené cislo!

W




KPi‘ikIady dikazi indukci \

Priklad 2.4. Velmi jednoducha a prfimocara indukce.

Véta. Pro kaZzdé n > 1 je stejna pravdépodobnost, Ze pri sou¢asném hodu
n kostkami bude vysledny soucet sudy, jako, Ze bude lichy.
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Priklad 2.4. Velmi jednoducha a prfimocara indukce.

Véta. Pro kaZzdé n > 1 je stejna pravdépodobnost, Ze pri sou¢asném hodu
n kostkami bude vysledny soucet sudy, jako, Ze bude lichy.

Dukaz: Zdklad indukce je zde zfejmy: Na jedné kostce (poctivé!) jsou tfi lichd
a tfi suda disla, takze obé skupiny padaji se stejnou pravdépodobnosti.
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Priklad 2.4. Velmi jednoducha a prfimocara indukce.
Véta. Pro kaZzdé n > 1 je stejna pravdépodobnost, Ze pri sou¢asném hodu
n kostkami bude vysledny soucet sudy, jako, Ze bude lichy.

Dukaz: Zdklad indukce je zde zfejmy: Na jedné kostce (poctivé!) jsou tfi lichd
a tfi suda disla, takze obé skupiny padaji se stejnou pravdépodobnosti.
Indukéni krok pro n > 1: Necht p; pravdépodobnost, Ze pii hodu n kostkami

bude vysledny soucet sudy, a p, je pravdépodobnost lichého. Podle indukéniho
predpokladu je p? = p!, = %




fP‘r’ikIady dikaza indukci
Priklad 2.4. Velmi jednoducha a prfimocara indukce.

n kostkami bude vysledny soucet sudy, jako, Ze bude lichy.

a tfi suda disla, takze obé skupiny padaji se stejnou pravdépodobnosti.

predpokladu je p? = p!, = %

Cislo, je pravdépodobnost celkového sudého souctu rovna

3 3 1
6/ "6’ T 2

a stejné pro pravdépodobnost celkového lichého souctu.

™

Véta. Pro kaZzdé n > 1 je stejna pravdépodobnost, Ze pri sou¢asném hodu

Dukaz: Zdklad indukce je zde zfejmy: Na jedné kostce (poctivé!) jsou tfi lichd

Indukéni krok pro n > 1: Necht p; pravdépodobnost, Ze pii hodu n kostkami
bude vysledny soucet sudy, a p, je pravdépodobnost lichého. Podle indukéniho

Hodme navic (n + 1)-ni kostkou. Podle toho, zda na ni padne liché nebo sudé
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Priklad 2.5. Ukdzka dikazové ,sily" principu matematické indukce.
Véta. Pro kazdé n > 0 plati, Ze n pfimek déli rovinu nejvyse na

1

oblasti.

Dukaz:

™
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/Pﬁklad 2.5. Ukazka dikazové ,sily” principu matematické indukce.
Véta. Pro kazdé n > 0 plati, Ze n prfimek déli rovinu nejvyse na
1

in(n +1)+1

oblasti.

Dukaz: Pro bazi indukce stadi, ze 0 pfimek déli rovinu na jednu &ast. (VSimnéte
si také, ze 1 pfimka déli rovinu na dvé &asti, jen pro lepsi pochopeni dikazu.)
Mé&jme nyni rovinu rozdélenou n prfimkami na nejvyse %n(n—&— 1)+ 1 &asti. Dalsi,
(n + 1)-ni pfimka je rozdélena priseciky s pfedchozimi pfimkami na nejvyse
n + 1 Usekld a kazdy z nich oddéli novou ¢&ast roviny.

\ -




/Pﬁklad 2.5. Ukazka dikazové ,sily” principu matematické indukce. \
Véta. Pro kazdé n > 0 plati, Ze n prfimek déli rovinu nejvyse na

1

in(n +1)+1

oblasti.

Dukaz: Pro bazi indukce stadi, ze 0 pfimek déli rovinu na jednu &ast. (VSimnéte
si také, ze 1 pfimka déli rovinu na dvé &asti, jen pro lepsi pochopeni dikazu.)
Mé&jme nyni rovinu rozdélenou n prfimkami na nejvyse %n(n—&— 1)+ 1 &asti. Dalsi,
(n + 1)-ni pfimka je rozdélena priseciky s pfedchozimi pfimkami na nejvyse
n + 1 Gsekd a kazdy z nich oddéli novou ¢éast roviny. Celkem tedy bude rovina
rozdélena nasimi pfimkami na nejvySe tento pocet Casti:

1 1 1 1
5n(n+1)+1+(n+1) = 5n(n+1)+§-2(n+1)+1 = 5(n+1)(n+2)+1

a

\ -




KPi"ikIad 2.6. Dalsi indukéni ditkaz rozepsany v podrobnych krocich. \

Véta. Pro kazdén > 0 plati Y- j = "7,




/Pﬁklad 2.6. Dalsi indukcni ditkaz rozepsany v podrobnych krocich. \
Véta. Pro kazdé n > 0 plati Z o) = ”(n+1)

Dukaz indukci vzhledem k n.

e Bdze: Musime dokazat tvrzeni 7'(0), coz je v tomto pfipadé rovnost

9 0] = O(OH) . Tato rovnost (zjevné) plati.
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Véta. Pro kazdé n > 0 plati Z o) = ”(er)

Dukaz indukci vzhledem k n.

e Bdze: Musime dokazat tvrzeni 7'(0), coz je v tomto pfipadé rovnost

? 0] = O(OH) . Tato rovnost (zjevné) plati.

e Indukéni krok: Musime dokdzat ndsledujici tvrzeni:

Jestlize plati Z _0J = (";fl) kde i > 0, pak plati Zﬁ%ﬂ _ %
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Priklad 2.6. Dalsi indukcni ditkaz rozepsany v podrobnych krocich.
n(n+l)

Véta. Pro kazdé n > 0 plati Z —0J =

Dukaz indukci vzhledem k n.

e Bdze: Musime dokazat tvrzeni 7'(0), coz je v tomto pfipadé rovnost

9 0] = O(OH) . Tato rovnost (zjevné) plati.

e Indukéni krok: Musime dokdzat ndsledujici tvrzeni:

(i4+1)(i+2)
5 -

Jestlize plati Z _0J = (’;fl) kde i > 0, pak plati Zﬁ%ﬂ _

2(z+1)

Predpokladejme tedy, ze Z] 0J = a pokusme se dokazat, ze pak také

;ﬂ)] = (Hl)(?lﬂ) — (Hl)Z(ZH). To uz plyne tGpravou:
i+1 @ 9/7.0 0/7.0 g 2 5
Z‘* Z . A+l e+ 1) +2064+1)  (@E+1)(E+2)
j:oj - j:oJJr(Hl) -2 i) = 2 N %

\_ W,
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KPi"ikIad 2.6. Dalsi indukcni dikaz rozepsany v podrobnych krocich.
n(n+l)

Véta. Pro kazdé n > 0 plati Z —0J =

Dukaz indukci vzhledem k n.

e Bdze: Musime dokazat tvrzeni 7'(0), coz je v tomto pfipadé rovnost

? 0] = O(OH) . Tato rovnost (zjevné) plati.

e Indukéni krok: Musime dokdzat ndsledujici tvrzeni:

Jestlize plati 3! j = “H1) kde i > 0, pak plati i j = UFLH2),

Z(ZH) a pokusme se dokézat, ¥e pak také

Predpokladejme tedy, ze Z] 0J =

Z;Jr%)] _ 2+1)(12+1+1) — (1+1)2(Z+2)_ To uz plyne tGpravou:

i+1 % o/ L. . . .
L L A+l e+ 1) +2064+1)  (@E+1)(E+2)

ZJ = ZJ H(i+l) = S5 (i+1) = . - 5

7=0 7=0

Podle principu matematické indukce je cely diikaz hotov. 0

\_ W,
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2.4 Komentare k matematické indukci \
Pro spravné a Gspésné pouziti indukce v dokazovani je vhodné si zapamatovat
nékolik cennych rad:

e Zakladni trik vSech dikazi matematickou indukci je vhodna reformulace
tvrzeni T'(n + 1) tak, aby se ,,odvolavalo” na tvrzeni T'(n).

« Dobfre se vzdy podivejte, v ¢em se lisi tvrzeni T'(n+ 1) od tvrzeni T'(n).
Tento ,rozdil* budete muset v dikaze zdivodnit.
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2.4 Komentare k matematické indukci \
Pro spravné a Gspésné pouziti indukce v dokazovani je vhodné si zapamatovat
nékolik cennych rad:

e Zakladni trik vSech dikazi matematickou indukci je vhodna reformulace
tvrzeni T'(n + 1) tak, aby se ,,odvolavalo” na tvrzeni T'(n).

« Dobfre se vzdy podivejte, v ¢em se lisi tvrzeni T'(n+ 1) od tvrzeni T'(n).
Tento ,rozdil* budete muset v dikaze zdivodnit.

e Pozor, obcas je potfeba ,zesilit" tvrzeni T'(n), aby indukéni krok spravné
~fungoval®.
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2.4 Komentare k matematické indukci \
Pro spravné a Gspésné pouziti indukce v dokazovani je vhodné si zapamatovat
nékolik cennych rad:

e Zakladni trik vSech dikazi matematickou indukci je vhodna reformulace
tvrzeni T'(n + 1) tak, aby se ,,odvolavalo” na tvrzeni T'(n).

« Dobfre se vzdy podivejte, v ¢em se lisi tvrzeni T'(n+ 1) od tvrzeni T'(n).
Tento ,rozdil* budete muset v dikaze zdivodnit.

e Pozor, obcas je potfeba ,zesilit" tvrzeni T'(n), aby indukéni krok spravné
~fungoval®.

e Casto se chybuje v ditkazu indukéniho kroku, nebot ten byva vétinou vy-

//////

ale o to zradnéjsi jsou chyby v samotné zdanlivé snadné bazi!

x Dejte si dobry pozor, od které hodnoty n > kg je indukéni krok univer-
zalné platny. ..

\ -




KPi"ikIad 2.7. KdyZ je nutno indukéni krok zesilit. . .
Véta. Pro kazdé n > 1 plati

1 1 1

s(n) = + + +...+

1-2 2.3 3-4

Dukaz:




KPi"ikIad 2.7. KdyZ je nutno indukéni krok zesilit. . . \
Véta. Pro kazdé n > 1 plati

1 1 1 1
s(n) = + + +...+— <1.
1-2 2.3 3-4 n(n+ 1)

Dukaz: Baze indukce je zfejma, nebot 1—12 < 1.
Co v3ak indukéni krok? Predpoklad s(n) < 1 je sdm o sobé ,,prilis slaby” na to,

aby bylo mozno tvrdit s(n + 1) = s(n) + m <1




KPi"ikIad 2.7. KdyZ je nutno indukéni krok zesilit. . . \
Véta. Pro kazdé n > 1 plati

1 1 1 1
s(n) = + + +...+— <1.
1-2 2.3 3-4 n(n+ 1)

Dukaz: Baze indukce je zfejma, nebot 1—12 < 1.
Co v8ak indukéni krok? Predpoklad s(n) < 1 je sdm o sobé ,,prilis slaby” na to,

aby bylo mozno tvrdit s(n + 1) = s(n) + m <1

Neznamend to jesté, ze by tvrzeni nebylo platné, jen je potfeba nas indukéni
predpoklad zesilit. Budeme dokazovat

v 17 N 4 1 1 ‘
»Pro kazdé pfirozené n > 1 plati s(n) <1 — a1 < 1.




KPi"ikIad 2.7. KdyZ je nutno indukéni krok zesilit. . . \
Véta. Pro kazdé n > 1 plati
1 1 1 1

- <1,
M =15t 3 it T amen <

Dukaz: Baze indukce je zfejma, nebot 1—12 < 1.
Co v8ak indukéni krok? Predpoklad s(n) < 1 je sdm o sobé ,,prilis slaby” na to,
aby bylo mozno tvrdit s(n + 1) = s(n) + m <1

Neznamend to jesté, ze by tvrzeni nebylo platné, jen je potfeba nas indukéni
predpoklad zesilit. Budeme dokazovat

v 17 N 4 1 1 ‘
»Pro kazdé pfirozené n > 1 plati s(n) <1 — a1 < 1.

To plati pro n = 1 a déle uz Gpravou jen dokoncime zesileny indukéni krok:

1 1 1
st l) = s+ o pe s S nri T i DT
B —(n+2)+1 B 1
_1+(n+1)(n+2) =1 n+ 2 0

\_ W,




/RozéiFeni baze a predpokladu \

Mimo zesilovani tvrzeni indukéniho kroku jsme nékdy okolnostmi nuceni i k
rozsirovani samotné baze indukce a s ni indukéniho predpokladu na vice nez
jednu hodnotu parametru n.




4 )

Rozsireni baze a predpokladu

Mimo zesilovani tvrzeni indukéniho kroku jsme nékdy okolnostmi nuceni i k
rozsirovani samotné baze indukce a s ni indukéniho predpokladu na vice nez
jednu hodnotu parametru n.

— Muazeme napriklad predpokladat platnost (parametrizovanych) tvrzeni 7'(n)
i T'(n + 1) zéroven, a pak odvozovat platnost 7'(n + 2).
Toto lze samozrejmé zobecnit na jakykoliv pocet predpokladanych parame-
trh.




/RozéiFeni baze a predpokladu \

Mimo zesilovani tvrzeni indukéniho kroku jsme nékdy okolnostmi nuceni i k
rozsirovani samotné baze indukce a s ni indukéniho predpokladu na vice nez
jednu hodnotu parametru n.

— Muazeme napriklad predpokladat platnost (parametrizovanych) tvrzeni 7'(n)
i T'(n + 1) zéroven, a pak odvozovat platnost 7'(n + 2).
Toto lze samozrejmé zobecnit na jakykoliv pocet predpokladanych parame-
trh.

— MuazZeme dokonce predpokladat platnost tvrzeni T'(j) pro vsechna j =
ko, ko + 1,...,n najednou a dokazovat 7'(n + 1).

(Toto typicky vyuzijeme v pripadech, kdy indukéni krok ,rozdéli" problém
T(n + 1) na dvé mensi ¢asti a z nich pak odvodi platnost T'(n + 1).)
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Mimo zesilovani tvrzeni indukéniho kroku jsme nékdy okolnostmi nuceni i k
rozsirovani samotné baze indukce a s ni indukéniho predpokladu na vice nez
jednu hodnotu parametru n.

Rozsireni baze a predpokladu

— Muazeme napriklad predpokladat platnost (parametrizovanych) tvrzeni 7'(n)
i T'(n + 1) zéroven, a pak odvozovat platnost 7'(n + 2).
Toto lze samozrejmé zobecnit na jakykoliv pocet predpokladanych parame-
trh.

— MuazZeme dokonce predpokladat platnost tvrzeni T'(j) pro vsechna j =
ko, ko + 1,...,n najednou a dokazovat 7'(n + 1).
(Toto typicky vyuzijeme v pripadech, kdy indukéni krok ,rozdéli" problém
T(n + 1) na dvé mensi ¢asti a z nich pak odvodi platnost T'(n + 1).)

Fakt: Obé prezentovana ,rozsifeni” jsou v kone¢ném duisledku jen specidlnimi

instancemi zakladni matematické indukce; pouzité rozsirené moznosti pouze
zjednodusuji formalni zapis dikazu.

\_
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Priklad 2.8. KdyZ je nutno rozsifit bazi a indukéni predpoklad. . .
Véta. Necht funkce f pro kaZzdé n > 0 spliuje vztah f(n + 2)

™

2f(n+1) — f(n). Pokud plati f(0) = 1 a zdroveri f(1) = 2, tak plati

f(n) =n+ 1 pro vSechna pfirozend n > 0.




KPi"ikIad 2.8. KdyZ je nutno rozsirit bazi a indukcni predpoklad. . . \

Véta. Necht funkce [ pro kaZdé n > 0 spliuje vztah f(n + 2) =
2f(n+1) — f(n). Pokud plati f(0) = 1 a zdroveri f(1) = 2, tak plati
f(n) =n+ 1 pro vSechna pfirozend n > 0.

Dukaz: Uz samotny pohled na dany vztah f(n+2) = 2f(n+ 1) — f(n) na-
znaluje, ze bychom méli rozsirit indukéni predpoklad (a krok) zhruba takto:

Pro kazdé n > 0; jestlize plati T'(n); neboli f(n) =n+ 1, a zaroveri plati
T(n+1); f(n+1) =n+2, pak plati také T'(n + 2); f(n+2) =n+ 3.

Baze indukce —




KPi"ikIad 2.8. KdyZ je nutno rozsirit bazi a indukcni predpoklad. . . \

Véta. Necht funkce [ pro kaZdé n > 0 spliuje vztah f(n + 2) =
2f(n+1) — f(n). Pokud plati f(0) = 1 a zdroveri f(1) = 2, tak plati
f(n) =n+ 1 pro vSechna pfirozend n > 0.

Dukaz: Uz samotny pohled na dany vztah f(n+2) = 2f(n+ 1) — f(n) na-

znaluje, ze bychom méli rozsirit indukéni predpoklad (a krok) zhruba takto:

Pro kazdé n > 0; jestlize plati T'(n); neboli f(n) =n+ 1, a zaroveri plati
T(n+1); f(n+1) =n+2, pak plati také T'(n + 2); f(n+2) =n+ 3.

Baze indukce — pozor, zde uZ musime ovérit dvé hodnoty

fO)=0+1=1, f1)=1+1=2.




KPi"ikIad 2.8. KdyZ je nutno rozsirit bazi a indukcni predpoklad. . . \
Véta. Necht funkce [ pro kaZdé n > 0 spliuje vztah f(n + 2) =
2f(n+1) — f(n). Pokud plati f(0) = 1 a zdroveri f(1) = 2, tak plati
f(n) =n+ 1 pro vSechna pfirozend n > 0.

Dukaz: Uz samotny pohled na dany vztah f(n+2) = 2f(n+ 1) — f(n) na-

znaluje, ze bychom méli rozsirit indukéni predpoklad (a krok) zhruba takto:

Pro kazdé n > 0; jestlize plati T'(n); neboli f(n) =n+ 1, a zaroveri plati
T(n+1); f(n+1) =n+2, pak plati také T'(n + 2); f(n+2) =n+ 3.

Baze indukce — pozor, zde uZ musime ovérit dvé hodnoty

fO)=0+1=1, f1)=1+1=2.

Na&s indukcni krok tak nyni mize vyuzit celého rozsireného predpokladu, znalosti
hodnot f(n) i f(n+ 1), pro ovéreni

f(n+2)=2f(n+1)—f(n)=2-(n+1+1)—(n+1)=n+3=n+2+1.
|

Jak by tento diikaz mél byt formulovan v ,tradi¢ni* indukci?
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KPi"ikIad 2.8. KdyZ je nutno rozsirit bazi a indukcni predpoklad. . . \
Véta. Necht funkce [ pro kaZdé n > 0 spliuje vztah f(n + 2) =
2f(n+1) — f(n). Pokud plati f(0) = 1 a zdroveri f(1) = 2, tak plati
f(n) =n+ 1 pro vSechna pfirozend n > 0.

Dukaz: Uz samotny pohled na dany vztah f(n+2) = 2f(n+ 1) — f(n) na-

znaluje, ze bychom méli rozsirit indukéni predpoklad (a krok) zhruba takto:

Pro kazdé n > 0; jestlize plati T'(n); neboli f(n) =n+ 1, a zaroveri plati
T(n+1); f(n+1) =n+2, pak plati také T'(n + 2); f(n+2) =n+ 3.

Baze indukce — pozor, zde uZ musime ovérit dvé hodnoty

fO)=0+1=1, f1)=1+1=2.

Na&s indukcni krok tak nyni mize vyuzit celého rozsireného predpokladu, znalosti
hodnot f(n) i f(n+ 1), pro ovéreni

f(n+2)=2f(n+1)—f(n)=2-(n+1+1)—(n+1)=n+3=n+2+1.
|

Jak by tento dikaz mél byt formulovéan v ,tradi¢ni* indukci? (,Substituci®.)
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Zavérem maly ,,problém*

Priklad 2.9. Aneb jak snadno Ize v matematické indukci udélat chybu.
Véta. (,,nevéta”)
V kazdém stadu o n > 1 konich maji vSichni koné stejnou barvu.

™
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Zavérem maly ,,problém*

Priklad 2.9. Aneb jak snadno Ize v matematické indukci udélat chybu.
Véta. (,,nevéta”)
V kazdém stadu o n > 1 konich maji vSichni koné stejnou barvu.

Dukaz indukci vzhledem k n.

Baze: Ve stadu o jednom koni maji vSichni koné stejnou barvu.
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Zavérem maly ,,problém*

Priklad 2.9. Aneb jak snadno Ize v matematické indukci udélat chybu.
Véta. (,,nevéta”)
V kazdém stadu o n > 1 konich maji vSichni koné stejnou barvu.

Dukaz indukci vzhledem k n.
Baze: Ve stadu o jednom koni maji vSichni koné stejnou barvu.

Indukéni krok: Necht S = { K, ..., K,,+1} je stddo o n+ 1 konich. Dokdzeme,
Ze vsSichni koné maji stejnou barvu. Uvazme dvé mensi stdda:

— S = {K1,K,...,Kp}
= o= {KQ‘/ oo 7Kﬂ,7 Kn+l}




/Zévérem maly ,,problém* \

Priklad 2.9. Aneb jak snadno Ize v matematické indukci udélat chybu.
Véta. (,,nevéta”)
V kazdém stadu o n > 1 konich maji vSichni koné stejnou barvu.
Dukaz indukci vzhledem k n.
Baze: Ve stadu o jednom koni maji vSichni koné stejnou barvu.
Indukéni krok: Necht S = { K, ..., K,,+1} je stddo o n+ 1 konich. Dokdzeme,
Ze vsSichni koné maji stejnou barvu. Uvazme dvé mensi stdda:
-8 ={Ky,K,,...,K,}
- SH - {KQ‘/ oo 7Kﬂ,7 Kn+l}
Podle indukéniho pfedpokladu maji vSichni koné ve stddu S’ stejnou barvu B’.

Podobné vsichni koné ve stddu S” maji podle indukéniho predpokladu stejnou
barvu B”.

\_ -
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Zavérem maly ,,problém* \

Priklad 2.9. Aneb jak snadno Ize v matematické indukci udélat chybu.
Véta. (,,nevéta”)
V kazdém stadu o n > 1 konich maji vSichni koné stejnou barvu.

Dukaz indukci vzhledem k n.
Baze: Ve stadu o jednom koni maji vSichni koné stejnou barvu.
Indukéni krok: Necht S = { K, ..., K,,+1} je stddo o n+ 1 konich. Dokdzeme,
Ze vsSichni koné maji stejnou barvu. Uvazme dvé mensi stdda:

-8 ={Ky,K,,...,K,}

= o= {KQ‘/ 000 7Kﬂ,7 Kn+l}
Podle indukéniho pfedpokladu maji vSichni koné ve stddu S’ stejnou barvu B’.
Podobné vsichni koné ve stddu S” maji podle indukéniho predpokladu stejnou
barvu B”. Dokazeme, ze B’ = B”, tedy Ze vsSichni koné& ve staddu S maji stejnou

barvu. To ale plyne z toho, Ze koné K, ..., K, patfi jak do stdda S’, tak i do
stadda S”.

-
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Zavérem maly ,,problém* \

Priklad 2.9. Aneb jak snadno Ize v matematické indukci udélat chybu.
Véta. (,,nevéta”)
V kazdém stadu o n > 1 konich maji vSichni koné stejnou barvu.

Dukaz indukci vzhledem k n.
Baze: Ve stadu o jednom koni maji vSichni koné stejnou barvu.

Indukéni krok: Necht S = { K, ..., K,,+1} je stddo o n+ 1 konich. Dokdzeme,
Ze vsSichni koné maji stejnou barvu. Uvazme dvé mensi stdda:

— S = {K1,K,...,Kp}
= o= {KQ‘/ 000 7Kﬂ,7 Kn+l}

Podle indukéniho pfedpokladu maji vSichni koné ve stddu S’ stejnou barvu B’.
Podobné vsichni koné ve stddu S” maji podle indukéniho predpokladu stejnou
barvu B”. Dokazeme, ze B’ = B”, tedy Ze vsSichni koné& ve staddu S maji stejnou
barvu. To ale plyne z toho, Ze koné K, ..., K, patfi jak do stdda S’, tak i do
stada 5. O

Ale to uZ je podvod! Vidite, kde? j
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