K4 Binarni relace, Ekvivalence \

Na pojem relace velmi brzo narazi (snad) kazdy informatik pfi studiu relanich datab3zi.
Neni to vSak jen tato oblast, ale i jind mista informatiky, kde se relace skryvaji ¢i pfimo
explicitné objevuji. Nejcastéji se takto setkdme s binarnimi relacemi, napriklad vzdy,
kdyz rozdélujeme objekty podle ,shodnych®* znaki (relace ekvivalence), nebo kdyz
objekty mezi sebou ,,srovnavame" (relace usporadani).
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Na pojem relace velmi brzo narazi (snad) kazdy informatik pfi studiu relanich datab3zi.
Neni to vSak jen tato oblast, ale i jind mista informatiky, kde se relace skryvaji ¢i pfimo
explicitné objevuji. Nejcastéji se takto setkdme s binarnimi relacemi, napriklad vzdy,
kdyz rozdélujeme objekty podle ,shodnych®* znaki (relace ekvivalence), nebo kdyz
objekty mezi sebou ,,srovnavame" (relace usporadani).

Struc¢ny prehled lekce

* Reprezentace relaci, tabulkou a grafem.

* Z3akladni vlastnosti binarnich relaci.

* Relace ekvivalence, neboli rozklady mnozin.
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Zopakovani pojmu relace

Definice 4.1. Relace mezi mnozinami Ay,---, Ay, pro k € N,
je libovolna podmnozina kartézského soucinu

RQAIX“-XAk.
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Zopakovani pojmu relace

Definice 4.1. Relace mezi mnozinami Ay,---, Ay, pro k € N,
je libovolna podmnozina kartézského soucinu

RQA1><~~-XAk.

Pokud A; =--- = A, = A, hovofime o k-drni relaci na A.

Takze bindrni relace R (pro k = 2) je

RCAxA.

Priklady relaci.
e {(1,a),(2,a)} je relace mezi {1,2,3} a {a,b}.
e {(i,2.i) | i € N} je bindrni relace na N.
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Zopakovani pojmu relace

Definice 4.1. Relace mezi mnozinami Ay,---, Ay, pro k € N,
je libovolnd podmnozina kartézského soucinu

RQA1X~~-XA]€.

Pokud A; =--- = A, = A, hovofime o k-drni relaci na A.

Takze bindrni relace R (pro k = 2) je

RCAxA.

Priklady relaci.
e {(1,a),(2,a)} je relace mezi {1,2,3} a {a,b}.
e {(i,2.7) | i € N} je binarni relace na IN.
e {(i,j,1+7) | 4,5 € N} je terndrni relace na N.

e Relace ,,mit rychlejsi pocitac” je binarni relaci mezi studenty FI.
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4.1 Reprezentace kone¢nych relaci

Priklad 4.2. Tabulky relacni databaze.

Definujme nasledujici mnoZiny (,elementarni typy")
e ZNAK ={a,---,2,A, -+, Z, mezera},
o CISLICE = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
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4.1 Reprezentace kone¢nych relaci

Priklad 4.2. Tabulky relacni databaze.

Definujme nasledujici mnoZiny (,elementarni typy")
e ZNAK ={a,---,2,A, -+, Z, mezera},
e CISLICE ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Dale definujeme tyto mnoziny (,,odvozené typy*)
e JMENO = ZNAK',  PRIJMENI = ZNAK*’,
e VEK = CISLICE?,
e ZAMESTNANEC = JMENO x PRIJMENI x VEK.
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e JMENO = ZNAK',  PRIJMENI = ZNAK*’,
e VEK = CISLICE?,
e ZAMESTNANEC = JMENO x PRIJMENI x VEK.

Relaci ,,typu” ZAMESTNANEC pak lze reprezentovat tabulkou:
‘ JMENO ‘ PRIJMENI ‘ VEK ‘

Jan Novak 42
Petr Vichr 28
Pavel Zima 26
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4.1 Reprezentace konecnych relaci \

Priklad 4.2. Tabulky relacni databaze.
Definujme nésledujici mnoziny (,,elementarni typy")
e ZNAK ={a,---,2,A, -+, Z, mezera},
e CISLICE ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Dale definujeme tyto mnoziny (,,odvozené typy*)
e JMENO = ZNAK',  PRIJMENI = ZNAK*’,
e VEK = CISLICE?,
e ZAMESTNANEC = JMENO x PRIJMENI x VEK.

Relaci ,,typu” ZAMESTNANEC pak lze reprezentovat tabulkou:
‘ JMENO ‘ PRIJMENI ‘ VEK ‘

Jan Novak 42
Petr Vichr 28
Pavel Zima 26

O

Definice: Relacni datdbaze je kone¢na mnoZina tabulek. Schéma databaze je

\(zjednoduéené fe¢eno) mnozina ,typd" jednotlivych tabulek. J
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Reprezentace binarnich relaci na mnoziné

Znaceni: Binarni relaci R C M x M lze jednoznacné znazornit jejim grafem.
e Prvky M zndzornime jako body v roviné.

e Prvek (a,b) € R zndzornime jako orientovanou hranu (,Sipku”) z a do b.
Je-li a = b, pak je touto hranou ,smycka” na a.
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Reprezentace binarnich relaci na mnoziné \

Znaceni: Binarni relaci R C M x M lze jednoznacné znazornit jejim grafem.
e Prvky M zndzornime jako body v roviné.

e Prvek (a,b) € R zndzornime jako orientovanou hranu (,Sipku”) z a do b.
Je-li a = b, pak je touto hranou ,smycka” na a.

Pozor, nejednd se o , grafy funkci* zndamé z analyzy.
Napfiklad mé&me M = {a,b,c,d,e, f} a R = {(a,b), (b, c), (b,d), (b,e), (b, f), (d, ),
(e,0), (f,0), (e, d), (e, f), (f,b)}. pak:

V pripadé, ze R je nekonecnd nebo ,velkd"”, mize byt reprezentace R jejim
rafem neprakticka (zélezi pak na mire ,pravidelnosti R). J
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4.2 \Vlastnosti binarnich relaci

Definice 4.3. Necht R C M x M. Binarni relace R je

e reflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) € R;

5 <D
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4.2 \Vlastnosti binarnich relaci

Definice 4.3. Necht R C M x M. Binarni relace R je

e reflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) € R;

5 <D

o ireflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) & R;

B A

e symetrickd, pravé kdyz pro kazdé a,b € M plati, Ze jestlize (a,b) € R,

pak také (b,a) € R;
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Definice 4.3. Necht R C M x M. Binarni relace R je

e reflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) € R;

5 <D

o ireflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € M plati (a,a) & R;

B A

e symetrickd, pravé kdyz pro kazdé a,b € M plati, Ze jestlize (a,b) € R,

pak také (b,a) € R;

e antisymetrickd, pravé kdyz pro kazdé a,b € M plati, ze jestlize
(a,b),(b,a) € R, pak a =b;
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K e tranzitivni, pravé kdyz pro kazdé a, b, c € M plati, Ze jestlize (a,b), (b, c) E\
R, pak také (a,c) € R.

a b c

~




K e tranzitivni, pravé kdyz pro kazdé a, b, c € M plati, Ze jestlize (a,b), (b, c) E\
R, pak také (a,c) € R.

a b c

Nasleduji dva zakladni typy binarnich relaci, R je

e relace ekvivalence, pravé kdyz je R reflexivni, symetrickd a tranzitivni;
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(&asto Fikame jen usporddani).
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Poznamka: Pozor, miZe byt relace symetricka i antisymetricka zaroven?
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Priklad 4.4. Nékolik prikladii relaci definovanych v prirozeném jazyce. \

Bud M mnoZina vSech studentii 1. roéniku Fl. UvaZzme postupné relace R C M x M
definované takto

e (z,y) € R pravé kdyz = a y maji stejné rodné Cislo;
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e (z,y) € R pravé kdyz = a y maji stejné rodné Cislo;

e (x,y) € R pravé kdyZ x ma stejnou vysku jako y (dejme tomu na celé mm);
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Priklad 4.4. Nékolik prikladii relaci definovanych v prirozeném jazyce. \
Bud M mnoZina vSech studentii 1. roéniku Fl. UvaZzme postupné relace R C M x M
definované takto

e (z,y) € R pravé kdyz = a y maji stejné rodné Cislo;

e (x,y) € R pravé kdyZ x ma stejnou vysku jako y (dejme tomu na celé mm);

e (x,y) € R pravé kdyz vyska x a y se nelisi vice jak o 2 mm;
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Bud M mnoZina vSech studentii 1. roéniku Fl. UvaZzme postupné relace R C M x M
definované takto

Priklad 4.4. Nékolik prikladii relaci definovanych v prirozeném jazyce.

(z,y) € R pravé kdyz = a y maji stejné rodné Cislo;

(z,y) € R pravé kdyZ = m3a stejnou vysku jako y (dejme tomu na celé mm);
e (x,y) € R pravé kdyz vyska x a y se nelisi vice jak o 2 mm;
(

x,y) € R pravé kdyz x ma alespon takovou vysku jako y;
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Bud M mnoZina vSech studentii 1. roéniku Fl. UvaZzme postupné relace R C M x M
definované takto

Priklad 4.4. Nékolik prikladii relaci definovanych v prirozeném jazyce.

(z,y) € R pravé kdyz = a y maji stejné rodné Cislo;

X

(
.($

(

(

y) € R pravé kdyZ x m3 stejnou vysku jako y (dejme tomu na celé mm);

)
o

<

)
) € R pravé kdyz vyska x a y se nelisi vice jak o0 2 mm;
)

x,y) € R pravé kdyz x ma alespon takovou vysku jako y;

=

x,y) € R pravé kdyz x ma jinou vysku nez y (dejme tomu na celé mm);
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Bud M mnoZzina viech studentl 1. ro¢niku Fl. UvaZzme postupné relace R C M x M
definované takto

Priklad 4.4. Nékolik prikladii relaci definovanych v prirozeném jazyce.

(z,y) € R pravé kdyz = a y maji stejné rodné Cislo;

x,y) € R pravé kdyZ x ma stejnou vysku jako y (dejme tomu na celé mm);

)
o

X

<

)
) € R pravé kdyz vyska x a y se nelisi vice jak o0 2 mm;
)

=

y) € R pravé kdyz = ma alespon takovou vysku jako y;

,y) € R pravé kdyz = ma jinou vysku nez y (dejme tomu na celé mm);
)

T,y

T

(
(
. (z,
(
(

€ R pravé kdy? x je zamilovén(a) do y.
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Bud M mnoZzina viech studentl 1. ro¢niku Fl. UvaZzme postupné relace R C M x M
definované takto

Priklad 4.4. Nékolik prikladii relaci definovanych v prirozeném jazyce.

(z,y) € R pravé kdyz = a y maji stejné rodné Cislo;

x,y) € R pravé kdyZ x ma stejnou vysku jako y (dejme tomu na celé mm);

)
o

X

<

)
) € R pravé kdyz vyska x a y se nelisi vice jak o0 2 mm;
)

=

y) € R pravé kdyz = ma alespon takovou vysku jako y;

x,y) € R pravé kdyz x ma jinou vysku nez y (dejme tomu na celé mm);
)

T,y

(

( 2
o (z,

( 5

( € R pravé kdy? x je zamilovén(a) do y.

Priklad 4.5. Jaké vlastnosti maji nasledujici relace?

e Bud R C N x N definovana takto (z,y) € R pravé kdyz z déli y.
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Priklad 4.4. Nékolik prikladii relaci definovanych v prirozeném jazyce.

™

Bud M mnoZzina viech studentl 1. ro¢niku Fl. UvaZzme postupné relace R C M x M

definované takto

(z,y) € R pravé kdyz = a y maji stejné rodné Cislo;

x,y) € R pravé kdyZ x ma stejnou vysku jako y (dejme tomu na celé mm);

)
o

X

<

)
) € R pravé kdyz vyska x a y se nelisi vice jak o0 2 mm;
)

=

y) € R pravé kdyz = ma alespon takovou vysku jako y;

x,y) € R pravé kdyz x ma jinou vysku nez y (dejme tomu na celé mm);
)

T,y

(

( 2
o (z,

( 5

( € R pravé kdy? x je zamilovén(a) do y.

Priklad 4.5. Jaké vlastnosti maji nasledujici relace?

e Bud R C N xN definovana takto (x,7) € R pravé kdy? = déli y. (Castecné

usporadani, ale ne kazda dvé Cisla jsou porovnatelna.)

e Bud R C N x N definovana takto (x,y) € R pravé kdyz = a y maji stejny

zbytek po déleni cislem 5.

\_
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Bud M mnoZzina viech studentl 1. ro¢niku Fl. UvaZzme postupné relace R C M x M
definované takto

Priklad 4.4. Nékolik prikladii relaci definovanych v prirozeném jazyce.

(z,y) € R pravé kdyz = a y maji stejné rodné Cislo;

x,y) € R pravé kdyZ x ma stejnou vysku jako y (dejme tomu na celé mm);

)
o

X

<

)
) € R pravé kdyz vyska x a y se nelisi vice jak o0 2 mm;
)

y) € R pravé kdyz = ma alespon takovou vysku jako y;

)
)

=

x,y) € R pravé kdyz x ma jinou vysku nez y (dejme tomu na celé mm);

T,y

(

( 2
o (z,

( 5

( € R pravé kdy? x je zamilovén(a) do y.

Priklad 4.5. Jaké vlastnosti maji nasledujici relace?
e Bud R C N xN definovana takto (x,7) € R pravé kdy? = déli y. (Castecné
usporadani, ale ne kazda dvé Cisla jsou porovnatelna.)

e Bud R C N x N definovana takto (x,y) € R pravé kdyz = a y maji stejny
zbytek po déleni Cislem 5. (Ekvivalence.)

e Necht /"= {f | f: N — N} je mnozina funkci. Bud R C F'x F' definovand
takto (f,g) € R pravé kdyz f(z) < g(z) pro vSechna x.

\_ -




™

Bud M mnoZzina viech studentl 1. ro¢niku Fl. UvaZzme postupné relace R C M x M
definované takto
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Priklad 4.4. Nékolik prikladii relaci definovanych v prirozeném jazyce.

(z,y) € R pravé kdyz = a y maji stejné rodné Cislo;

x,y) € R pravé kdyZ x ma stejnou vysku jako y (dejme tomu na celé mm);

X

<

)
) € R pravé kdyz vyska x a y se nelisi vice jak o0 2 mm;
)

y) € R pravé kdyz = ma alespon takovou vysku jako y;

)
)

=

x,y) € R pravé kdyz x ma jinou vysku nez y (dejme tomu na celé mm);

T,y

(

( 2
o (z,

( 5

( € R pravé kdy? x je zamilovén(a) do y.

Priklad 4.5. Jaké vlastnosti maji nasledujici relace?

e Bud R C N xN definovana takto (x,7) € R pravé kdy? = déli y. (Castecné
usporadani, ale ne kazda dvé Cisla jsou porovnatelna.)

e Bud R C N x N definovana takto (x,y) € R pravé kdyz = a y maji stejny
zbytek po déleni Cislem 5. (Ekvivalence.)

e Necht /"= {f | f: N — N} je mnozina funkci. Bud R C F'x F' definovand
takto (f,g) € R pravé kdyz f(x) < g(x) pro vSechna x. (Antisymetrickd a
tranzitivni, ale ne reflexivni — neni usporadani.) DJ

\_
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4.3 Relace ekvivalence \

e Relace R C M x M je ekvivalence pravé kdyz R je reflexivni, symetrickd a
tranzitivni. Tyto tfi vlastnosti je tedy tfeba ovérit k diikazu toho, ze dand
relace R je ekvivalence.
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e Relace R C M x M je ekvivalence pravé kdyz R je reflexivni, symetrickd a
tranzitivni. Tyto tfi vlastnosti je tedy tfeba ovérit k diikazu toho, ze dand
relace R je ekvivalence.

e Jak vypada graf ekvivalence?




/4.3 Relace ekvivalence \

e Relace R C M x M je ekvivalence pravé kdyz R je reflexivni, symetrickd a
tranzitivni. Tyto tfi vlastnosti je tedy tfeba ovérit k diikazu toho, ze dand
relace R je ekvivalence.

e Jak vypada graf ekvivalence?

e Neformalné Feceno: ekvivalence je relace R C M x M, takova, ze (x,y) € R
pravé kdyz x a y jsou v néjakém smyslu ,stejné".




/Bud' M mnozina vsech student(i 1. ro¢niku Fl. Uvazme postupné relace R 7\
M x M definované takto

e (z,y) € R pravé kdyz x ma stejnou vysku jako y;




/Bud' M mnozina vsech student(i 1. ro¢niku Fl. Uvazme postupné relace R 7\
M x M definované takto

e (z,y) € R pravé kdyz x ma stejnou vysku jako y;

e (x,y) € R pravé kdyz x ma stejnou barvu vlast jako y;




/Bud' M mnozina vsech student(i 1. ro¢niku Fl. Uvazme postupné relace R 7\
M x M definované takto

e (z,y) € R pravé kdyz x ma stejnou vysku jako y;
e (x,y) € R pravé kdyz x ma stejnou barvu vlast jako y;

e (z,y) € R pravé kdyz x,y maji stejnou vysku a stejnou barvu vlast;




/Bud' M mnozina vsech student(i 1. ro¢niku Fl. Uvazme postupné relace R 7\
M x M definované takto
e (z,y) € R pravé kdyz x ma stejnou vysku jako y;

e (x,y) € R pravé kdyz = ma stejnou barvu vlasl jako y;

(z,y)
e (z,y) € R pravé kdyz x,y maji stejnou vysku a stejnou barvu vlast;
* (2,9)

x,y) € R pravé kdyz x,y maji bud stejnou vysku nebo stejnou barvu vlasi.




KBud’ M mnozina vsech student(i 1. ro¢niku Fl. Uvazme postupné relace R 7\
M x M definované takto

e (z,y) € R pravé kdyz x ma stejnou vysku jako y;
e (x,y) € R pravé kdyz x ma stejnou barvu vlast jako y;
e (x,y) € R pravé kdyz x,y maji stejnou vysku a stejnou barvu vlasi;

e (z,y) € R pravé kdyz x,y maji bud stejnou vysku nebo stejnou barvu vlasu.
(Tato relace obecné neni ekvivalence! Pro¢?)

Priklad 4.6. Bud'R C N x N bindrni relace definovana takto: (x,y) € R pravé
kdyz |z — y| je délitelné tremi.

V jakém smyslu jsou zde x a y ,stejné"?
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M x M definované takto

e (z,y) € R pravé kdyz x ma stejnou vysku jako y;
e (x,y) € R pravé kdyz x ma stejnou barvu vlast jako y;
e (x,y) € R pravé kdyz x,y maji stejnou vysku a stejnou barvu vlasi;

e (z,y) € R pravé kdyz x,y maji bud stejnou vysku nebo stejnou barvu vlasu.
(Tato relace obecné neni ekvivalence! Pro¢?)

Priklad 4.6. Bud'R C N x N bindrni relace definovana takto: (x,y) € R pravé
kdyz |z — y| je délitelné tremi.

V jakém smyslu jsou zde = a y ,stejné"? Davaji stejny zbytek po déleni tfemi.
O

Priklad 4.7. Bud R bindrni relace mezi vsemi studenty na pfedndsce 1BO00
definovand takto: (z,y) € R pravé kdyz x iy sedi v prvni lavici.
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KBud’ M mnozina vsech student(i 1. ro¢niku Fl. Uvazme postupné relace R 7\
M x M definované takto

e (z,y) € R pravé kdyz x ma stejnou vysku jako y;
e (x,y) € R pravé kdyz x ma stejnou barvu vlast jako y;
e (x,y) € R pravé kdyz x,y maji stejnou vysku a stejnou barvu vlasi;

e (z,y) € R pravé kdyz x,y maji bud stejnou vysku nebo stejnou barvu vlasu.
(Tato relace obecné neni ekvivalence! Pro¢?)

Priklad 4.6. Bud'R C N x N bindrni relace definovana takto: (x,y) € R pravé
kdyz |z — y| je délitelné tremi.

V jakém smyslu jsou zde = a y ,stejné"? Davaji stejny zbytek po déleni tfemi.
O

Priklad 4.7. Bud R bindrni relace mezi vsemi studenty na pfedndsce 1BO00
definovand takto: (z,y) € R pravé kdyz x iy sedi v prvni lavici.

Pro¢ se v tomto pripadé nejedna o relaci ekvivalence?
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KBud' M mnozina vsech student(i 1. ro¢niku Fl. Uvazme postupné relace R Q\
M x M definované takto

e (z,y) € R pravé kdyz x ma stejnou vysku jako y;

e (x,y) € R pravé kdyz x ma stejnou barvu vlast jako y;

e (x,y) € R pravé kdyz x,y maji bud stejnou vysku nebo stejnou barvu vlasi.

(

e (x,y) € R pravé kdyz x,y maji stejnou vysku a stejnou barvu vlasi;

(
(Tato relace obecné neni ekvivalence ! Pro¢?)

Priklad 4.6. Bud'R C N x N bindrni relace definovana takto: (x,y) € R pravé

kdyz |z — y| je délitelné tremi.

V jakém smyslu jsou zde = a y ,stejné"? Davaji stejny zbytek po déleni tfemi.
O

Priklad 4.7. Bud R binarni relace mezi vsemi studenty na predndsce 1B000
definovand takto: (z,y) € R pravé kdyz x iy sedi v prvni lavici.

Proc se v tomto pripadé nejedna o relaci ekvivalence?
Protoze neni reflexivni pro studenty sedici v dalSich lavicich. (Takze si davejte

\dobr)'/ pozor na spravné pochopeni definic.) DJ
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4.4 Rozklady a jejich vztah k ekvivalencim

Definice 4.8. Rozklad. Bud M mnozina.

Rozklad (na) M je mnozina podmnozin N C 2 spliiujici ndsl. tfi podminky:
o () & N (tj. kazdy prvek N\ je neprazdna podmnozina M),
e pokud A, B € N, pak bud A = B nebo AN B = );
* UsenA=M.
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4.4 Rozklady a jejich vztah k ekvivalencim

Definice 4.8. Rozklad. Bud M mnoZina.
Rozklad (na) M je mnozina podmnozin N C 2 spliiujici ndsl. tfi podminky:

o () & N (tj. kazdy prvek N\ je neprazdna podmnozina M),
e pokud A, B € N, pak bud A = B nebo AN B = );
* UsenA=M.

Prvkiim N se také fikd tridy rozkladu.

e Bud M = {a,b,c,d}. Pak N = {{a}, {b,c},{d}} je rozklad na M.
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K4.4 Rozklady a jejich vztah k ekvivalencim

Definice 4.8. Rozklad. Bud M mnoZina.

Rozklad (na) M je mnozina podmnozin N C 2 spliiujici ndsl. tfi podminky:
o () & N (tj. kazdy prvek N\ je neprazdna podmnozina M),
e pokud A, B € N, pak bud A = B nebo AN B = );
* UsenA=M.

Prvkiim N se také fikd tridy rozkladu.

e Bud M = {a,b,c,d}. Pak N = {{a}, {b,c},{d}} je rozklad na M.

e Necht Ag={keN|kmod3=0}, Ay ={ke€N|kmod3=1},

Ay ={k € N |k mod 3 =2}.
Pak N = {Ag, A1, A3} je rozklad vSech pfirozenych &isel N podle zbytko-

vych tfid.
e Kazdy rozklad N na M jednozna&né urluje jistou ekvivalenci Ry na M.
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KVéta 4.9. Bud' M mnozina a N rozklad na M. Necht Ryr € M x M je re/ace\
na M definovanad takto

(x,y) € Ry prdvé kdyZ existuje A € N takovd, Ze x,y € A.

Pak Ry je ekvivalence na M.




KVéta 4.9. Bud' M mnozina a N rozklad na M. Necht Ryr € M x M je re/ace\
na M definovand takto

(x,y) € Ry prdvé kdyZ existuje A € N takovd, Ze x,y € A.
Pak Ry je ekvivalence na M.

Dukaz: Dokdzeme, ze Ry je reflexivni, symetrickd a tranzitivni (Def. 4.3).
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na M definovanad takto

(x,y) € Ry prdvé kdyZ existuje A € N takovd, Ze x,y € A.
Pak Ry je ekvivalence na M.

Dukaz: Dokdzeme, ze Ry je reflexivni, symetrickd a tranzitivni (Def. 4.3).

e Reflexivita: Bud 2 € M libovolné. Jelikoz \V je rozklad na M/, musi existovat
A € N takové, Zze x € A (jinak spor se tfeti podminkou z Definice 4.8).
Proto (z,z) € Ry, tedy Ry je reflexivni.
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na M definovanad takto

(x,y) € Ry prdvé kdyZ existuje A € N takovd, Ze x,y € A.
Pak Ry je ekvivalence na M.

Dukaz: Dokdzeme, ze Ry je reflexivni, symetrickd a tranzitivni (Def. 4.3).

e Reflexivita: Bud 2 € M libovolné. Jelikoz \V je rozklad na M/, musi existovat
A € N takové, Zze x € A (jinak spor se tfeti podminkou z Definice 4.8).
Proto (z,z) € Ry, tedy Ry je reflexivni.

e Symetrie: Necht (x,y) € Rys. Podle definice Ry pak existuje A € N
takovd, Ze x,y € A. To ale znamend, ze také (y,z) € Ry podle definice
Rys, tedy Rys je symetricka.




/Véta 4.9. Bud M mnozZina a N rozklad na M. Necht Ryr C M x M je re/ace\
na M definovanad takto

(x,y) € Ry prdvé kdyZ existuje A € N takovd, Ze x,y € A.
Pak Ry je ekvivalence na M.

Dukaz: Dokdzeme, ze Ry je reflexivni, symetrickd a tranzitivni (Def. 4.3).

e Reflexivita: Bud 2 € M libovolné. Jelikoz \V je rozklad na M/, musi existovat
A € N takové, Zze x € A (jinak spor se tfeti podminkou z Definice 4.8).
Proto (z,z) € Ry, tedy Ry je reflexivni.

e Symetrie: Necht (x,y) € Rys. Podle definice Ry pak existuje A € N
takovd, Ze x,y € A. To ale znamend, ze také (y,z) € Ry podle definice
Rys, tedy Rys je symetricka.

e Tranzitivita: Necht (z,v), (v, 2) € Ry. Podle definice Ry existuji A, B €
N takové, ze x,y € Aay,z € B. Jelikoz ANB # (), podle druhé podminky
z Definice 4.8 plati A = B. Tedy x,z € A = B, proto (z,2) € Ry podle

definice R.
ini AN -
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Kazda ekvivalence R na M jednoznaéné urluje jisty rozklad M /R na M.

I

Véta 4.10. Bud M mnoZina a R ekvivalence na M. Pro kazdé x € M definu-
jeme mnoZinu

[z] ={y € M | (z,y) € R}.

Pak {[z] | z € M} je rozklad na M, ktery znacime M /R.




KKaidé ekvivalence R na M jednoznacéné urluje jisty rozklad M/R na M. \

Véta 4.10. Bud M mnoZina a R ekvivalence na M. Pro kazdé x € M definu-
Jjeme mnoZinu

[z] ={y € M | (z,y) € R}.

Pak {[z] | z € M} je rozklad na M, ktery znacime M /R.

Dukaz: Dokdzeme, ze M /R spliiuje podminky Definice 4.8.
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e Pro kazdé [x] € M/R plati [z] # 0, nebot = € [z].




e Pro kazdé [x] € M/R plati [z] # 0, nebot = € [z].
e Necht [z], [y] € M/R. Ukazeme, ze pokud [z] N [y] # 0, pak [z] = [y].




e Pro kazdé [z] € M/R plati [z] # (0, nebot x € [z].

e Necht [z], [y] € M/R. Ukazeme, ze pokud [z] N [y] # 0, pak [z] = [y].
Jestlize [x] N [y] # 0, existuje z € M takové, Ze z € [x] a z € [y]. Podle
definice [x] a [y] to znamena, Ze (z, 2), (y, z) € R. Jelikoz R je symetrickd a
(y,2) € R, plati (z,y) € R. Jelikoz (z, z), (z,y) € R a R je tranzitivni, plati
(z,y) € R. Proto také (y,z) € R (opét ze symetrie R).




e Pro kazdé [x] € M/R plati [z] # 0, nebot = € [z].

e Necht [z], [y] € M/R. Ukazeme, ze pokud [z] N [y] # 0, pak [z] = [y].
Jestlize [x] N [y] # 0, existuje z € M takové, Ze z € [x] a z € [y]. Podle
definice [x] a [y] to znamena, Ze (z, 2), (y, z) € R. Jelikoz R je symetrickd a
(y,2) € R, plati (z,y) € R. Jelikoz (z, z), (z,y) € R a R je tranzitivni, plati
(x,y) € R. Proto také (y,z) € R (opét ze symetrie ). Nyni dokazeme,
ze [y] = [z]:

* ,[z] C [y]:* Necht v € [z]. Pak (x,v) € R podle definice [z]. Déle (y,x) €
R (viz vy8e), tedy (y,v) € R nebot R je tranzitivni. To podle definice [y]
znamena, Zze v € [y].
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e Pro kazdé [z] € M/R plati [z] # (0, nebot x € [z].

e Necht [z], [y] € M/R. Ukazeme, ze pokud [z] N [y] # 0, pak [z] = [y].
Jestlize [x] N [y] # 0, existuje z € M takové, Ze z € [x] a z € [y]. Podle
definice [x] a [y] to znamena, Ze (z, 2), (y, z) € R. Jelikoz R je symetrickd a
(y,2) € R, plati (z,y) € R. Jelikoz (z, z), (z,y) € R a R je tranzitivni, plati
(x,y) € R. Proto také (y,z) € R (opét ze symetrie ). Nyni dokazeme,
e [y)] = [1]

* ,[z] C [yl:" Necht v € [z]. Pak (x,v) € R podle definice [z]. Déle (y,z) €
R (viz vy8e), tedy (y,v) € R nebot R je tranzitivni. To podle definice [y]
znamena, Zze v € [y].

* [yl C [x]:" Necht v € [y]. Pak (y,v) € R podle definice [y]. Dale (z,y) €
R (viz vy3e), tedy (z,v) € R nebot R je tranzitivni. To podle definice [z]
znamend, Ze v € [z].
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e Pro kazdé [z] € M/R plati [z] # (0, nebot x € [z].

e Necht [z], [y] € M/R. Ukazeme, ze pokud [z] N [y] # 0, pak [z] = [y].
Jestlize [x] N [y] # 0, existuje z € M takové, Ze z € [x] a z € [y]. Podle
definice [x] a [y] to znamena, Ze (z, 2), (y, z) € R. Jelikoz R je symetrickd a
(y,2) € R, plati (z,y) € R. Jelikoz (z, z), (z,y) € R a R je tranzitivni, plati
(x,y) € R. Proto také (y,z) € R (opét ze symetrie ). Nyni dokazeme,
e [y)] = [1]

* ,[z] C [yl:" Necht v € [z]. Pak (x,v) € R podle definice [z]. Déle (y,z) €
R (viz vy8e), tedy (y,v) € R nebot R je tranzitivni. To podle definice [y]
znamena, Zze v € [y].

* [yl C [x]:" Necht v € [y]. Pak (y,v) € R podle definice [y]. Dale (z,y) €
R (viz vy3e), tedy (z,v) € R nebot R je tranzitivni. To podle definice [z]
znamend, Ze v € [z].

e Plati Ujjen/rlz] = M, nebot z € [z] pro kazdé z € M. O
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