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[1 ,Mutze (vsemohouci) Btih stvorit ka-

men, ktery sam nedokaze uzved-

nout?”
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[1 Neformalni logika studuje problematiku spravné argumentace

V prirozeném jazyce.

[1 Formalni logika definuje a studuje abstraktni odvozovaci pravidla (tj.
Jormy usudkil), jejichz platnost nezavisi na vyznamu pojmu, které
v nich vystupuiji.

(] Pod pojem matematicka logika jsou obvykle zahrnovany dvé ruzné
oblasti vyzkumu:

[ aplikace poznatku z oblasti formalni logiky na matematiku (napft.
snaha ,vnorit® matematiku do logiky ve formé konecného systému

axiomu a odvozovacich pravidel);

[ aplikace matematickych struktur a technik ve formalni logice (napr.
teorie modelu, teorie dukazu, apod.)
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[1 Povazovan za zakladatele (formalni)
logiky.

[] Zavedl a prozkoumal pojem sylo-

gismu.

[I Aristoteles zkoumal také pravdi-
vostni mody a polozil tak zaklady
modalni logiky.

Aristoteles (384-322 pr. Kr.)
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Necht' S a P jsou neprazdné vlast-
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0 I nékteras jsou P
[0 O néktera S nejsou P

[J Mnemonika:  Afflrmo—nEgO

(tvrdim—popiram)
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Q) ®
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[1 A a O jsou kontradiktoricka, tj. nemohou byt soucasné pravdiva ani
soucasné nepravdiva. [ a E jsou rovnéz kontradiktoricka.

[1 A a E jsou kontrarni, tj. mohou byt soucasné nepravdiva ale ne
soucCasné pravdiva.

[J Ta O jsou subkontrarni, tj. mohou byt soucasné pravdiva ale ne
soucasné nepravdiva.

[ I je subalterni (podrizené€) A, tj. I je pravdiveé jestlize A je pravdive, a
soucasné A je nepravdivé jestlize [ je nepravdivé. Podobné O je
subalterni E.
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[J Sylogismy jsou jednoduché usudky tvaru
Hlavni premisa

Vedlejsi premisa
. Zaver
[] Obé premisy i zaveér jsou kategoricka tvrzeni tvaru A, E, [, O obsahujici
dohromady praveé tri vlastnosti (oznac¢me je S, M, P), kde
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[ Lze tedy rozlisit nasledujici Ctyri_formy sylogismu:

I. MxP II:. PxM I: MxP IV: PxM
SyM SyM My S My S
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0 Celkem tedy existuje 4 - 4° = 256 sylogismi.
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[1 Jen 24 sylogismu je platnych:
[0 Forma I: AAA, All, EAE, EIO (Barbara, Darii, Celarent, Ferio), AAI,
EAO (subalterni mody);

[ Forma II: AEE, EAE, AOO, EIO (Camestres, Cesare, Baroco,
Festino), AEO, EAO (subalterni mody);

[ Forma III: AAI, All, EAO, EIO, OAO, IAI (Darapti, Datisi, Felapton,

Ferison, Bocardo, Disamis);

[ Forma IV: IAI, AAI, AEE, EAO, EIO (Dimatis, Bamalip, Calemes,

Fesapo, Fresio), AEO (subalterni mod).

[J O (ne)platnosti sylogismu se 1ze snadno presvedcit pomoci Vennovych
diagramil (John Venn, 1834-1923).
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(vsechna S jsou P)  (zadna S nejsouP)  (néktera S jsouP) (néktera S nejsou P)
[] Sedé oblasti jsou prazdné;
[l symbol ,e" oznacuje neprazdné oblasti;

[1 bilé oblasti mohou byt prazdné i neprazdneé.



ARISTOTELOVA LOGIKA. Platnost sylogismil (pokr.)



ARISTOTELOVA LOGIKA. Platnost sylogismzu (pokr.)

[1 Uvazme nyni napr. AEE sylogismus druhé formy (Camestres):

Vsechna P jsou M ‘
Zadna S nejsou M "‘

. Zadna S nejsou P v

Tento sylogismus je tedy platny.



ARISTOTELOVA LOGIKA. Platnost sylogismil (pokr.)

[1 Uvazme nyni napr. AEE sylogismus druhé formy (Camestres):

Vsechna P jsou M ‘

Zadna S nejsou M "‘

. Zadna S nejsou P v
Tento sylogismus je tedy platny.

[1 Pro AIO sylogismus druhé formy dostavame:

VsSechna P jsou M ‘ ‘
Néktera S jsou M o"

.. Néktera S nejsou P v

Druhy diagram podava protipriklad, sylogismus platny neni.
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[J Rozeberme jeste AAI sylogismus treti formy (Darapti):

Vsechna M jsou P ‘

Vsechna M jsou S ‘V‘

.. Néktera S jsou P v

Tento sylogismus je v Aristotelové logice povazovan za platny. Je vSak
treba pouzit predpoklad, ze kazda vlastnost je neprazdna. Tento
predpoklad ale prinasi jisté problémy:

Vsechny sklenené hory jsou sklenéné.
VSechny sklenéné hory jsou hory.

.. Nékteré hory jsou sklenéné.

Hlavni i vedlejsi premisa jsou na intuitivni tirovni pravdiva tvrzeni,
zaver vSak nikoliv.



BOOLEOVA ,,ALGEBRA LOGIKY. * (12)

. [ Aplikoval algebraické techniky pri

formalizaci procesu odvozovani.

Nalezl souvislost mezi algebrou a

sylogismy.

[] Booleova ,algebra logiky“ se chova
podobné jako algebra cisel. Na-
sobeni odpovida logické spojce
,a soucasné”, scitani logické spojce
~,nebo”, apod. (Odtud pochazeji po-
jmy ,logicky soucin® a ,logicky sou-
cet®.).

George Boole (1815-1864)
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ALGEBRA LOGIKY. Motivaéni priklad.

Uvazme nasledujici sylogismus:
Vsechna S jsou M
Zadna M nejsou P
. Zadna S nejsou P
Pokud vlastnosti identifikujeme se soubory objektt1 univerza, pro které

plati, muzeme uvedeny sylogismus prepsat na

S € M SAM = 0 (1)
SNP = 0 S SNP = 0 (3)

Pokusme se nyni ,odvodit” (3) z (1) a (2):
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[0 Z toho,ze SN M’ =0a XNO0 =0 pro libovolné X dostavame
(SNM')NP=0 (4)

[J Podobne z (2) plyne (M N P)NS =0 (5).

[ Ze (4), (5) a faktu, ze 0 U0 = 0, plyne
(SAM')NP)U((MNP)NS)=0 (6)

[J Uzitim asociativity a komutativity U a N dostavame z (6)
(SAP) NM) U ((SNP)NM) =0 (7)

[J Nyni podle distributivniho zakona lze (7) prepsat na
(SNP)Nn(MUM)=0 (8

O Jdelikoz XU X' =1 a XN 1 =X pro libovolné X, dostavame z (8) konecné
SNP=0
coz bylo dokazat.
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V predchozim prikladu jsme k dokazani sylogismu pouzili symbolickou
manipulaci se symboly S, M a P podle nasledujicich algebraickych identit

(tj. nezabyvali jsme se tim, jaky maji symboly U, N, 0, 1, a’ vgyznam).

XUuX = X XuX = 1
XNX = X XnXx =0
XUY = YUuUX X" = X
XNY = YNX Xul = 1
XuUu((Yyuz) = (XuY)uz XNl = X
XN(Ynz) = (XnY)nz XUo = X
XN (XUuyYy) = X XN0 = 0
XuXny) = X (XUY) = X'nNnY
XN(Yyuz) = (XNY)U((XnZ) (XNY) = X UuUY
( )

= (XUuyY)n(XucZz

——
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[ Tyto identity definuji algebraickou strukturu, které se pozdéji zacalo
rikat Booleva algebra (pripadné Booletlv svaz).
[1 V puvodni Booleove notaci se
[J misto X NY pise X.Y (pripadné jen XY);
] misto XU Y pise X + Y;
[J misto X’ pise 1 — X.
V této notaci pak identity dostavaji ,,Ciselnou podobu® a Boole sam se

pokousel preveést dalsi ,Ciselné konstrukce® (napr. déleni, ale i Tayloruv

rozvoj) do své ,algebry logiky“. Tyto tivahy vsak jiz byly zcela mylné.
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0, 1, U, N, " a symbolu v zavorkach.
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[] Podle Boolea je kazdy sylogismus mozné zapsat ve tvaru

F(PLM) = 0
F2(SSM) = 0
F(S,P) = 0

kde F;(P,M), F2(S, M), F(S,P) jsou vhodné vyrazy vytvorené ze symbolu
0, 1, U, N, " a symbolu v zavorkach.

v e Vv

F1(A1)°°'>Am>B1a"'>Bn) = 0
Fk(A1)"')Am>B1>"'>Bn) = 0
F(Bi,... Bn) = 0

[1 Cilem jeho snah bylo vyvinout metodu, ktera umozni
1. zjistit, zda je dany usudek pravdivy;

2. nalézt nejobecnéjsi zaveér (F) pro dané predpoklady (F,. .. ,Fy).
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ALGEBRA LOGIKY. Booleova metoda.

Definice 1. Necht A — Ar,..., A A-konstituent je vgraz tvaru {7 N

kde {; je bud A; nebo A’.

Véta 2. Pro kazdy vgraz F(Xq,---,X,,) plati
X, Xn) = | FONLE) NN ()
ve{0,1}n

kde {; (V) je bud X; nebo X! podle toho, zda je V; rovno 1 nebo 0.

Priklad 3. Necht'F(A,B) = (A UB’')n (A’ UB). Pak

F(A,B) = (F(0,00nA’'NnB") U (F(0,1)NnA"NB)
J(F(1,0)nANB) U (F(1,1)NANB)

..ﬂgn,

= (INA'NB) U (0NA'NB) U (0NANB’) U (TNANB)

= (A’'NnB’) U (ANB)
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ALGEBRA LOGIKY. Reseni 1. problému.

Véta 4. Usudek

F1(A1>--->A—m>B1>--->Bn) = 0
Fe(Ar.... A B1....Bn) = 0
F(By,....By) = 0

je platny prave kdyz kazdy A, B-konstituent vyrazu F je A, B-konstituentem
nekterého F;.



ALGEBRA LOGIKY. Reseni 1. problému.

Véta 4. Usudek

F1(A1>--->A—m>B1>--->Bn) = 0
Fe(Ar.... Am.Bi.... By) = 0
) F(B],.. Bn) = 0

je platny prave kdyz kazdy A, B-konstituent vyrazu F je A, B-konstituentem
nekterého F;.

Priklad 5. Uvazme opét sylogismus

SNM = 0
MNP = 0
SNP = 0

Palk A =M aB =S, P. Uvazme A, g—konstituenty Jjednotlivych vgrazit:

SNM : M'NnSNP, M NSNP
MNP : MNSNP, MNS' NP
SNP : MnSNnP, M'NnSNP
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ALGEBRA LOGIKY. Reseni 2. problému.

Necht’ A — Ar,...,Am, B = B1,...,Bs. Uvazme predpoklady tvaru

Fi1(A,B) =0,---,F(A,B) =0

0. Oznacme

Cilem je nalézt nejobecné€jsi zaveér tvaru F(B)

Véta 6. Nejobecngjsi zaver F(B) = 0, ktery plyne z E(A, B) = 0, je tvaru

Priklad 7. Nejobecnéjsi zaver F(S, P) plynouci z predpokladit S "M’ =0 a
M NP =0 je tvaru
F(S,P) = (SNO)U(ONP)N{(SNTHIU(1NP))
= SNP
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V¥STAVBA FORMALNiCH LOGICKYCH SYSTEMU. (21)

[] Potrebujeme znat jisté pojmy a umét myslet (metatiroven).

[J Musi byt napr. jasné, co myslime symbolem, konecnou
posloupnosti, atd.

[1 Metapojmy a formalni pojmy se bohuzel casto ,znaci“ stejne. Tim
vznika (nespravny) dojem, ze formalni pojmy jsou definovany
pomoci ,sebe sama”“ (typickym prikladem je ditkaz nebo mnozina).

[ Co vsSechno si Ize na metatrovni dovolit? (potencialni vs. alktualni
nekonecno).
[] Zakladni kroky:
[J Vymezeni uzivanych symbolu (abeceda).
[J Syntaxe formuli.
[J Sémantika (zde se objevi pojem pravdivost).

[1 Odvozovaci systém (zde se objevi pojem dokazatelnost).
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VYROKOVA LOGIKA. Syntaxe. (22)

Definice 8. Abecedu vyrokové logiky tvori nasledujici symboly:
[1 znaky pro vygrokové promenné A, B, C, ..., kterych je spocetné mnoho;
[ logické spojky /\, \V, —, —
0 zavorky ( a )

Definice 9. Formule vyrokové logiky je slovo ¢ nad abecedou vyrokové
logiky, pro které existuje vytvorujici posloupnost, tj. konec¢na posloupnost
slovq, - Uy, kdek > 1, by je o, a pro kazdé 1 < i < k ma slovo \; jeden
z nasledujicich tvarti:

[1 vygrokova proménna,
] —); pronéjaké 1 <j <1,
O (Pj o) pronégjakal <j,j’ <1i, kde o je jeden ze symbolit \, V, —.

Poznamka 10. Notace: vnéjsi zavorky budeme zpravidla vynechavat. Napr.
misto (A V —B) budeme psat AV —B.
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Definice 11. Pravdivostni ohodnoceni (valuace) je zobrazeniv, které kazdé
vyrokové promenné priradi hodnotu 0 nebo 1.



VYROKOVA LOGIKA. Sémantika. @

Definice 11. Pravdivostni ohodnoceni (valuace) je zobrazeniv, které kazdé
vyrokové promenné priradi hodnotu 0 nebo 1.

Metamatematickou indukci k délce vytvorujici posloupnosti lze kazdou
valuaci v jednoznacné rozsirit na vsechny vyrokové formule:

[ v(A) je jiz definovano;

0 jestlize v(y) = 1;

H ) _{ 1 jinak.

O v((pg Ay)) =< 0 J:?Stlize v({1) =0 nebo v(,) =0
| 1 jinak.
O v((v Vo)) = <( 0 J:?Stlize v({1) = 0 a soucasné v(\p,) = 0;
1 jinak.

0 jestlize v(ip1) =1 a soucasne v(ihy) = 0;

O vi(br — 2)) :{ I inak
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VYROKOVA LOGIKA. Sémantika (pokr.)

Definice 12. Vyrokova formule ¢ je
[ pravdiva (resp. nepravdiva) pri valuaci v, pokud v(@) =1 (resp. v(¢) = 0);
[ splnitelna, jestlize existuje valuace v takova, ze v(p) = 1;
[ tautologie (také (logicky) pravdiva), jestlize v(¢) = 1 pro kazdou valuaci v.

Soubor T vyrokovych formuli je splnitelny, jestlize existuje valuace v takova,
zev(p)=1prokazdé ¢ zT.
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Definice 12. Vyrokova formule ¢ je
[ pravdiva (resp. nepravdiva) pri valuaci v, pokud v(@) =1 (resp. v(¢) = 0);
[ splnitelna, jestlize existuje valuace v takova, ze v(p) = 1;
[ tautologie (také (logicky) pravdiva), jestlize v(¢) = 1 pro kazdou valuaci v.

Soubor T vyrokovych formuli je splnitelny, jestlize existuje valuace v takova,
zev(p)=1prokazdé ¢ zT.

Definice 13. Formule ¢ a1\ _jsou ekvivalentni, psano ¢ ~ 1, pravé kdyz pro
kazdou valuaciv plati, ze v(@) = v(1).

Priklad 14. Necht ¢, 1, & jsou vgrokové formule. Pak:

PN =~ bA@

eNAWMWAE) = (@AYP)AE
eNANWWVE = (@AY)V (@A)
(e AYP) = -V
e~



antika (pokr.)
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Poznamka 15. ,Identity“ z prikladu 14 umoznuji dale zprehlednit zapis
SJormuli. Napr. misto (A V B)V C muzeme (nejednoznacne) psat AV BV C.
Tato nejednoznacnost nevede k problémuim, nebot prislusné definice a
turzeni ,. funguji“ pro libovolné mozné uzavorkovani.
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Poznamka 15. ,Identity“ z prikladu 14 umoznuji dale zprehlednit zapis
SJormuli. Napr. misto (A V B)V C muzeme (nejednoznacne) psat AV BV C.
Tato nejednoznacnost nevede k problémuim, nebot prislusné definice a
turzeni ,. funguji“ pro libovolné mozné uzavorkovani.

Poznamka 16. V teorii vypocetni slozitosti se dokazuje, Ze problém zda
dana vygrokova formule ¢ je splnitelna (resp. tautologie) je NP-tiplny (resp.
co-NP-uplny). Otazka, zda existuje efektivni (polynomialni) algoritmus pro

uvedené problémy, je ekvivalentni otazce zda P = NP.

Definice 17. Formule ¢ je tautologickym diisledkem souboru formuli T,
psano T = o, jestlize v(¢) = 1 pro kazdou valuaci v takovou, Zze v(\) = 1 pro
kazdou formuli\ ze souboru 1. Jestlize T = ¢ pro prazdny soubor T, piSeme
kratce = .
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VYROKOVA LOGIKA. Pravdivostni tabulky.

Nékdy se sémantika vyrokovych spojek definuje ,,predem”“ pomoci

pravdivostnich tabulek:

X

Y

XVY

o | o | X

X—=Y

A\
0
0
0

o | © | X

1

o | © | X




VYROKOVA LOGIKA. Pravdivostni tabulky.

Nékdy se sémantika vyrokovych spojek definuje ,,predem”“ pomoci

pravdivostnich tabulek:

X

Y

XVY

X
0
0

1

0

X—=Y

1

0

A\
0
0
0

X
0
0

|

1

1

1

1

1

1

0

1

X
0
0

1

1

Pojmy ,pravdivostni tabulka® a ,vyrokova spojka“ je mozné dale zobecnit a

1

|

1

1

0

0

1

1

1

uvazit formalni logické systémy budované na obecnéjsim zakladu:

Definice 18. Viyrokova funkce je funkce F:{0,1}™ — {0,1}, kden > 1.




malni systéem L(F,,--- F.). @



VYROKOVA LOGIKA. Formalni system L(F,,--- Fy). @

Necht' Fq, - - - F¢ je konecny soubor vyrokovych funkci. Definujeme formalni
logicky systém L(Fq,---,Fy), kde



VYROKOVA LOGIKA. Formalni system L(F,,--- Fy). @

Necht' Fq, - - - F¢ je konecny soubor vyrokovych funkci. Definujeme formalni
logicky systém L(Fq,---,Fy), kde

[J Abeceda je tvorena znaky pro vyrokové proménné, zavorkami a znaky
Fi1,--+, Fr pro uvedené vyrokoveé funkce.



VYROKOVA LOGIKA. Formalni system L(F,,--- Fy). @

Necht' Fq, - - - F¢ je konecny soubor vyrokovych funkci. Definujeme formalni
logicky systém L(Fq,---,Fy), kde

[J Abeceda je tvorena znaky pro vyrokové proménné, zavorkami a znaky
Fi1,--+, Fr pro uvedené vyrokoveé funkce.

[ V definici vytvorujici posloupnosti formule (viz definice 48) pozadujeme,
aby 1; bylo bud vyrokovou proménnou nebo tvaru F;(1;,, -, ;. ), kde
I <j1,---,jn <1lanjearita ;.



VYROKOVA LOGIKA. Formalni system L(F,,--- Fy). @

Necht' Fq, - - - F¢ je konecny soubor vyrokovych funkci. Definujeme formalni
logicky systém L(Fq,---,Fy), kde

[J Abeceda je tvorena znaky pro vyrokové proménné, zavorkami a znaky
Fi1,--+, Fr pro uvedené vyrokoveé funkce.

[ V definici vytvorujici posloupnosti formule (viz definice 48) pozadujeme,
aby 1; bylo bud vyrokovou proménnou nebo tvaru F;(1;,, -, ;. ), kde
I <j1,---,jn <1lanjearita ;.

[1 Valuace rozsirime z vyrokovych proménnych na formule predpisem

VIFbr, -, dn)) = Fv(br), - -+, v(bn]))



VYROKOVA LOGIKA. Formalni system L(F,,--- Fy). @

Necht' Fq, - - - F¢ je konecny soubor vyrokovych funkci. Definujeme formalni
logicky systém L(Fq,---,Fy), kde

[J Abeceda je tvorena znaky pro vyrokové proménné, zavorkami a znaky
Fi1,--+, Fr pro uvedené vyrokoveé funkce.

[ V definici vytvorujici posloupnosti formule (viz definice 48) pozadujeme,
aby 1; bylo bud vyrokovou proménnou nebo tvaru F;(1;,, -, ;. ), kde
I <j1,---,jn <1lanjearita ;.

[1 Valuace rozsirime z vyrokovych proménnych na formule predpisem

VIFbr, -, dn)) = Fv(br), - -+, v(bn]))

V tomto smyslu je pak dosud uvazovany systém vyrokoveé logiky systémem
LN, V,—,—). Diive zavedené sémantické pojmy (splnitelnost, pravdivost,

atd.) se opiraji pouze o pojem valuace a .funguji“ tedy v libovolném
systému L(Fq, - -, Fy).
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VYROKOVA LOGIKA. Formalni system L(F,,--- Fy).

Pro ucely nasledujici definice zvolme libovolné (ale dale pevné) linearni

usporadani C na souboru vsech vyrokovych proménnych.



VYROKOVA LOGIKA. Formalni system L(F,,--- Fy).

Pro ucely nasledujici definice zvolme libovolné (ale dale pevné) linearni

usporadani C na souboru vsech vyrokovych proménnych.

Definice 19. Necht ¢ je formule L(Fy, -, F.) anecht' X;,---, X, je vzestupné
usporadana posloupnost (vzhledem k ) vSech vygrokovych proménnych,
které se ve ¢ vyskytuji. Formule ¢ jednoznacné urcuje vyrokovou funkci

Fo 110, 1} — {0, 1} danou predpisem F, (1) = v(F), kde v je valuace
definovana takto: v(X;) = u(i) pro kazdé 1 <i<n, v(Y) =0 pro ostatni Y.



VYROKOVA LOGIKA. Formalni system L(F,,--- Fy).

Pro ucely nasledujici definice zvolme libovolné (ale dale pevné) linearni

usporadani C na souboru vsech vyrokovych proménnych.

Definice 19. Necht ¢ je formule L(Fy, -, F.) anecht' X;,---, X, je vzestupné
usporadana posloupnost (vzhledem k ) vSech vygrokovych proménnych,
které se ve ¢ vyskytuji. Formule ¢ jednoznacné urcuje vyrokovou funkci

Fo 110, 1} — {0, 1} danou predpisem F, (1) = v(F), kde v je valuace
definovana takto: v(X;) = u(i) pro kazdé 1 <i<n, v(Y) =0 pro ostatni Y.

Definice 20. Systém L(F, -, F¢) je plnohodnotny, jestlize pro kazdou
vyrokovou funkci F existuje formule ¢ systému L(Fq,- - F) takova, ze
F=F,.



Inohodnotnost systémaii.



VYROKOVA LOGIKA. Plnohodnotnost systéemuii.

Véta 21. Systéem L = (/\,V,—) je plnohodnotnyi].



VYROKOVA LOGIKA. Plnohodnotnost systéemuii.

Véta 21. Systéem L = (/\,V,—) je plnohodnotnyi].

Dtikaz. Necht' F:{0,1}™ — {0, 1} je vyrokova funkce a necht' i, - - -, 1y jsou
vSechny vektory z {0, 1}™, pro které nabyva F hodnoty 1. Pokud zadny
takovy vektor neni (tj. k = 0), klademe ¢ = X7 A —=X; A Xy, A--- A X, Jinak

K
=\ tu) A Al(w)

1=1

kde {;(u) je bud X; nebo —X; podle toho, zda u;(j) = 1 nebo u;(j) = 0. Nyni
se lehce ovéri, ze F = F,. ]



VYROKOVA LOGIKA. Plnohodnotnost systéemii (pokr.)



VYROKOVA LOGIKA. Plnohodnotnost systéemii (pokr.)

Uvazme nasledujici vyrokové funkce:

X|Y|XAY X|Y|X|Y X|Y|Z]|oXY,2)
olo| 1 0olo0]| 1 0|0 1
o1 o 01| 1 001 0
110] o 110 1 o110 ]
111] o 111] o 011 0
11010 1
1101 0
11110 0
111 0

[J Funkce A se nazyva Schrddertiw operator. Plati ¢ AV ~ —@ A ).

[J Funkce | se nazyva Sheffertiv operator. Plati ¢ |V ~ —(¢p A).



VYROKOVA LOGIKA. Plnohodnotnost systémii (pokr.) @



VYROKOVA LOGIKA. Plnohodnotnost systémii (pokr.) @

Nasledujici systémy vyrokové logiky jsou plnohodnotné:

O L(N,V,—) Véta 21.



VYROKOVA LOGIKA. Plnohodnotnost systémii (pokr.) @

Nasledujici systémy vyrokové logiky jsou plnohodnotné:
O L(N,V,—) Véta 21.

O LA =) eV = ~(me A7)



VYROKOVA LOGIKA. Plnohodnotnost systémii (pokr.) @

Nasledujici systémy vyrokové logiky jsou plnohodnotné:
O L(A,V,—) Veta 21.
0 LA, 7) eV =~ =(mp A7)

0 L(V,—) eNY =~ =(meV )



VYROKOVA LOGIKA. Plnohodnotnost systémii (pokr.) @

Nasledujici systémy vyrokové logiky jsou plnohodnotné:
O L(A,V,—) Veta 21.

O LA 7) eV ~ ~(mpA)

0 L(V,—) eNY =~ =(meV )

0 L(—,7) eV =~ —p =1



VYROKOVA LOGIKA. Plnohodnotnost systémii (pokr.) @

Nasledujici systémy vyrokové logiky jsou plnohodnotné:

O L(A,V,—) Veta 21.

O LA 7) eV ~ ~(mpA)

0 L(V,—) PNy = —(—eV )

0 L(—,—) eV = @ =1

O L(A) e~ Lo, oV = (@A) A(@ A @)



VYROKOVA LOGIKA. Plnohodnotnost systémii (pokr.) @

Nasledujici systémy vyrokové logiky jsou plnohodnotné:

O LAV, ) Véta 21.

O LA 7) eV ~ ~(mpA)

0 L(V,—) eNY =~ =(meV )

0 L(—,—) oV = —~p -

O L(A) "o R Ao, VY = (9 Ah@) Ao Ao)
O L(]) o = @le, oAV = (¢ [)](e|Y)



VYROKOVA LOGIKA. Plnohodnotnost systémii (pokr.) @

Nasledujici systémy vyrokové logiky jsou plnohodnotné:

O LAV, ) Véta 21.

O LA 7) eV ~ ~(mpA)

0 L(V,—) eNY =~ =(meV )

0 L(—,—) oV = —~p -

O L(A) "o R Ao, VY = (9 Ah@) Ao Ao)
O L(]) o = @le, oAV = (¢ [)](e|Y)

0 L(©) o = O(e,0,0),

=P = O, e )0, o, e, ¢)))



VYROKOVA LOGIKA. Plnohodnotnost systémii (pokr.) @

Nasledujici systémy vyrokové logiky jsou plnohodnotné:

O LAV, ) Véta 21.

O LA 7) eV ~ ~(mpA)

0 L(V,—) eNY =~ =(meV )

0 L(—,—) oV = —~p -

O L(A) "o R Ao, VY = (9 Ah@) Ao Ao)
O L(]) o = @le, oAV = (¢ [)](e|Y)

0 L(©) o = O(e,0,0),

=P = O, e )0, o, e, ¢)))

Nasledujici systémy plnohodnotné nejsou:

O L(N), L(V), L(—), L(—), atd.
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VYROKOVA LOGIKA. Shefferovské spojky. @

Definice 22. Vyrokova funkce F je Shefferovska jestlize L(F) je
plnohodnotny systém.



VYROKOVA LOGIKA. Shefferovské spojky. @

Definice 22. Vyrokova funkce F je Shefferovska jestlize L(F) je
plnohodnotny systém.

Véta 23. Necht’'S(n) znaci pocet vSech Shefferovskych funkci arity n > 1.
Pak S(n) = 22" "= 2" =1 _7q),



VYROKOVA LOGIKA. Shefferovské spojky. @

Definice 22. Vyrokova funkce F je Shefferovska jestlize L(F) je
plnohodnotny systém.

Véta 23. Necht’'S(n) znaci pocet vSech Shefferovskych funkci arity n > 1.
Pak S(n) = 22" "= 2" =1 _7q),

Pron=1,2,3,4,5,... dostavame postupneé 0, 2,56, 16256, 1073709056, . . .



VYROKOVA LOGIKA. Shefferovské spojky. @

Definice 22. Vyrokova funkce F je Shefferovska jestlize L(F) je
plnohodnotny systém.

Véta 23. Necht’'S(n) znaci pocet vSech Shefferovskych funkci arity n > 1.
Pak S(n) = 22" "= 2" =1 _7q),

Pron=1,2,3,4,5,... dostavame postupneé 0, 2,56, 16256, 1073709056, . . .

Dusledek 24. Jelikoz lim,, . % = 1/4, je (pro velka n) zhruba cturtina ze

vSech vygrokovych funkci arity n Shefferovska.



VYROKOVA LOGIKA. Shefferovské spojky. @

Definice 22. Vyrokova funkce F je Shefferovska jestlize L(F) je
plnohodnotny systém.

Véta 23. Necht’'S(n) znaci pocet vSech Shefferovskych funkci arity n > 1.
Pak S(n) = 22" "= 2" =1 _7q),

Pron=1,2,3,4,5,... dostavame postupneé 0, 2,56, 16256, 1073709056, . . .

Dusledek 24. Jelikoz lim,, . % = 1/4, je (pro velka n) zhruba cturtina ze

vSech vygrokovych funkci arity n Shefferovska.

Poznamka 25. Vysledky o Shefferovskych funkcich nalézaji uplatneni pri
vyrobé logickych obvodil; na ,,podkladové desce” se napr. vytvori husta sit’

binarnich |-hradel. Obvody ruzné funkce se pak realizuji jejich vhodngm
propojenim.
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VYROKOVA LOGIKA. Normdlni formy.

Definice 26.

[]

[]

Literal je formule tvaru X nebo —X, kde X je vgrokova promenna;
Klauzule je formule tvarul; V ---V {,,, kden > 1 a kazdé {; je literal.

Dualni klauzule je formule tvaru{y /N --- AL, kden > 1 a kazdé {; je
literal.

Formule v konjunktivnim normalnim tvaru (CNF) je formule tvaru
CiN---ACy, kdem > 1 a kazdé C; je klauzule.

Formule v disjunktivnim normalnim tvaru je formule tvaru C; V - - -V C,,,
kde m > 1 a kazdé C; je dualni klauzule.



VYROKOVA LOGIKA. Normdlni formy. (33)

Definice 26.

[1 Literal je formule tvaru X nebo —X, kde X je vgrokova promenna;
[ Klauzule je formule tvarul, V ---V {,,, kden > 1 a kazdé {; je literal.

I Dualni klauzule je formule tvaru{; /\--- Al,, kden > 1 a kazdé {; je
literal.

[1 Formule v konjunlktivnim normalnim tvaru (CNF) je formule tvaru
CiN---ACy, kdem > 1 a kazdé C; je klauzule.

[1 Formule v disjunktivnim normalnim tvaru je formule tvaru C; V -- -V C,y,
kde m > 1 a kazdé C; je dualni klauzule.

Okamzitym dusledkem véty 21 je nasledujici:

Véta 27. Pro kazdou formuli ¢ existuje ekvivalentni_formule v disjunktivnim
normalnim tvaru.
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VYROKOVA LOGIKA. Normalni formy (pokr.)

Véta 28. Pro kazdou formuli ¢ existuje ekvivalentni formule

v konjunktivnim normalnim tvaru.



VYROKOVA LOGIKA. Normalni formy (pokr.)

Véta 28. Pro kazdou formuli ¢ existuje ekvivalentni formule

v konjunktivnim normalnim tvaru.

Dtikaz. Podle Vety 27 existuje k ¢ ekvivalentni formule v disjunktivnim
normalnim tvaru, tj. ¢ ~\/;"_; D, kde n > 1 a kazdé D; je dualni klauzule.

Metaindukci vzhledem k n:
0 n=1.Pak \/_,; D; je soucasné v CNF.

[0 Indukcni krok: Necht' D, ={£; /A --- A ly. Plati
n—+1 n—+1

m m
VDi ~ DiVv\/Di = Di7VACG ~ ADVG =
i=1 i=1

1=2 1= i=1 1

(& V Cy)

=3
>

—
N o
e



VYROKOVA LOGIKA. Normalni formy (pokr.)

Véta 28. Pro kazdou formuli ¢ existuje ekvivalentni formule

v konjunktivnim normalnim tvaru.

Dtikaz. Podle Vety 27 existuje k ¢ ekvivalentni formule v disjunktivnim
normalnim tvaru, tj. ¢ ~\/;"_; D, kde n > 1 a kazdé D; je dualni klauzule.

Metaindukci vzhledem k n:
0 n=1.Pak \/_,; D; je soucasné v CNF.

[0 Indukcni krok: Necht' D, ={£; /A --- A ly. Plati
n—+1 n—+1

\/ Di ~ D1V \/D; = D1\/7\Ci ~ }1\131\/(:i ~ K
i=1 i=1 i j

1=2 1= i=1 i=1

(& V Cy)

k
=1

]

Priklad 29. Formuli (A — B) A (B — C) /A (C — A) lze v CNF reprezentovat
jako (FAVB)A(—BVC)A(—-CV A) nebo (—AVC)A(—-CVB)A(—-BV A). CNF

tedy neni urcena jednoznacné az na poradi klauzuli a literaltl.
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VYROKOVA LOGIKA. Véta o kkcompaktnosti. @

Véta 30 (o kompaktnosti). Necht' T je soubor formuli vyrokové logiky. T je
splnitelny pravé kdyz kazda konecna c¢ast T je splnitelna.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o kkcompaktnosti. @

Véta 30 (o kompaktnosti). Necht' T je soubor formuli vyrokové logiky. T je
splnitelny pravé kdyz kazda konecna c¢ast T je splnitelna.

Dtikaz. Smeér =" je trivialni.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o kkcompaktnosti. @

Véta 30 (o kompaktnosti). Necht' T je soubor formuli vyrokové logiky. T je
splnitelny pravé kdyz kazda konecna c¢ast T je splnitelna.

Dtikaz. Smeér ,=" je trivialni. Dokazeme ,&". Zavedeme pomocny pojem:
soubor V vyrokovych formuli je dobry, jestlize kazdy konecny podsoubor V
je splnitelny.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o kkcompaktnosti. @

Véta 30 (o kompaktnosti). Necht' T je soubor formuli vyrokové logiky. T je
splnitelny pravé kdyz kazda konecna c¢ast T je splnitelna.

Dtikaz. Smeér ,=" je trivialni. Dokazeme ,&". Zavedeme pomocny pojem:
soubor V vyrokovych formuli je dobry, jestlize kazdy kone¢ny podsoubor V
je splnitelny. Necht' 11,1, ... je posloupnost vsech formuli vyrokoveé logiky.
Metamatematickou indukci definujeme pro kazdé 1 > 1 dobry soubor S;:

[J Sy =T. Soubor S; je dobry nebot’ T je dobry.

0 s SiU{pi}  jestlize S; U{;i} je dobry;
it1 =
Si U{—pi} jinak.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o kkcompaktnosti. @

Véta 30 (o kompaktnosti). Necht' T je soubor formuli vyrokové logiky. T je

splnitelny pravé kdyz kazda konecna c¢ast T je splnitelna.

Dtikaz. Smeér =" je trivialni. Dokazeme ,&". Zavedeme pomocny pojem:

soubor V vyrokovych formuli je dobry, jestlize kazdy kone¢ny podsoubor V
je splnitelny. Necht' 11,1, ... je posloupnost vsech formuli vyrokoveé logiky.

Metamatematickou indukci definujeme pro kazdé 1 > 1 dobry soubor S;:

[J Sy =T. Soubor S; je dobry nebot’ T je dobry.

Si U{—pi} jinak.
Alespon jeden ze souboru S; U {1;} a S; U{—];} musi byt dobry; jinak
existuji konecné V; C S; U{lija Vo C S; U{—i}, které nejsou splnitelneé.
Jestlize V; C §; nebo V, C S;, mame ihned spor s tim, ze S; je dobry;
jinak V; UV, obsahuje 1 i —b, protoi (V; U Vy) ~ {1y, i} C S; je

nesplnitelny, spor.)

Siu{yi}  jestlize S; U{Yi} je dobry;
U Siq1 =



VYROKOVA LOGIKA. Véta o kkcompaktnosti.

Necht' S = [ J;”; Si. Dokazeme, ze S ma nasledujici vlastnosti:

[1 S obsahuje ¢ prave kdyz S neobsahuje — .

S nutné obsahuje ¢ nebo —@. Jestlize S obsahuje ¢ i —¢, existuje S;

obsahujici ¢ i ~@; tedy {@, ~¢} je nesplnitelny podsoubor S;, spor.
[1 S obsahuje ¢ /\1 pravé kdyz S obsahuje ¢ i;
[1 S obsahuje ¢ V1 prave kdyz S obsahuje ¢ nebo);

[1 S obsahuje ¢ — 1\ pravé kdyz S neobsahuje ¢ nebo obsahuje 1.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o kkcompaktnosti.

Necht' S = [ J;”; Si. Dokazeme, ze S ma nasledujici vlastnosti:

[1 S obsahuje ¢ prave kdyz S neobsahuje — .

S nutné obsahuje ¢ nebo —@. Jestlize S obsahuje ¢ i —¢, existuje S;

obsahujici ¢ i ~@; tedy {@, ~¢} je nesplnitelny podsoubor S;, spor.
[1 S obsahuje ¢ /\1 pravé kdyz S obsahuje ¢ i;
[1 S obsahuje ¢ V1 prave kdyz S obsahuje ¢ nebo);
[1 S obsahuje ¢ — 1\ pravé kdyz S neobsahuje ¢ nebo obsahuje 1.

Bud v valuace definovana takto: v(A) = 1 pravé kdyz A patfi do S. Indukci
k délce vytvorujici posloupnosti se nyni snadno oveéri (s vyuzitim vyse

uvedenych vlastnosti S), ze:
[1 S obsahuje ¢ prave kdyzv(e) =1.

Tedy S (a proto i T) je splnitelny. ]



VYROKOVA LOGIKA. Véta o kkompaktnosti (pouziti). @

Uzitim vety 30 1ze snadno dokazat radu dalSich tvrzeni.

[ Graf G je dvojice (U, H), kde U je nejvyse spocetny soubor uzlit a H je
areflexivni a symetricka relace na L.

[1 Podgraf grafu G je graf ¢’ = (U’ H’), kde W' C U a H C H.

[0 Graf G = (U, H) je k-obarvitelny jestlize existuje funkce f: U — {1, k]
takova, ze f(u) # f(v) pro kazdé (u,v) € H.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o kkompaktnosti (pouziti).



VYROKOVA LOGIKA. Véta o kkompaktnosti (pouziti).

Véta 31. Graf G = (U, H) je k-obarvitelny prave kdyz kazdy konecny
podgraf G je k-obarvitelni.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o kkompaktnosti (pouziti).

Véta 31. Graf G = (U, H) je k-obarvitelny prave kdyz kazdy konecny
podgraf G je k-obarvitelni.

Dtikaz. Necht’ B, ; je vyrokova proménna pro kazdy uzel u a kazdé
1 <1i<k.Bud T soubor tvoreny nasledujicimi formulemi:

[0 By V-V By« pro kazdy uzel u;

[l Byi — By pro kazdy uzel u a kazdé 1 <1i,j <k, kde 1 # j;

0 Bui— "By iprokazdé (u,v)eHal <1i<k.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o kkompaktnosti (pouziti).

Véta 31. Graf G = (U, H) je k-obarvitelny prave kdyz kazdy konecny
podgraf G je k-obarvitelni.

Dtikaz. Necht’ B, ; je vyrokova proménna pro kazdy uzel u a kazdé
1 <1i<k.Bud T soubor tvoreny nasledujicimi formulemi:

[0 By V-V By« pro kazdy uzel u;

[0 Byi — By ; pro kazdy uzel u a kazdé 1 <1i,j <k, kde i # j;

0 Bui— "By iprokazdé (u,v)eHal <1i<k.
Plati nasledujici pozorovani:

[1 Graf G je k-obarvitelny prave kdyz soubor T je splnitelny.

[J Kazdy konecny podgraf G je k-obarvitelny praveé kdyz kazdy konecny
podsoubor T je splnitelny.

Nyni staci aplikovat vetu 30.



VYROKOVA LOGIKA. Odvozovaci systém pro L(—, )

V této casti se soustredime na £(—, ). Uvazme nasledujici odvozovaci
systém pro L(—,—) (Lukasiewicz, 1928):

Schémata axiomu:
O AL ¢ = (Y — o)
0 A2: (¢ = (b —=¢&)) = (¢ —=1P) = (¢ — &)
0 A3: (e = ) = (b — @)

Odvozovaci pravidlo:

0 MP: Z ¢ a ¢ — 1 odvod {». (modus ponens)



VYROKOVA LOGIKA. Odvozovaci systém pro L(—, )

Definice 32. Bud T soubor formuli.



VYROKOVA LOGIKA. Odvozovaci systém pro L(—, )

Definice 32. Bud T soubor formuli.

[1 Dtikaz formule \ z predpokladii T je konecna posloupnost formuli

©1, -, 0k, kde @y jelb a pro kazdé ¢, kde 1 <1 <k, plati alesport jedna
z nasledujicich podminek:

[ @i je prvek T;
[ @i je instanci jednoho ze schémat A1-A3;

[ ¢ vznikne aplikaci pravidla MP na formule ¢, ¢,, pro vhodné
IT<mn<i.



VYROKOVA LOGIKA. Odvozovaci systém pro L(—, )

Definice 32. Bud T soubor formuli.

[1 Dtikaz formule \ z predpokladii T je konecna posloupnost formuli
©1, -, 0k, kde @y jelb a pro kazdé ¢, kde 1 <1 <k, plati alesport jedna
z nasledujicich podminek:
[ @i je prvek T;
[ @i je instanci jednoho ze schémat A1-A3;

[ ¢ vznikne aplikaci pravidla MP na formule ¢, ¢,, pro vhodné

I <m,n<i.

[1 Formule \ je dokazatelna z predpokladu T, psano T -1, jestlize existuje
ditkaz \ z predpokladil T. Jestlize T -1 pro prazdné T, rikame ze 1\ je
dokazatelna a piseme ).



dvozovaci systém pro L(—, )




VYROKOVA LOGIKA. Odvozovaci systém pro L(—, )

Priklad 33. Pro libovolnou formuli ¢ platit- ¢ — .



VYROKOVA LOGIKA. Odvozovaci systém pro L(—, )

Priklad 33. Pro libovolnou formuli ¢ platit- ¢ — .

Dtikaz. Nasledujici posloupnost formuli je dukazem ¢ — o.

(= ((p—=@)—=¢)) = (¢ = (9 —=0)) = (¢ — @) A2

)
2) o= (le—0)— o) Al
3) (0= (0—=9))—>(e— o) MP na 2), 1)
4) o= (o—9) Al
5 @ — @ MP na 4), 3)

[]



dvozovaci systém pro L(—, )




VYROKOVA LOGIKA. Odvozovaci systém pro L(—, )

Priklad 34. Pro libovolné formule o, 1 plati{p,—~¢@}F .



VYROKOVA LOGIKA. Odvozovaci systém pro L(—, )

Priklad 34. Pro libovolné formule o, 1 plati{p,—~¢@}F .

Dtikaz. Nasledujici posloupnost formuli je dukazem 1 z {@, —~@}:

1) —¢—=(—b—- o) Al

2) —o predpoklad
3) ¥ ——e MP na 2),1)
4 b —=—e)—=(e—=1P) A3

5) @ = MP na 3),4)
6) o predpoklad
7) P MP na 6),5)



o dedulkci.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o dedukci.

Véta 35 (o dedukci). Necht ¢, 1 jsou formule a T soubor formuli. Pak
TU{lF e prave kdyz T =1 — o.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o dedukci.

Véta 35 (o dedukci). Necht ¢, 1 jsou formule a T soubor formuli. Pak
TU{lF e prave kdyz T =1 — o.

Dtikaz.

,<=“ Necht' &, -, & je dukaz formule 1 — ¢ z predpokladu T. Pak

1,0, &k, U, @ je dukaz formule ¢ z predpokladu T U {1} (posledni formule
vznikne aplikaci MP na 1V a &y).



VYROKOVA LOGIKA. Véta o dedukci.

Véta 35 (o dedukci). Necht ¢, 1 jsou formule a T soubor formuli. Pak
TU{lF e prave kdyz T =1 — o.

Dtikaz.

,<=“ Necht' &, -, & je dukaz formule 1 — ¢ z predpokladu T. Pak
1,0, &k, U, @ je dukaz formule ¢ z predpokladu T U {1} (posledni formule
vznikne aplikaci MP na 1V a &y).

.= Necht' &;,---, & je dukaz ¢ z predpokladu T U {1b}. Metaindukci k j
dokazeme, ze T 1 — &; pro kazdée 1 <j < k.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o dedukci.

Véta 35 (o dedukci). Necht ¢, 1 jsou formule a T soubor formuli. Pak
TU{lF e prave kdyz T =1 — o.

Dtikaz.
,<=“ Necht' &, -, & je dukaz formule 1 — ¢ z predpokladu T. Pak
1,0, &k, U, @ je dukaz formule ¢ z predpokladu T U {1} (posledni formule

vznikne aplikaci MP na 1V a &y).

.= Necht' &;,---, & je dukaz ¢ z predpokladu T U {1b}. Metaindukci k j
dokazeme, ze T 1 — &; pro kazdée 1 <j < k.

0 j=1.de-li &¢; instance axiomu nebo formule z T, plati T F ¢;. K dakazu
&1 z T nyni pripojime formule &; — (b — &), b — &;. Prvni formule je
instanci Al, druha aplikaci MP na ¢&; a prvni formuli. Mame tedy dukaz
V- & zT.

Je-li &; formule 1, plati T -1 — 1 podle prikladu 33.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o dedukeci.

[ Indukcni kroke: Je-li formule &; instanci axiomu nebo prvek T U {1},
postupujeme stejné jako vyse (misto &; pouzijeme &;).



VYROKOVA LOGIKA. Véta o dedukci.

[ Indukcni kroke: Je-li formule &; instanci axiomu nebo prvek T U {1},
postupujeme stejné jako vyse (misto &; pouzijeme &;).
Je-li &; vysledkem aplikace MP na &, &, kde 1 <m n <j, je &, tvaru
Em — &i. Podle ILP.navicplati T = £, aT kY — (&1 — &). Dukazy
b —&nal — (& — &) z T nyni zretézime za sebe a pripojime
nasledujici formule:
O (b= (Em = &)) = (0= &m) = (b — &)
O (Wb —=&m) = (b — &)
O Y — &
Prvni formule je instanci A2, dalsi dvé vzniknou aplikaci MP. Mame
tedy dukaz formule \ — &; z T.



a o korektnosti.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o korektnosti.

Véta 36 (o korektnosti). Necht ¢ je formule a T soubor formuli. Jestlize
TE e, pakT = o.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o korektnosti.

Véta 36 (o korektnosti). Necht ¢ je formule a T soubor formuli. Jestlize
TE e, pakT = o.

Dtikaz. Necht &, -, & je dukaz ¢ z T. Indukci vzhledem k j dokazeme, ze
T = &; pro kazdé 1 <j < k. (Staci ovérit, ze kazda instance A1-A3 je
tautologie, a ze jestlize T=1Vv a T =1 — &, pak take T = &). []



VYROKOVA LOGIKA. Véta o tuplnosti.

Lema 37. Necht o, \ jsou formule. Pak
(@ F—¢ = (@ —1)

(b) == = ¢

€ F¢——0

d F (o —=1P) = (Y ——o)

e Fo— (Y- —(e—=1))

A rEle—=20) = (e —=1) oY)
Drtikaz.

[1 (a): Podle prikladu 34 plati {¢@,—~¢} 1, proto - —¢@ — (¢ — 1)
opakovanym uzitim véty o dedukci.



o uplnosti.



1

a A W N

)
)
)
)
)
)

N

[1 (b): Plati

e = (he = o)
{(mmolF @ = @

= (me = —0) = (7o — @)
{(molF——p = o

ol ¢

F——@ — @

. Véeta o uplnosti.

podle (a)

veta o dedukci
A3

MP na 2), 3)
véta o dedukeci

veéta o dedukci



VYROKOVA LOGIKA. Véta o tuplnosti.

[ (b): Plati
1) F——p = (—p — ) podle (a)
2) {—/—@lkF—@ > 0 veta o dedukci
3) Fmo—=—""¢) = (70 = @) A3
4) {——@}t-—p — @ MP na 2), 3)
5 {—o}F o veta o dedukci
6) F——@ — @ veta o dedukci
1 (c): Plati
1) F———@ — —@ podle (b)
2) F(m=m9 = ~¢) = (¢ —=—7¢) A3

3) Fo——0 MPnal),2)



VYROKOVA LOGIKA. Véta o tuplnosti.

[ (d): Plati
1

oo NN o G B~ W N

)
)
)
)
)
)
)
)
)

O

o =i =1

ol o

o =, 7oir Y

- — =

o =, 7@iF—)

o 2YiF——0 =
(e = ) = (Y = o)
o 2YiEmp = —e

(e =) = (b — o)

podle (b) a véty o dedukci
MP na 2),1)

podle (c)

MP na 3),4)

véta o dedukci

A3

MP na 6),7)

véta o dedukci



[1 (e): Plati
]

~ W N

)
)
)
)
)

1

. Véta o uplnosti.

{o,0 =V}

{lojF (o =)=

= (e =) =) = (b — (@ =)
lojF Y = ~(o =)

o= (T = —(e0 = )))

véeta o dedukci
podle (d)
MP na 2), 3)

véta o dedukci



VYROKOVA LOGIKA. Véta o tuplnosti.

O (f): Plati
1) Fle—=19)—= (= —e)) podle (d)
2) {p =V, F—o 2x MP na 1)
3) {o 2,7, m@ =it MP na 2),~¢ —
4) {e -V, > VP =P veéta o dedukci
5) F=Y = (mY = =(— = Y)) podle (e)
6) {—V}F—~(— — 1) 2x veéta o dedukci
7) F — = () =) véta o dedukci
8) F(mb =~ =19))=(—b—=9)—=1P) A3
2) (= =) = MP na 7), 8)
10) {@ = VP,—@ = VPP MP na 4),9)
11) F(e —=v)— ((—e =) — ) 2x veta o dedukci



o uplnosti.




VYROKOVA LOGIKA. Véta o tuplnosti. @

Definice 38. Necht'v je valuace a ¢ formule. Jestlize v(¢@) = 1, oznacuje

symbol ¢V formuli ¢. Jinak ¢V oznacuje formuli —o.
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Definice 38. Necht'v je valuace a ¢ formule. Jestlize v(¢@) = 1, oznacuje

symbol ¢V formuli ¢. Jinak ¢V oznacuje formuli —o.

Lema 39 (A. Church). Necht'v je valuace, ¢ formule, a{X;, -, Xy} konecny
soubor vyrokovych proménnych, kde vsechny proménné vyskytujici se ve ¢
jsoumezi{Xy, - Xy} Pak {X{, -, X\ } = @Y.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o tuplnosti. @

Definice 38. Necht'v je valuace a ¢ formule. Jestlize v(¢@) = 1, oznacuje

symbol ¢V formuli ¢. Jinak ¢V oznacuje formuli —o.

Lema 39 (A. Church). Necht'v je valuace, ¢ formule, a{X;, -, Xy} konecny
soubor vyrokovych proménnych, kde vsechny proménné vyskytujici se ve ¢
jsoumezi{Xy, - Xy} Pak {X{, -, X\ } = @Y.

Dtikaz. Indukci k délce vytvorujici posloupnosti pro o.
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Definice 38. Necht'v je valuace a ¢ formule. Jestlize v(¢@) = 1, oznacuje

symbol ¢V formuli ¢. Jinak ¢V oznacuje formuli —o.

Lema 39 (A. Church). Necht'v je valuace, ¢ formule, a{X;, -, Xy} konecny
soubor vyrokovych proménnych, kde vsechny proménné vyskytujici se ve ¢
jsoumezi{Xy, - Xy} Pak {X{, -, X\ } = @Y.

Dtikaz. Indukci k délce vytvorujici posloupnosti pro o.

[0 Je-li ¢ =X, pak X je mezi {X;,--- Xy} atedy (X7, - X\ XV,



VYROKOVA LOGIKA. Véta o tuplnosti. @

Definice 38. Necht'v je valuace a ¢ formule. Jestlize v(¢@) = 1, oznacuje

symbol ¢V formuli ¢. Jinak ¢V oznacuje formuli —o.

Lema 39 (A. Church). Necht'v je valuace, ¢ formule, a{X;, -, Xy} konecny
soubor vyrokovych proménnych, kde vsechny proménné vyskytujici se ve ¢
jsoumezi{Xy, - Xy} Pak {X{, -, X\ } = @Y.

Dtikaz. Indukci k délce vytvorujici posloupnosti pro o.
[0 Je-li ¢ =X, pak X je mezi {X;,--- Xy} atedy (X7, - X\ XV,
0 Je-li ¢ =, kde {XY, -, X} } =Y, rozliSime dvé moznosti:
0 v(p) =0. Pak )Y = a ¥ = ), neni co dokazovat.

O v(p) =1.Pak VY =1 a ¢¥ = —. Podle lematu 37 (c) plati
=1 — ——, proto {Xy,- -, X} } - =1 uzitim MP.



o uplnosti.




VYROKOVA LOGIKA. Véta o tuplnosti.

0 Je-li o =19 — &, kde (X}, XY=V a{Xy, - XY} & rozlisSime

nasledujici moznosti:



VYROKOVA LOGIKA. Véta o tuplnosti. @

0 Je-li o =19 — &, kde (X}, XY=V a{Xy, - XY} & rozlisSime
nasledujici moznosti:
O v(p — &) = 1. Mame tedy dokazat, ze (XY, - X} -1 — &.
o Jestlize v(1) =0, plati {XY, -, X\ } - —). Podle lematu 37 (a) dale
plati - — — (p — &), proto (X, -+ X} } 1 — & uzitim MP.
e Jestlize v(§) =1, plati {X7,--- X} } - &. Podle Al plati - & — (P — &),
proto (X, XY} 1 — & uzitim MP.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o tuplnosti. @

0 Je-li o =19 — &, kde (X}, XY=V a{Xy, - XY} & rozlisSime
nasledujici moznosti:
O v(p — &) = 1. Mame tedy dokazat, ze (XY, - X} -1 — &.
o Jestlize v(1) =0, plati {XY, -, X\ } - —). Podle lematu 37 (a) dale
plati - — — (p — &), proto (X, -+ X} } 1 — & uzitim MP.
e Jestlize v(§) =1, plati {X7,--- X} } - &. Podle Al plati - & — (P — &),
proto (X, XY} 1 — & uzitim MP.

O vy — &) =0. Pak {Xy, - XY} a{Xy, - X{}F—& Mame dokazat,
ze (XY, -, XPIF—( — §&). Podle lematu 37 (e) plati
P — (7 = (P — &)), proto {X7, - XY}~ — &) opakovanym
uzitim MP.



o uplnosti.




VYROKOVA LOGIKA. Véta o tuplnosti. @

Véta 40 (o uplnosti). Necht ¢ je formule a T soubor formuli. Jestlize T = o,
pak T o.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o tuplnosti. @

Véta 40 (o uplnosti). Necht ¢ je formule a T soubor formuli. Jestlize T = o,
pak T o.

Dtikaz. Nejprve uvazime pripad, kdy T je prazdny soubor. Necht’ ¢ je
tautologie a X, - - -, Xy vSechny vyrokové proménné, které se ve ¢ vyskytuji.
[J Podle Churchova lematu plati (X7, - X\ } = ¢ pro libovolnou valuaci v.

[l Ukazeme, ze vSechny X! 1ze postupneé ,eliminovat”, az dostaneme

dukaz ¢ z prazdného souboru formuli.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o tuplnosti. @

Véta 40 (o uplnosti). Necht ¢ je formule a T soubor formuli. Jestlize T = o,
pak T o.

Dtikaz. Nejprve uvazime pripad, kdy T je prazdny soubor. Necht’ ¢ je
tautologie a X, - - -, Xy vSechny vyrokové proménné, které se ve ¢ vyskytuji.
[J Podle Churchova lematu plati (X7, - X\ } = ¢ pro libovolnou valuaci v.

[l Ukazeme, ze vSechny X! 1ze postupneé ,eliminovat”, az dostaneme

dukaz ¢ z prazdného souboru formuli.

Predpoladejme, ze pro dané 0 < n < k jsme jiz prokazali, ze

{X¥>°">X¥1)Xv+1}|_ P

n

pro libovolnou valuaci v. Dokazeme, ze pak také {X}",--- X'} - ¢ pro

libovolnou valuaci .



o uplnosti.



VYROKOVA LOGIKA. Véta o tuplnosti.

Bud tedy u libovolna valuace. Necht’ 1, u, jsou valuace definované takto:
w (X)) =1, w2(Xy) =0, apro kazdé Y # Xy plati u (YY) = w2 (Y) =v(Y).



VYROKOVA LOGIKA. Véta o tuplnosti.

Bud tedy u libovolna valuace. Necht’ 1, u, jsou valuace definované takto:
w (X)) =1, w2(Xy) =0, a pro kazdé Y # Xy plati u (YY) =ux(Y) =v(Y). Platd

) Xy, X Xns1b o predpoklad pro v = u;

2) XY, Xy, Xng1F @ predpoklad prov =u,

3) X3, X Xnpr — @ véta o dedukci na 1)

4) Xy, XEiE X1 2@ veéta o dedukci na 2)

5) F (Xni1 = @) = ((mXne1 — @) = @) podle lematu 37 (f)

6) X3, -, XilF o 2x MP na 5) s vyuzitim 3),4)



VYROKOVA LOGIKA. Véta o tuplnosti. @

Nyni uvazime obecny piipad. Bud T libovolniy soubor formuli a ¢ formule
takova, ze T = ¢. Podle véty o kompaktnosti existuje konec¢ny soubor

(U1, ,bn} formuli z T takovy, ze {1, -,V } = @. Lehce se oveéri, ze

=br = (b2 = (W3 = (Yn— @)

Podle predchoziho bodu tedy plati

FPr = (Yo = (3 = (P — @) )

Po n aplikacich véty o dedukci dostavame {1, -, 1} F @, tedy take
TF . []



istorické poznamky.



VYROKOVA LOGIKA. Historické poznambky.

[J Vyrokova logika byla nebyla rozvijena samostatné, ale jako soucast
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VYROKOVA LOGIKA. Historické poznambky.

[J Vyrokova logika byla nebyla rozvijena samostatné, ale jako soucast

~ o

v o v »

[J Gottlob Frege (1848-1925) polozil zaklady predikatové logiky a zavedl

,moderni“ odvozovaci systém. ,,Vyrokovy fragment” tohoto systému

vypada takto (verze z roku 1879):

1 1:
2:

[

O 0O OO 0O

S

P—(Q—P)
(P—(Q—=R) = ((P=Q) = (P—R)
(P—(Q—R)—=(Q—(P—R)
(P—Q) = (~Q — —P)

——P =P

P — ——P

Odvozovaci pravidla: MP a substituce

Fregeho vysledky byly védeckou komunitou ignorovany zhruba 20 let.



VYROKOVA LOGIKA. Historické poznambky. @

[1 Giuseppe Peano (1858-1932) doporucil na mezinarodnim
matematickém kongresu v Parizi (rok 1900) mladému Bertrandu
Russellovi (1872-1970) studovat Fregeho prace. Russell v roce 1901
objevil inkonzistenci ve Fregeho systému (Russeluv paradox), soucasné
plné docenil Fregeho myslenky. V letech 1910-1913 byla publikovana
tridilna Principia Mathematica (autori Whitehead, Russel). Tato
monografie meéla hluboky vliv na vyvoj logiky v nasledujicich
desetiletich. Vénovana byla Fregemu. Pro fragment vyrokové logiky byly
pouzity nasledujici axiomy a odvozovaci pravidla:

(PVP) =P

Q—(PVQ)
(PVQ)—=(QVP)
(PVI(QVR)) = (QV (PVR))
(Q—=R) = ((PVQ)—= (PVR))

O O 0 0O g™
a & N

Odvozovaci pravidla: MP a substituce



istorické poznamky.



VYROKOVA LOGIKA. Historické poznambky.

[J Vroce 1917 nalezl Jean Nicod nasledujici zjednodusSeni axiomatického
systému z Principia Mathematica:

0 1. (PVP)—=P

0 2: P—(PVQ)

0 4: (PV(QVR))— (QV(PVR))
0 5 (Q—=R)—=((PVQ)—(PVR))
[]

Odvozovaci pravidla: MP a substituce



VYROKOVA LOGIKA. Historické poznambky.

[J Vroce 1917 nalezl Jean Nicod nasledujici zjednodusSeni axiomatického
systému z Principia Mathematica:

0 1. (PVP)—=P

0 2: P—(PVQ)

0 4. (PV(QVR))— (QV(PVR))
05 (Q—R)—=((PVQ)— (PVR))

[J Odvozovaci pravidla: MP a substituce

[J Ve stejném roce publikoval Henry Sheffer nasledujici axiomaticky
systém zalozeny na Shefferove operatoru:

O Axiom: (P[(Q[R))[((SI(SIS)I((WQ)I((PLL)I(PIU))))
[0 Odvozovaci pravidla: substituce a ,.z F a F|(G|H) odvod H*



istorické poznamky.



VYROKOVA LOGIKA. Historické poznambky.

[1 David Hilbert (1862-1943) a Wilhelm Ackermann (1896-1962)
publikovali v roce 1928 nasledujici systém:

0 1: (PVP)—=P

0 2: P—=(PVQ)

0 4. (PVQ)—(QVP)

0 5 (Q—=R) —=((PVQ)— (PVR))
[]

Odvozovaci pravidla: MP a substituce



VYROKOVA LOGIKA. Historické poznambky.

[1 David Hilbert (1862-1943) a Wilhelm Ackermann (1896-1962)
publikovali v roce 1928 nasledujici systém:

0 1: (PVP)—=P

0 2: P—=(PVQ)

0 4. (PVQ)—(QVP)

05 (Q—=R)—=((PVQ)— (PVR))
[]

Odvozovaci pravidla: MP a substituce

[1 V roce 1927 navrhl John von Neumann (1903-1957) aplikovat

substituci pouze na axiomy. Vznikly systémy zalozené na schématech
axiomiu.



VYROKOVA LOGIKA. Historické poznambky.

[1 David Hilbert (1862-1943) a Wilhelm Ackermann (1896-1962)
publikovali v roce 1928 nasledujici systém:

0 1: (PVP)—=P

0 2: P—=(PVQ)

0 4. (PVQ)—(QVP)

05 (Q—=R)—=((PVQ)— (PVR))
[]

Odvozovaci pravidla: MP a substituce

[1 V roce 1927 navrhl John von Neumann (1903-1957) aplikovat

substituci pouze na axiomy. Vznikly systémy zalozené na schématech
axiomiu.

[J Jan Lukasiewicz (1878-1956) prezentoval svij odvozovaci systém
(pouzity v prednasce) v roce 1928.



VYROKOVA LOGIKA. Historické poznambky.

[] Dalsi odvozovaci systémy:
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[] Dalsi odvozovaci systémy:

[I V roce 1947 zjednodusili Gotling a Rasiowa systém z Principia
Mathematica do nasledujici podoby:
e 1l: (PVP)—=P
e2: P—(PVQ)
e 3: (Q—R)—((PVQ)— (PVR))
e Odvozovaci pravidla: MP a substituce



VYROKOVA LOGIKA. Historické poznambky.

[] Dalsi odvozovaci systémy:

[I V roce 1947 zjednodusili Gotling a Rasiowa systém z Principia
Mathematica do nasledujici podoby:
e 1l: (PVP)—=P
e2: P—(PVQ)
e 3: (Q—R)—((PVQ)— (PVR))
e Odvozovaci pravidla: MP a substituce
[J V roce 1953 prezentoval Meredith systém s jedinym schématem a
jedinym odvozovacim pravidlem:
e Schéma axiomu:

(g =) = (mp—=7E)) = p) =Y) = ([y = @) = (£E— @)
e Odvozovaci pravidlo: MP



PREDIKATOVA LOGIKA. Vznik a vjvoj.

[I Predikatova logika (také logika pruniho radu) se opira o pojem
vlastnosti (tj. predikatu). Umoznuje formulovat tvrzeni o vlastnostech

objektu s vyuzitim kvantifikatortl.

[1 Napr. Aristotelova logika je z dnesniho pohledu fragmentem
predikatové logiky.

[1 Formule prvniho radu byly soucasti Fregeho systému, pozdéji se
objevily ve 3. dilu Schréderovy monografie Algebra der Logik (1910) a

monografii Principia Mathematica (Whitehead, Russel).

[1 Logika prvniho radu byla definovana jako samostatny systém az
v monografii Hilberta a Ackermanna Grundziigen der theoretischen
Logik (1928).






PREDIKATOVA LOGIKA. Syntaxe.

Definice 41. Jazyk (stejné jako jazyk s rovnosti) je systém predilcatovych
symbolil a_funkcnich symbolil, kde u kazdého symbolu je dana jeho cetnost
(arita), ktera je nezaporngm celym cislem.



PREDIKATOVA LOGIKA. Syntaxe.

Definice 41. Jazyk (stejné jako jazyk s rovnosti) je systém predilcatovych
symbolil a_funkcnich symbolil, kde u kazdého symbolu je dana jeho cetnost
(arita), ktera je nezaporngm celym cislem.

Poznamka 42.

[1 Predikaty arity nula v jistéem smyslu odpovidaji vgrokovym proménnym,
Jfunkéni symboly arity nula jsou symboly pro konstanty.

[1 Predikatovym a_funkcénim symboliim se také rika mimologické symboly.
Jazyk je tedy plné urcen mimologickymi symboly.

[1 Rozdil mezi jazykem a jazykem s rovnosti se projevi v tom, ze do
predikatové logiky pro jazyk s rovnosti pridame specialni logicky symbol
= jehoz sémantika bude definovana specialnim zptisobem.






PREDIKATOVA LOGIKA. Syntaxe.

Priklad 43.

1 Jazyk teorie mnozin je jazykem s rovnosti, ktery obsahuje jeden
predikatovy symbol € arity 2.

[1 Jazyk teorie pologrup je jazykem s rovnosti, ktery obsahuje jeden
funkcéni symbol - “ arity 2.



PREDIKATOVA LOGIKA. Syntaxe.

Priklad 43.

[]

[]

Jazyk teorie mnozin je jazykem s rovnosti, ktery obsahuje jeden
predikatovy symbol € arity 2.

Jazyk teorie pologrup je jazykem s rovnosti, ktery obsahuje jeden

funkcéni symbol - “ arity 2.

Definice 44. Abecedu predikatové logiky pro jazyk L tvori nasledujict

symboly:
1 Znaky pro promeéenné x, vy, z, . . ., kterych je spocetné mnoho
[1 Mimologické symboly, tj. predikatové a funkcni symboly jazyka L.
[ Je-li L jazyk s rovnosti, obsahuje abeceda specialni znak = pro rovnost.
[1 Logické spojky — a —.
[1 Symbol V pro univerzalni kvantifikcator.
0 Zavorky ( a ).






PREDIKATOVA LOGIKA. Syntaxe.

Definice 45. Termem jazyka L je slovo t nad abecedou predikatové logiky
pro jazyk L, pro které existuje vytvorujici posloupnost slov tq, - - -, ty, kde
k> 1, tx jet, a pro kazdé 1 <1i < k ma slovo t; jeden z nasledujicich tvarti:

] proménna,

O f(ty,, -, ti,. ), kde1 <iq,--- 1, <k, f je funkéni symbol jazyka L, an je
arita f.

Term je uzavreny, jestlize neobsahuje promeénné.



PREDIKATOVA LOGIKA. Syntaxe.

Definice 45. Termem jazyka L je slovo t nad abecedou predikatové logiky
pro jazyk L, pro které existuje vytvorujici posloupnost slov tq, - - -, ty, kde
k> 1, tx jet, a pro kazdé 1 <1i < k ma slovo t; jeden z nasledujicich tvarti:

] proménna,

O f(ty,, -, ti,. ), kde1 <iq,--- 1, <k, f je funkéni symbol jazyka L, an je
arita f.

Term je uzavreny, jestlize neobsahuje promeénné.

Poznamka 46. U binarnich funkcnich symbolil (a pozdéji také predikatil)
dovolime pro veétsi citelnost infixovy zapis. U funkcnich (a predikatovych)
symbolul arity nula budeme psat c misto c().



PREDIKATOVA LOGIKA. Syntaxe.

Definice 45. Termem jazyka L je slovo t nad abecedou predikatové logiky
pro jazyk L, pro které existuje vytvorujici posloupnost slov tq, - - -, ty, kde
k> 1, tx jet, a pro kazdé 1 <1i < k ma slovo t; jeden z nasledujicich tvarti:

] proménna,

O f(ty,, -, ti,. ), kde1 <iq,--- 1, <k, f je funkéni symbol jazyka L, an je
arita f.

Term je uzavreny, jestlize neobsahuje promeénné.

Poznamka 46. U binarnich funkcnich symbolil (a pozdéji také predikatil)
dovolime pro veétsi citelnost infixovy zapis. U funkcnich (a predikatovych)
symbolul arity nula budeme psat c misto c().
Priklad 47.

[ (x-y) -z je termem jazyka pologrup (v prefixové notaci -(-(x,y),z))

0 0+ (S(0) + S(S(0))) je termem jazyka 0, S, +, kde 0, S a + jsou po radé



. Syntaxe.

Junkéni symboly arity nula, jedna a dva.



. Syntaxe.

Junkéni symboly arity nula, jedna a dva.



. Syntaxe.

Junkéni symboly arity nula, jedna a dva.



. Syntaxe.

Junkéni symboly arity nula, jedna a dva.






PREDIKATOVA LOGIKA. Syntaxe.

Definice 48. Formule predikatového poctu jazyka L je slovo ¢ nad
abecedou predikatové logiky pro jazyk L, pro které existuje vytvorujici
posloupnost slov 1\, -, Vy, kde k > 1,1y je ¢, a pro kazdé 1 <i <k ma
slovo \; jeden z nasledujicich tvartt:

I P(ty,---,tn), kde P je predikatovy symbol jazyka L arityn aty,---,t,
jsou termy jazyka L.

[t =t,, je-li L jazyk s rovnosti a ty, t, jsou termy jazyka L.
[l —p; prongjaké 1 <j <1,
L] ('LI)J — 'Ll)j/) pro Tlé](lkd] < j,j, <1,

[ Vx1j, kde x je proménnaal <j <.






PREDIKATOVA LOGIKA. Syntaxe.

Poznamka 49. Ve zbytku prednasky budeme pouzivat nasledujici
»Zkratky “:

[l dx @ znacéi —Vx —
L VU znaéi —¢o — U
O ¢ AV znaci —(@ — —p).

0 o« znadi (¢ — V) A\ (b — @), kde symbol /\ dale ,,rozvineme*“ podle
predchoziho bodu.



PREDIKATOVA LOGIKA. Syntaxe.

Poznamka 49. Ve zbytku prednasky budeme pouzivat nasledujici
»Zkratky “:

[l dx @ znacéi —Vx —
L VU znaéi —¢o — U
O ¢ AV znaci —(@ — —p).

0 o« znadi (¢ — V) A\ (b — @), kde symbol /\ dale ,,rozvineme*“ podle
predchoziho bodu.

Priklady formuli:
O VxP(x,y) A3Ix(P(x,x)V Qlc))

O Vxdx (P(x,x) V VyVxQ(x))






PREDIKATOVA LOGIKA. Syntaxe.

Definice 50. Kazdy vyskyt proménné ve_formuli predikatového poctu je
bud’ volny nebo vazany podle nasledujiciho induktivniho predpisu:

[1 Ve formuli tvaru P(ty,---,t,) jsou vSechny vyskyty promennych volné.

[1 Vygrokové spojky neméni charakter vyskyti proménnych, tj. je-li dany
vyskyt proménné ve _formuli volny (resp. vazany), je odpovidajict
vyskyt ve formulich —p, ¢ — 1, | — @ rovnéz volny (resp. vazanyj).

[ Ve formuli Vx je kazdy vyskyt promeénné x (véetné vyskytu za
kvantifikatorem) vazany; byl-li vyskyt promenné ruzné od x volny (resp.
vazany) ve formuli, je odpovidajici vyskyt ve formuli Vx1 rovnéz volny
(resp. vazany).



PREDIKATOVA LOGIKA. Syntaxe.

Definice 50. Kazdy vyskyt proménné ve_formuli predikatového poctu je
bud’ volny nebo vazany podle nasledujiciho induktivniho predpisu:

[ Ve formuli tvaru P(ty, - -, t,) jsou vSechny vyskyty promennych volné.

[1 Vygrokové spojky neméni charakter vyskyti proménnych, tj. je-li dany
vyskyt proménné ve _formuli volny (resp. vazany), je odpovidajict
vyskyt ve formulich —p, ¢ — 1, | — @ rovnéz volny (resp. vazanyj).

[ Ve formuli Vx je kazdy vyskyt promeénné x (véetné vyskytu za
kvantifikatorem) vazany; byl-li vyskyt promenné ruzné od x volny (resp.
vazany) ve formuli, je odpovidajici vyskyt ve formuli Vx1 rovnéz volny
(resp. vazany).

Priklady (volné vyskyty jsou cervené):
0 vxP(x,y) VVyP(x,y)

O vx (P(x,y) VVyP(x,y))






PREDIKATOVA LOGIKA. Syntaxe.

Definice 51.

[1 Proménna se nazyva volnou (resp. vazanou) ve formuli, ma-li v ni volny
(resp. vazany) vyskuyt.

[1 Formule je otevrena, jestlize v ni zadna proménna nema vazany vyskuyt.

[1 Formule je uzavrena (také sentence), jestlize v ni zadna proménnda nema
volny vyskuyt.

[ Zapis ¢(x1,---,Xxn) znaci, Zze vsechny volné promenné ve formuli ¢ jsou
mezix,---,xn (nemusi nutné platit, ze kazda z téchto proméennijch je

volna ve o).

1 Univerzalni uzaver formule ¢ je formule tvaruVx; ---Vx, @, kde

X1, , Xn jSou pravé vsechny volné promenné formule .



Substituce.



PREDIKATOVA LOGIKA. Substituce.

Definice 52. Term t je substituovatelny za promennou x ve formuli ¢,
jestlize zadny vyskyt proménné v termu t se nestane vazanym po provedeni
substituce termu t za kazdy volny vyskyt proménné x ve formuli ¢. Je-li t
substituovatelny za x ve ¢, znaci zapis ¢(x/t) formuli, ktera vznikne

nahrazenim kazdého volného vyskytu x ve ¢ termemt.



PREDIKATOVA LOGIKA. Substituce.

Definice 52. Term t je substituovatelny za promennou x ve formuli ¢,
jestlize zadny vyskyt proménné v termu t se nestane vazanym po provedeni
substituce termu t za kazdy volny vyskyt proménné x ve formuli ¢. Je-li t
substituovatelny za x ve ¢, znaci zapis ¢(x/t) formuli, ktera vznikne

nahrazenim kazdého volného vyskytu x ve ¢ termemt.
Priklady:
[J Term y + 3 je substituovatelny za x ve formuli dz x+y=z
[J Term y + z neni substituovatelny za x ve formuli 9z x+y=z
O (P(x,y) A\ ¥xP(x,y))(x/3) je formule P(3,y) A\ VxP(x,y)

O P(x,y)(x/y)(y/x) je formule P(x,x)



Substituce.




PREDIKATOVA LOGIKA. Substituce.

Definice 53. Necht ¢ je formule at,- -, t, termy, které jsou v uvedeném
poradi substituovatelné za promeénné x, - - -, x, ve @ (predpokladame, ze
X1, -+, Xn jsou ruzné). Symbol ¢ (x1/t1, -+, xn/tn) Zznaci formuli, ktera
vznikne ,, simultannim nahrazenim® kazdého volného vyskytu x; termem t;
pro kazdé 1 < i < n. Presnéji, ¢(x/t1,---,xn/tn) je formule

Qx1/z1) - (xn/zn)(z1/t1) - (zn/th), kde z1, - - -,z jSou (riizné) proménné,

které se nevyskytujivt,,---,t, animezixy,---,xn.



PREDIKATOVA LOGIKA. Substituce.

Definice 53. Necht ¢ je formule at,- -, t, termy, které jsou v uvedeném
poradi substituovatelné za promeénné x, - - -, x, ve @ (predpokladame, ze
X1, -+, Xn jsou ruzné). Symbol ¢ (x1/t1, -+, xn/tn) Zznaci formuli, ktera

vznikne ,, simultannim nahrazenim® kazdého volného vyskytu x; termem t;

pro kazdé 1 < i < n. Presnéji, ¢(x/t1,---,xn/tn) je formule

©(x1/z1) - (xn/zn)(z1/t1) - (zn/tn), kde z1, - - - | z,, jsou (rlizné) proménné,
které se nevyskytujivt,,---,t, animezixy,---,xn.

Priklad:

0 P(x,y)(x/y,y/x) je formule P(y,x)



. Realizace jazyka. @



PREDIKATOVA LOGIKA. Realizace jazyka. (72)

Definice 54. Realizace M jazyka L je zadana

[1 neprazdnym souborem M, nazgvangm univerzem (pripadné nosicem).

Prvky univerza nazgvame individui.

[1 prirazenim, které kazdému n-arnimu predikatovému symbolu P priradi
n-arni relaci Py, na M

[ prirazenim, které kazdému m-arnimu _funkénimu symbolu priradi funkci

fm:M™ — M.,

Ohodnoceni je zobrazeni prirazujici proméennym pruky univerza M.



. Realizace jazyka. @



PREDIKATOVA LOGIKA. Realizace jazyka. (73)

Definice 55. Realizaci termut pri ohodnoceni e v relizaci M, psano t**[e]

(pripadné jen tle] je-li M jasné z kontextu), definujeme indulctivné takto:
O xle] = e(x)

O f(ty, -, tm)lel = fm(tilel, -, timle])
(pro m = 0 je na pravé stané uvedené definujici rovnosti fa (0))).



. Realizace jazyka.



PREDIKATOVA LOGIKA. Realizace jazyka.

Definice 56 (A. Tarski). Bud M realizace jazyka L, e ohodnoceni a ¢
Jormule predikatového poctu jazyka L. Ternarni vztah M = ¢le| definujeme

indulkcci ke strukture :
0 M EP(ty, -, tn)le] pravé kdyz (tilel, -, tnle]) € Pag.

[ Jestlize L je jazyk s rovnosti, definujeme M = (t; = t,)[e] pravé kdyz

tyle] a tyle] jsou stejna individua.
0 M = —le] pravé kdyz neni M = le].
O ME () — &)le] pravé kdyz M = &le] nebo neni M = 1e].

0 M = Vxle] prave kdyz M = 1le(x/a)] pro kazdy prvek a univerza M.

Jestlize M = ole], Fikame, Ze ¢ je pravdiva v M pri ohodnoceni e. Jestlize
M = ole] pro kazdé e, je ¢ pravdiva v M, psano M = o.



. Realizace jazyka. @



PREDIKATOVA LOGIKA. Realizace jazyka. (75)

Priklad 57. Bud L jazyk s jednim undarnim predikatem P a M jeho realizace
nad univerzem M = {a, b}, kde Py, = {a}. Pak

O Plati M = Ix (P(x) — (P(x) A—P(x)))
[J Neplati M = P(x) — Vx P(x)

[0 Neplati M = (VxP(x) — Vx—P(x)) — Vx (P(x) — —P(x))






PREDIKATOVA LOGIKA. Teorie.

Definice 58. Bud L jazyk (prip. jazyk s rovnosti).

[1 Teorie (s jazykem L) je soubor T formuli predikatového poctu jazyka L.
Pruvky T se nazyvaji axiomy teorie T.

[ Realizace M jazyka L je model teorie T, psano M =T, jestlize M = o
pro kazdé ¢ z T.

[1 Teorie je splnitelna, jestlize ma model.

[ Je-li M realizace jazyka L, pak Th(M) oznacuje teorii tvorenou pravé

vSemi uzavirenymi formulemi, které jsou v M pravdivé.

[1 Formule ¢ je sémantickym duisledkem teorie T, psano T = o, jestlize ¢ je

pravdiva v kazdém modelu teorie T.






PREDIKATOVA LOGIKA. Teorie. (77)

Priklad 59. Uvazme jazyk s rovnosti obsahujici jeden binarni funkcéni

66

symbol “” a jednu konstantu 1. Necht' T je tvorena nasledujicimi_formulemi:
O VxVyVz x-(y-z)=(x-y) -z

O Vx (x-T=x)A(1-x=x)

O Vx3dy (x-y=1)Ay-x=1)

Pak formule Vx Yy (x-y) = (y - x) neni sémantickgm dusledkem T, zatimco
formulex - (1-y)=(1-x)-y ano.



PREDIKATOVA LOGIKA. Odvozovaci systéem.

[ Schémata vyrokovych axiomait:
0 Pl: o — (b — @)
O P2: (9= —=¢&)—=((¢—=1)—= (¢ —E)
O P3: (¢ =) = (b — o)

[1 Schéma axiomu specifikcace:

1 P4: Vxo¢ — @(x/t), kdetje substituovatelny za x ve o.

[1 Schéma axiomu distribuce:

0 P5: (Vx(p =) — (@ — ¥x1), kde x nema volny vyskyt ve .

[1 Odvozovaci pravidla:
O MP: Z o aq@—1odvod . (modus ponens)
0 GEN: Z ¢ odvod Vx ¢. (generalizace)



. Odvozovaci systém.



PREDIKATOVA LOGIKA. Odvozovaci systéem.

Je-li £ jazyk s rovnosti, pridame dale nasledujici axiomy rovnosti:

[ R1l: x =x

0 R2: (xi=y1 A Axa=yn AP(x1, - ,xn)) = Ply1, -, yn),
kde P je predikatovy symbol arity n.

O R3: (xi=y1 A Axm=ym) = (f(x1,-- -, xm)=F(y1, -, ym)),
kde f je funkc¢ni symbol arity m.



PREDIKATOVA LOGIKA. Odvozovaci systéem.

Definice 60. Bud'T teorie jazyka L.



PREDIKATOVA LOGIKA. Odvozovaci systéem.

Definice 60. Bud'T teorie jazyka L.

[1 Dtikaz formule 1\ v teorii T je konecna posloupnost formuli ¢, -, @y,

kde ¢y je\ a pro kazdé ¢, kde 1 <1 <k, plati alespon jedna

z nasledujicich podminek:

[

[]
[]
[]

@i je prvek T;
@i je instanci jednoho ze schémat P1-P5;
L je jazyk s rovnosti a ¢; je instanci jednoho ze schémat R1-R3;

¢@; vznikne aplikaci pravidla MP na _formule ¢, ©,, pro vhodné

I<mn<i.

@i vznikne aplikaci pravidla GEN na formuli ¢, pro vhodné 1 < m < 1.



. Odvozovaci systém.



PREDIKATOVA LOGIKA. Odvozovaci systéem.

[1 Formule 1\ je dokazatelna v teorii T, psano T -1, jestlize existuje diikaz
1 v T.Jestlize T -1 pro prazdné T, rikame zZe \ je dokazatelna a piseme

.
[1 Formule 1\ je vyvratitelna v teorii T, jestlize T+ —

[1 Teorie T je sporna (téz inkonzistentni), jestlize kazda formule predikatové
logiky jazyka L je v T dokazatelna.

[1 Teorie je bezesporna (téz konzistentni), jestlize neni nekonzistentni.






PREDIKATOVA LOGIKA. Dikazy.

Poznamka 61 (Princip dosazeni do tautologie vyrokového poctu). Je-li ¢
tautologii L(—, —), ve které nahradime vyrokové proménné formulemi
predikatové logiky tak, ze dana vgrokova promenna je nahrazena vzdy touz
Jormuli, obdrzime formuli predikatové logiky, ktera je dokazatelna

v odvozovacim systému predikatové logiky pouze pomoci P1-P3 a MP.



PREDIKATOVA LOGIKA. Dikazy.

Poznamka 61 (Princip dosazeni do tautologie vyrokového poctu). Je-li ¢
tautologii L(—, —), ve které nahradime vyrokové proménné formulemi
predikatové logiky tak, ze dana vgrokova promenna je nahrazena vzdy touz
Jormuli, obdrzime formuli predikatové logiky, ktera je dokazatelna

v odvozovacim systému predikatové logiky pouze pomoci P1-P3 a MP.

Poznamka 62 (Neplatnost ,obecné” véty o dedukci). Za predpokladu
korektnosti odvozovaciho systému pro predikatovou logiku neplati
= @ — Vx @. Plati ovSem {¢} = Vx ¢. Proto obecné neplati, ze T = ¢ — 1 prave

kdyz TU{@] = 1.



Véta o dedulkci.



PREDIKATOVA LOGIKA. Véta o dedukci.

Véta 63 (o dedukci). Necht'T je teorie jazyka L, \ uzavrena formule jazyka
L a ¢ (libovolna) formule jazyka L. Pak T =1 — ¢ pravée kdyz T U {1} o.



PREDIKATOVA LOGIKA. Véta o dedukci.

Véta 63 (o dedukci). Necht'T je teorie jazyka L, \ uzavrena formule jazyka
L a ¢ (libovolna) formule jazyka L. Pak T =1 — ¢ pravée kdyz T U {1} o.

Dtikaz.
Dukaz je velmi podobny dukazu véty 35:

.= Necht' &;, -+, & je dakaz formule v — @ v T. Pak &7, -+, &, 0, @ je
dukaz formule ¢ v T U {1} (posledni formule vznikne aplikaci MP na 1 a ;).



PREDIKATOVA LOGIKA. Véta o dedukci.

Véta 63 (o dedukci). Necht'T je teorie jazyka L, \ uzavrena formule jazyka
L a ¢ (libovolna) formule jazyka L. Pak T =1 — ¢ pravée kdyz T U {1} o.

Dtikaz.
Dukaz je velmi podobny dukazu véty 35:

.= Necht' &;, -+, & je dakaz formule v — @ v T. Pak &7, -+, &, 0, @ je
dukaz formule ¢ v T U {1} (posledni formule vznikne aplikaci MP na 1 a ;).

,<<=“ Necht' &;, - -, & je dukaz ¢ v T U{1}. Metaindukci k j dokazeme, ze
THY— & prokazdée 1T <j <Kk,



PREDIKATOVA LOGIKA. Véta o dedukci.

Véta 63 (o dedukci). Necht'T je teorie jazyka L, \ uzavrena formule jazyka
L a ¢ (libovolna) formule jazyka L. Pak T =1 — ¢ pravée kdyz T U {1} o.

Dtikaz.
Dukaz je velmi podobny dukazu véty 35:

.= Necht' &;, -+, & je dakaz formule v — @ v T. Pak &7, -+, &, 0, @ je
dukaz formule ¢ v T U {1} (posledni formule vznikne aplikaci MP na 1 a ;).

,<<=“ Necht' &;, - -, & je dukaz ¢ v T U{1}. Metaindukci k j dokazeme, ze
THY— & prokazdée 1T <j <Kk,

[0 j=1.de-li &; instance axiomu nebo formule z T, plati T F ¢;. K dukazu
&1 z T nyni pripojime formule &; — (b — &7), b — &;. Prvni formule je
instanci P1, druha aplikaci MP na §; a prvni formuli. Mame tedy dukaz
v — & v,

Je-li ¢; formule 1, plati T -1 — 1 podle prikladu 33 a poznamly 62.



PREDIKATOVA LOGIKA. Véta o dedukci.

[0 Indukcni krok: Je-li formule &; instanci axiomu nebo prvek T U {1},

postupujeme stejné jako vyse (misto &; pouzijeme &;).



PREDIKATOVA LOGIKA. Véta o dedukci.

[0 Indukcni krok: Je-li formule &; instanci axiomu nebo prvek T U {1},

postupujeme stejné jako vyse (misto &; pouzijeme &;).

[ Je-li &; vysledkem aplikace MP na &, &q, kde 1 <m n <j, je &,
tvaru &, — &;. Podle LP. navicplati TV = &, aTHWU = (6 — &)
Dukazy V — &, a — (&n — &) v T nyni zretézime za sebe a
pripojime nasledujici formule:

O (b= (&m = &)) = (0= &n) = (b — &)

O (b= &m) = (b — &)

O VP — &

Prvni formule je instanci P2, dalsi dveé vzniknou aplikaci MP. Mame
tedy dukaz formule 1 — &; v T.



. Véeta o dedulkci.



PREDIKATOVA LOGIKA. Véta o dedukci.

[ Je-li &; vysledkem aplikace GEN na &,,,, kde 1 < m < j, je & tvaru
Vx . Podle ILP. plati T -1V — &,,. K tomuto dukazu nyni staci
pripojit formule
O vx(p — &m)

O Vx (P = &m) = (Y = Vx&m)
[0 P — Vx &
Prvni vznikne aplikaci GEN, druha je instanci P5, treti vznikne

aplikaci MP. Dostaneme tak dukaz formule { — &; v T.



PREDIKATOVA LOGIKA. Viastnosti Ikkvantifikace.

Lema 64. Pro kazdé formule ¢ a1\ plati:

1. - (Vx (@ —=1V)) « (@ — Vx1U), pokud x neni volna ve formuli ¢;
2. F(Vx (@ —=1V)) & (Ixe = 1), pokud x neni volna ve formuli);
3. F(Ix(p —=1Y)) « (¢ — Ix), pokudx neni volna ve formuli ¢;

4. F(Ix(@ —=1V)) & (Vxe — 1), pokud x neni volna ve formuli).

Dtikaz. Pozorovani:

(a) Jestlize - ¢ — 1 a soucasné -1 — ¢, pak - ¢ < 1. To plyne z toho, ze
(A—=B)— ((B—A)— (A« B)) je vyrokova tautologie (viz
poznamka 61).

(b) (tranzitivita implikace). Jestlize T = ¢ — & a soucasneé T - & — 1, pak
T+ @ — 1. Staci pouzit poznamiku 61 a tautologii
(A—C)— ((C—>B)— (A — B)).



PREDIKATOVA LOGIKA. Viastnosti Ikkvantifikace.

(c) Necht ¢(x), P(x) jsou formule. Pak - Vx (¢ — 1) — Vx (—) — —@), nebot’

1) EVx(@ =)= (¢ =) P4

2) F(lo—=vVv)—(—p— —o) vyr. tautologie

3) E¥(p —=YP)— (—p — —@) tranz. impl. na 1), 2)
4) VYx(@ =) — —@ véta o dedukci

5 VYx(p =) Vx(—™p — —@) GEN

6) FVx(p =) —Vx(—p - —¢p) veéta o dedukci

Tvrzeni 1.-4. ted dokazeme za predpokladu, ze ¢(x) a 1(x). Obecna podoba
vyplyne uzitim véty konstantach (viz dale).



PREDIKATOVA LOGIKA. Viastnosti Ikkvantifikace.

1. Plati - (Vx (@ — V)) — (@ — Vx1), nebot’ tato formule je instanci P5.

Dukaz opacné implikace vypada takto:

1)
2)

a L W

FVx — Y
= (Vxp =) = ((@ = VxP) = (@ — U))
(A—-B)— ((C—A)— (C—B))

je tautologie, viz pozn. 61
(@ =) = (¢ =)
Q@ > VxYPpFo—Y
@ = VxPpFEVx(p — )
= (@ = Vx1) = (Vx (@ = ))

P4

MPnal),2)
véta o dedukci
GEN

véta o dedukci
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2. Nejprve ukazeme, ze - Vx (@ — ) — (Ix @ — V).

1) FVx(—p = —¢) = (—p > Vx—@) podle 1.

)
2) EVYx(p =2 VP) > Vx(— — —@) podle (c)
3) EV¥x(p —1VP)) = (—p — Vx—o) tranz. impl. na 2), 1)
4) (™ = Vx—¢)— (=-Vx—¢ — ) taut. (B — A) — (—A — B)
5) F¥(p —VP) — (=Vx—¢ — V) tranz. impl. na 3), 4)
6) FVx(p —=VYP) — (Ixp — ) reformulace
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Nyni opacny smer F (Ix @ — ) — Vx (@ — b):

1) F(—p—>Vx—@) = Vx(—p — —¢) podle 1.

)
2) F(=Yx—¢p —VP) > (—p > Vx—¢) taut. (—B — A) — (—A — B)
3) F(=Vx—¢p =) = Vx(—p — —¢) tranz. impl. na 1), 2)
4) Ixe VP EVx(™p — —@) veéta o dedukci
5 Ixo —>YPYF—p——o P4 a MP
6) Ixe —>VPYkFo—YP (A — —B) - (A — B)aMP
7)) dxe —>YPYEVYx(@ — ) GEN
8) F(Ixep —>1VP) — Vx(p — ) véta o dedukci



. Véta o korektnosti.



PREDIKATOVA LOGIKA. Véta o korektnosti.

Véta 65. Necht'T je teorie a ¢ formule jazyka teorie T. Jestlize T - ¢, pak
TE o.



PREDIKATOVA LOGIKA. Véta o korektnosti.

Véta 65. Necht'T je teorie a ¢ formule jazyka teorie T. Jestlize T - ¢, pak
TE o.
Dtikaz. Staci oveérit nasledujici tvrzeni:

[1 Je-li 1P instanci jednoho ze schémat P1-P5 (prip. také R1-R3, pokud
jazyk teorie T je jazyk s rovnosti) a M je model T, pak M = 1.

[0 Je-li M model T a1, & formule jazyka teorie T, kde M =1 a
MEYP — &, pak M = E.

[1 Je-li M model T a 1\ formule jazyka teorie T, kde M = 1, pak M = Vx).

Metaindukeci vzhledem k 1 je pak jiz trivialni ukazat, ze je-li 1y, --- by
dukaz formule ¢ v T a M je model T, pak T = 1; pro kazdé 1 < i < k. []



PREDIKATOVA LOGIKA. Véta o uplnosti (ttvod).

Lema 66. Ndasledujici turzeni jsou ekvivalentni:

1. Pro kazdou teorii T a pro kazdou formuli ¢ jazyka teorie T plati, ze

jestlize T = ¢, pak T+ o.

2. Kazda bezesporna teorie ma model.

Dtikaz.

(1. = 2.) Bud T bezesporna teorie. Pak existuje formule ¢ jazyka teorie T,
ktera neni v T dokazatelna (tj. T t/ ¢). Obménou 1. pak ale dostavame,
ze ¢ neni sémantickym dusledkem T (tj. T /= ¢). To znamena, ze
existuje takovy model T, kde neni pravdiva ¢. Zejména ma tedy T

model.
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(2. = 1.) Uzitim 2. dokazeme obménu 1. Necht' tedy T t/ ¢, a necht’ ¢ je
univerzalni uzaver ¢. Ukazeme, ze T U{—@] je bezesporna; pak podle 2.
ma | U{—¢} model, tedy T ~ o.

TU{—@] je bezesporna: Predpokladejme naopak, ze T U{—@] je sporna.

Pak
1) TUu{—plFo TU{—¢} je sporna
2) TH—=p — ¢ veta o dedukci
3) F(—p—=9) —>¢@ (A — B)— B jetautologie, viz pozn. 62
4) TE@ MP na 2), 3)
5) Tk opakovane P4 a MP

Obdrzeli jsme tedy spor s tim, ze T t/ .



. Veta o uplnosti (tvod).



PREDIKATOVA LOGIKA. Véta o uplnosti (ttvod).

Cilem dalsiho postupu je dokazat, ze kazda bezesporna teorie ma model.
Tato konstrukce obsahuje dva zakladni obraty:

[1 Zavede se pojem kanonické struktury pro danou teorii T. Tato struktura
obecné neni modelem T. Ukazeme, ze pokud T vyhovuje dalSim
podminkam (je henkinovska a uplna), pak kanonicka struktura je
modelem T.

[J Ukazeme, ze kazdou bezespornou teorii je mozné vhodnym zpusobem
rozsirit tak, aby byla henkinovska a uplna.



. Rozsireni teorie.



PREDIKATOVA LOGIKA. Rozsifeni teorie.

Definice 67.

[I Teorie S je rozsireni teorie T, jestlize jazyk teorie S obsahuje jazyk teorie

T a v teorii S jsou dokazatelné vsechny axiomy teorie T.

[1 Rozsireni S teorie T se nazyva konzervativni, jestlize kazda formule

jazyka teorie T, ktera je dokazatelna v S, je dokazatelnaiv T.

[I Teorie S a T jsou ekvivalentni, jestlize S je rozSirenim I a soucasné | je

rozsirenim S.



PREDIKATOVA LOGIKA. Véta o konstantach.

Véta 68 (o konstantach). Necht'S je rozsireni T vzniklé obohacenim jazyka
teorie T o0 nové navzajem ruzné konstanty cy, - - -, cx (nové axiomy
nepridavame), a necht’'xi, - - - , X _jsou navzdqjem ruzné promenné. Pak pro
kazdou formuli ¢ jazyka teorie T plati, ze T - ¢ prave kdyz

St elxi/er, - xi/c).

Dtikaz. Jelikoz c1, - - -, ck jsou navzajem ruzné, staci dokazat, ze T - ¢ prave
kdyz S - ¢@(x/c).

—: K dukazu ¢ v T pripojime formule Vx ¢, Vxo@ — o©(x/c), @(x/c)a
obdrzime tak dukaz formule ¢(x/c) v S.

&: Necht' v, - -,y je dukaz ¢(x/c) v S. Necht'y je proménna, ktera se

nevyskytuje v tomto dukazu. Indukci k 1 ukazeme, ze pro kazdé 1 <1i <k je
wi(c/y), -, bilc/y) dukaz v T. RozliSime tyto moznosti:
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(1 Je-li ¥ instanci P1-P5 (prip. R1-R3), je také 1;(c/y) instanci téhoz

schématu.

[ Je-li V; axiom teorie T, pak se v 1; nevyskytuje ¢ a formule 1; a Vi(c/y)
jsou tedy totozneé.

[ Jestlize V; vyplyva z 1\; a 1\, pomoci MP, je 1), tvaru 1; — 1; a formule
bm(c/y) je tedy formuli V);(c/y) — VYilc/y). Takze formule Vi(c/y)
vyplyva z );(c/y) a P (c/y) pomoci MP.

[ Jestlize 1V; vyplyva z 1{; pomoci GEN, je 1{; tvaru vx1;. Staci si
uveédomit, ze (Vx1;)(c/y) je tataz formule jako Vx (\;(c/y)), nebot’ x a y

jsou ruzne.
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Ukazali jsme, ze T+ ¢(x/c)(c/y). Dale

1) Tk e(x/y) ¢(x/y) je totéz co ¢(x/c)(c/y)
2) THVYye(x/y) GEN

3) EVyelx/y) — (e(x/y)ly/x)) P4

4) TEelx/y)ly/x) MP na 2),3)

5) Tk @ (x/y)(y/x) je totéz co @



PREDIKATOVA LOGIKA. Henkinovské a tiplné teorie.

Definice 69.

[1 Teorie T je henkinovska, jestlize pro kazdou formuli ¢ jazyka teorie T
s jednou volnou proménnou x existuje v_jazyce teorie T konstanta c
takova, ze T+ dx @ — @(x/c).

[1 Teorie T je uplna, jestlize je bezesporna a pro kazdou uzavrenou formuli
¢ jejiho jazyka plati bud' T+ ¢ nebo T - —.
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Véta 70 (o henkinovské konstanté€). Bud T teorie a ¢ (x) formule jejiho
jazyka. Je-li S rozSireni T, které vznikne pridanim nové konstanty c, a
Jormule 9x ¢ — ©(x/cy, ), pak S je konzervativni rozsireni T.

Dtikaz. Nejprve ukazeme, ze pro libovolnou formuli £(x) plati
= dxE — Jy&(x/y):

WVy—&(x/y)} = Yy—&(x/y)

) (x/Y)
2) {Vy—&(x/y)iF —&(x/y)(y/x) P4 aMP
3) {Vy—&(x/ylik —¢& prepis
4)  {Vy—&(x/y)}  ¥x—& GEN
5) FVYy—é&lx/y) — Vx—§& dedukce
6) F IxE — Jyé&(x/y) taut. (A - B) —» (—B — —A) a MP.
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Necht’ R znaci teorii vzniklou pouhym pfidanim konstanty c, k T. Necht' 1

je formule jazyka teorie T takova, ze S 1. Necht'y je proménna, ktera se

nevyskytuje ani ve ¢, ani v 1. Plati:

SEA
RE (Ixp = @(x/cy)) =V

TH(Exe — ox/y)) =¥

TEVYyY((Ixe — o(x/y)) = V)

TH3y(Ixe — o(x/y)) =Y

= (Ixe — Fye(x/y)) — Fy(Ixe — @(x/y))
TH(Ixe — Jyoe(x/y)) =Y

= dxe — Jye(x/y)

THAY

predpoklad
S=RU{Ixe — ¢(x/cy)}
a dedukce

veéta o konstantach
GEN

lema 64 (2) a MP

lema 64 (3)

tranz. implikace
dokazano vyse

MP
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Véta 71 (o henkinovském rozsireni). Ke kazdé teorii existuje henkinovska
teorie, ktera je jejim konzervativnim rozsirenim.

Dtikcaz. Bud' T (libovolna) teorie. Pro kazdé n > 0 definujeme teorii T,, takto:

(1 To =T. Teorie T vznikne z T; tak, ze pro kazdou formuli ¢(x) jazyka

teorie T; pridame novou konstantu c,, a formuli Ix@ — @(x/c,).
Metaindukci vzhledem k n ukazeme, ze T,, je konzervativni rozsireni T.

[ Pro n =0 neni co dokazovat. V indukcénim kroku si stac¢i uvédomit, ze
je-li Ty 1 F 1, mize byt v dakazu formule 1 pouzito jen konecne mnoho
axiomu &7, - -+, &, které nepatri do T;. Uzitim véty o henkinovské
konstanté k-krat po sobé dostavame T; -1, proto T -1 podle L.P.

Uvazme teorii S = | J_, T,,. Teorie S je konzervativni rozsifeni T, nebot’
kazdy dukaz v S pouziva jen kone¢né mnoho axiomu a je tedy dukazem
v né€jakeé T,,. Teorie S je zjevné henkinovska. []
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V nasledujici vété predpokladame existenci dobrého usporadani na
souboru vsech uzavrenych formuli daného jazyka. Je-li uvazovany jazyk
nespocetny, opira se tento predpoklad o axiom vybéru.

Véta 72 (o zuplnovani teorii). Ke kazdé bezesporné teorii existuje jeji
rozsireni se stejngm jazykem, které je uplnou teorii.

Dtikcaz. Bud' T teorie, a necht’ < je dobré usporadani na mnoziné vSech
uzavrenych formuli jazyka teorie T. Pro kazdou uzavrenou formuli ¢
jazyka teorie T definujeme teorii T, induktivné takto:

[l Je-li ¢ nejmensi prvek v usporadani =, klademe T, =T,

)
U T U{p} je-li U T: U{p} bezesporna;

0 Jinak T, = { “°¢ EXe

) Te {9} jinak.

L &<
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Indukci vzhledem k < dokazeme, ze kazdé T, je bezesporné rozsireni T.
[J Je-li ¢ nejmensi prvek v usporadani <, neni co dokazovat.

[ Indukéni krok: Ozna¢me symbolem S teorii | J; _, Te.

[1 Teorie S je nutné bezesporna. Jinak S 1 /A —b pro n€¢jakou formuli
1. Jelikoz tento dukaz pouziva jen konecné mnoho axiomu teorie S,
nutneé existuje & < ¢ takové, ze T: obsahuje vSechny pouzité axiomy.
Proto T: -1 A —), coz je spor s IP.

0 Je-li T, =S U{g}, je T, bezesporna.

[0 Je-li T, = SU{—@j}, je teorie S U {@} sporna. Pokud by byla sporna
takeé teorie S U {—q}, platilo by SU{p|F—@p a SU{~@}F ¢, proto i
SFe——paSk—p — ¢ (uzitim véty o dedukci). Z toho dostavame
S =1 /A —) pro libovolné 1V, nebot’ (A — —A) — ((“A - A) = (VA—))
je vyrokova tautologie (pouzijeme 2x MP). Tedy i S je sporna, coz je
spor s predchozim bodem.
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Uvazme teorii U ktera vznikne sjednocenim vsech T,,. Zjevné U je rozsireni
T a ma stejny jazyk jako T. Pokud by U byla sporna, existoval by dukaz
P A —b v U. Tento dukaz vyuziva pouze konecné mnoho axiomu U, proto

b /A —) je dokazatelna i v néjakeé T, coz je spor. []
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Definice 73. Bud'T teorie, kde jazyk teorie T obsahuje alespon jednu

konstantu. Kanonicka struktura teorie 1 je realizace M jazyka teorie T, kde
[I univerzum M je tvoreno vSemi uzavrenymi termy jazyka teorie T;

[ relizace funkc¢niho symbolu f arity n je funkce fy, ktera uzavirenym

termumt,, - - -, t, priradi uzavieny term f(ty, -, tn);

[ realizace predikatového symbolu P arity m je predikat Py, definovany
takto: Py (ty, -+, t) plati pravé kdyz T = P(ty, -, tm).
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Véta 74 (o kanonické strukture). Necht' T je uplna henkinovské teorie, a

necht jazyk teorie T je jazykem bez rovnosti. Pak kanonicka struktura teorie
T je modelem T.

Dtikaz. Necht’ M je kanonicka struktura teorie T. Ukazeme, ze pro

libovolnou formuli ¢ jazyka teorie T plati nasledujici:
[1 Jestlize ¢ je uzavrena instance formule ¢, pak T - ¢ prave kdyz M = ©.

Jelikoz 1ze (bez jmy na obecnosti) predpokladat, ze prvky T jsou uzavrené
formule, plyne z vySe uvedeného, ze M je model T.

Indukci ke strukture o:

O ¢ =P(ty, -, ty). Bud P(t}, -, t},) libovolna uzaviena instance. Podle
definice kanonické struktury M = P(t},- -t} ) prave kdyz
THPH,, -, th)-
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0 ¢ = —. Bud — libovolna uzaviena instance. Jelikoz ¥ je uzavrena
instance 1, podle IP plati T + {) pravé kdyz M = 1. Dale T - —) praveé
kdyz T t/ 1 (T je bezesporna) pravé kdyz M & ) (IP) pravé kdyz M = —.

0 o =1V — &. Kazda uzavrena instance této formule je tvaru 1 — £, kde 1)

° ~ - ° A ° ~ - °
je uzavrena instance 1 a & je uzavrena instance &.

0 Necht' T+ — £. Jelikoz 1 je uzaviena formule a T je uplna, plati
bud T+ 1) nebo T+ —). V prvém piipadé dale T I £ (MP) a uzitim IP
celkem dostavame M = 1) a M = £. Proto také M = ) — &.

V druhém piipadé T H 1 (T je bezesporna), proto M B U (IP), tudiz
MED = E.

0 Necht M =1 — &. Pak bud’ M i 1) nebo M = £. V prvém piipadé
T U podle IP, tudiz T + —1 nebot’' T je uplna. Proto T - 1 — £ uzitim
tautologie ~A — (A — B) a MP. V druhém pfipadé T I £, proto
T — & uzitim tautologie A — (B — A) a MP.
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0 ¢ = ¥x1. Bud ¥x1 libovolna uzaviena instance. Pak 1)(x), jinak by Vx1

nebyla uzavrena.

0 Necht' T F Vx1. Pak pro libovolny uzavieny term t plati T - (x/t) (P4
a MP). Podle IP M = 1(x/t). Jelikoz tento argument funguje pro
libovolny uzavieny term t, plati také M = Vx1).

0 Necht' T I/ Vx1. Pak také T I/ Vx = (kdyby T I Vx =), dostaneme
dale T+ — (P4 a MP) a T 1 (tautologie —A — A a MP), T - Vx1
(GEN), spor).

Jelikoz T I/ Vx——, plati T - —v¥x——1 nebot’ T je uplna. Tedy

T = Ix—. Jelikoz T je henkinovska, plati T - Ix—) — —(x/c). Tedy
T+ —(x/c) a proto T I/ (x/c) nebot’ T je bezesporna. Podle IP

M EP(x/c), tedy M = —p(x/c). Proto M H Vxp.
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Véta 75. Necht'T je uplna henkinovské teorie, a necht jazyk teorie T je
jazykem s rovnosti. Pak T ma model.

Dtikaz. Bud S teorie (s jazykem bez rovnosti), ktera vznikne rozsirenim T o
novy binarni predikatovy symbol = a axiomy R1-R3. Symbol = v teorii S je
tedy mimologicky a muze byt realizovan ,jakkoliv®. Axiomy R1-R3 jsou v S
.normalni” axiomy. Staci nam ukazat, ze S ma takovy model, kde = je
realizovan jako identita. Takovy model pak jisté bude i modelem T (kde = je

chapano jako logicky symbol).
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Bud M kanonicka struktura teorie S, a necht’ ~ je realizace = v S (tj. t; ~ t
prave kdyz S - t; = t,). Dokazeme, ze ~ je nutné ekvivalence:

[0 reflexivita: S - x=x (R1), S+ Vxx=x (GEN), S F Vxx=x — t=t (P4), S+ t=t
(MP). Tedy t ~ t.

[J symetrie: necht’s ~ t, tj. S - s=t. Plati
SE(x1=y1 Ax2=y2) — (x1=x2 — y1=y2) (R2, = hraje i roli P). Uzitim
GEN, P4 a MP dostaneme S - (s=t A s=s) — (s=s — t=s). Uzitim MP
dostaneme S - t=s.

[] Tranzitivita: podobneé.
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Nyni jiz mtizeme definovat strukturu O pro jazyk teorie S:
[J Nosicem O jsou tridy rozkladu nosice M podle ~.
[J Funkcni symbol f arity n je realizovan takto:
fo(ltil, -+, [tal) = [faa(ty, -, to)]
[J Predikatovy symbol P arity m je realizovan takto:
Pol(lti], -+, [tm]) prave kdyz Pa(t1,- -, tm)

Korektnost této definice (tj. nezavislost na volbé reprezentantu) se dokaze
pomoci R1-R3 podobnym stylem jako vySe. Snadno se ovéri, ze realizaci
uzavreného termu t je ve strukture O je [s] prave kdyz S - s=t. To

znamena, ze predikatovy symbol = je v O realizovan jako identita.
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Zbyva ukazat, ze O je modelem S. Podobné jako ve vété 75 budeme chtit

prokazat, ze pro libovolnou formuli ¢(x1,...,x,) jazyka teorie S plati:
[ Jestlize t1,---,t,, jsou uzavrené termy jazyka teorie S, pak
Tk (P(X] /t1 y - >Xn/tn) préVé kdyz O ): @(X]/[‘q], o >Xn/[tn])'

Jelikoz S je henkinovska a uplna, plati podle véty 75

O TE@x1/tr, -, xn/tn) prave kKdyz M = @(x1/t1, -+, Xn/th)
Staci tedy ukazat, ze

O ME @(x1/t1, -, xn/tn) pravé kdyz O = @(x1/[t1], - -, xn/[tn])

To 1ze lehce provést indukci ke strukture o. ]
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Véta 76 (o uplnosti, Kurt Godel).
Kazda bezesporna teorie ma model.
Pro kazdou teorii T a kazdou formuli je-
jiho jazyka tedy plati, ze jestlize T = o,
pak T - o.

Dtikaz. Jde o jednoduchy dusledek
predchozich vét. ]

Kurt Godel (1906-1978)
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Véta 77. Teorie T ma model, prave kdyz kazda jeji podteorie s konecné
mnoha axiomy (a s minimalnim jazykem, v némz jsou tyto axiomy

Jormulovatelné) ma model.

Dtikaz. Smeér =" je trivialni. Pro opac¢nou implikaci stac¢i ukazat, ze T je

bezesporna (pak T ma model podle véty o uplnosti). Kdyby T byla sporna,
existoval by dukaz formule 1\ A —) v T. Tento dukaz je konecny, vyuziva

tedy jen konecné mnoho axiomu T, které tvori spornou podteorii T,

Spor. ]
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Poznamka 78. Z dilkazu vety 71 plyne, ze kazda bezesporna teorie

s jazykem bez rovnosti ma model kardinality max{|L|, Xy} (pFi rozsireni teorie
na henkinovskou bylo pridano |L| - Xy novych konstant). Toto pozorovani
neplati pro teorie s jazykem s rovnosti (napr. pro T = {Vxx=c}. Nicméné lze
dokazat nasledujici:

Véta 79. Necht'T je teorie a necht pro kazdé n € N existuje model teorie T
jehoz nosi¢ ma mohutnost alespont n. Pak T ma nekonecny model.

Dtikaz. Je-li jazyk teorie T jazykem bez rovnosti, plyne tvrzeni ihned

z poznamky 78. Jinak pro kazdé n € N definujeme formuli

On = VX7 -Vxpdy x9#4y A --- Axn#y ateorii S, = TU {1, -, ¢n}. Podle
predpokladu véty ma kazda S;, model. Podle véty o kompaktnosti ma proto
model i teorie | J; ; S». Tento model je nutné nekonecny a je i modelem
teorie T. L]
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Véta 80 (Lowenheimova-Skolemova). Necht' T je teorie s jazykem L, ktera
ma nekonecny model. Necht k je nekonecny kardinal takovy, ze k > |L|. Pak

T ma model mohutnosti «.

Dtikaz. Necht’ M je nekonec¢ny model T. Jazyk [ rozsirime o systém

{ci | 1 < k) novych konstant a k T pridame axiomy {ci # ¢; | 1,j < KJ.
Obdrzime tak teorii T’. Necht’ K je konec¢na c¢ast T, a necht'cy, -, c,, jsou
vSechny nové pridané konstanty, které se vyskytuji ve formulich teorie K
(takovych konstant je jen kone¢né mnoho). Pokud tyto konstanty
realizujeme navzajem ruznymi prvky nosice M, obdrzime model teorie K.
Kazda konecna cast T’ je tedy splnitelna. Podle véty o kompaktnosti ma
tedy model i teorie T'. Nosic tohoto model ale nutné obsahuje alespon «

navzajem ruznych individui. []



VETA O NEUPLNOSTI. Uvod. 118

[0 Jazyk aritmetiky je jazyk s rovnosti obsahujici konstantu 0, unarni funkéni
symbol S a dva binarni funk¢éni symboly « a +.

[J Vyznacnou realizaci jazyka aritmetiky je (N, *, +), kde univerzem je soubor
vSech nezapornych celych ¢isel, 0 je realizovano jako nula, S jako funkce
naslednika, * jako nasobeni, + jako scitani. (Rela¢ni predikaty jako <, < lze
snadno definovat.)

[J Jednim ze zakladnich kroku Hilbertova programu formalizace matematiky meélo
byt vytvoreni rekurzivni a tplné teorie T jazyka aritmetiky.

[0 Slovem ,uplné“ se mysli, ze T - ¢ prave kdyz ¢ € Th(Ny, %, +) (Tj. formule
dokazatelné v T jsou prave formule pravdive v (Np, , +)).

[J Slovo ,rekurzivni® intuitivné znamena, ze musi byt ,mechanicky ovéritelné®,
zda dana posloupnost symbolu je ¢i neni dukazem v T (moznych formalizaci
tohoto pojmu je vice).

[l Z Godelovych vysledku plyne, ze takova teorie neexistuje.
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[J Definoval pojem Turingova stroje a
s jeho pomoci ukazal, ze problém
pravdivosti formuli prvniho radu je

nerozhodnutelny.

[J Povazovan za zakladatele informatiky
(jako vedy).

[J Turinguv stroj je matematickym mo-
delem ,hloupého odvozovace®, ktery
ma k dispozici papir, tuzku a gumu,
a ktery si pamatuje kone¢cné mnoho
schémat axiomau.

[J Vyznam Turingova stroje coby modelu
realnych vypocetnich zarizeni se pro-

jevil az v druhé poloviné 20. stoleti.
Alan Turing (1912-1954)
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Zakladni pojmy:

[J Je-li X konec¢na abeceda, znaci symbol 2* soubor vSech konec¢nych slov
slozenych z prvka = (prazdné slovo znacime symbolem ¢).

[1 Jazyk nad abecedou X je podmnozina >*.

[J Turinguw stroj je matematicky model vypocetniho zarizeni, ktere€ je
vybaveno konecné-stavovou ridici jednotkou (,hlava odvozovace®),
jednosmeérné nekonecnou pracovni paskou (,papir®), a Cteci/zapisovou
hlavou (,tuzka/guma®).

[I Na zacatku vypoctu je na pasce zapsano konec¢né vstupni slovo, hlava
je na nejlevéjsi pozici, a stavova jednotka je v pocatecnim stavu.

[J Stroj na zakladé svého momentalniho kontrolniho stavu a symbolu pod
cteci hlavou provede ,vypocetni krok®, tj. zmeéni svuj kontrolni stav,
nahradi symbol pod ¢teci hlavou jinym symbolem, a posune cteci hlavu
vlevo nebo vpravo.



VETA O NEUPLNOSTI. Turingtv stroj (neformalné). (121

[1 Vypocet se zastavi, pokud stroj dojde do konfigurace, jejiz kontrolni

stav je alkceptujici nebo zamitagjici. Pro néktera slova muze stroj také
nezastavit (cyklit).

[] Vstupni slovo je akceptované, jestlize stroj po konecné mnoha krocich
dojde do akceptujici konfigurace. Soubor vsech vstupnich slov, ktera

stroj akceptuje, tvori jazyk akceptovany danym strojem.
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Definice 81. Turingtiv stroj je devitice M = (Q, X, I, B, e, 0, qo, Acc, Rej), kde
I Q _je konec¢ny soubor kontrolnich stavt;
). je konecna vstupni abeceda;
[ je konecna paskova abeceda (kde - C T');

[]

[]

I B eI je prazdny znak;

[0 e €I je znak konce pasky;
[]

0:Q xI'—= Q xTI'x{L,R} je prechodova funkce, kde pro kazdé p < Q plati
5(p,e) = (q,,R) prongjaké q € Q;

]

qo € Q je pocatecni stav;
[J Acc C Q je mnozina akceptujicich stavti;

[1 Rej C Q\Acc je mnozina zamitajicich stavtl.
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(1 Konfigurace stroje M je konecna posloupnost symboll tvaru exq3, kde
o, el aqe Q. Akceptujici resp. zamitajici konfigurace je konfigurace tvaru
e 3 kde q € Acc resp. q € Rej. Koncova konfigurace je konfigurace, ktera je
akceptujici nebo zamitajici. Soubor vsech konfiguraci stroje M znacime Conf .

[0 Krok vypoctu je funkce step : Conf,, — Conf,,, ktera je pro koncové
konfigurace definovana jako identita a pro nekoncové konfigurace takto:

(yXZrp) jestlize 6(q,Y) = (r,Z,R)
(yrXZp) jestlize 6(q,Y) = (r,Z,L)

0 step(yXqYp) =

[ step(yXq) = step(yXqB)

[J Slovo w € X™ je akceptované strojem M, jestlize existuje k € N takove, ze
step®(qo @ w) je akceptujici konfigurace. Jazyk akceptovany strojem M,
oznacovany (M), je soubor vSech w € ", které jsou akceptované strojem M.
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[0 Jazyk L C X7 je rekurzivne vycislitelny, jestlize L = L(M ) pro n€jaky Turinguv
stroj M.. Jazyk L C X~ je rekurzivni, jestlize L = L(M) pro n€jaky Turinguav stroj
M, ktery zastavi pro kazdé vstupni slovo. Jednoduché pozorovani je, ze jazyk
[ C " je rekurzivni pravé kdyz L i L jsou rekurzivneé vy¢cislitelné (kde L = "\ ).

[J Predpokladejme, ze kontrolni stavy a symboly paskové abecedy kazdého
Turingova stroje jsou prvky néjakeé fixni spocetné mnoziny (to 1ze bez ijmy na
obecnosti). Pak kazdy Turinguv stroj M 1ze jednoznacné zapsat jako slovo
code(M ) nad abecedou {0, 1}. Podobné kazdé vstupni slovo w stroje M lze
jednoznacneé zapsat jako slovo code(w) nad abecedou {0, 1}. Navic miizeme
predpokladat, ze kazdé slovo v € {0, 1}" je kodem né€jakého Turingova stroje M,
a néjakého vstupniho slova w, stroje M,,.

[J Uvedené kodovani umoznuje zkonstruovat univerzalni Turinguv stroj U se
vstupni abecedou {0, 1, #} takovy, ze pro kazdé slovo tvaru u#v, kde u,v € {0, 1}",
plati, ze U akceptuje u#v pravé kdyz stroj M., akceptuje slovo w,,.

[J Uvazme jazyk Accept = {u#v | M, akceptuje w, }. Podle predchoziho bodu je
Accept rekurzivneé vycislitelny. Ukazeme, ze Accept neni rekurzivni. Podle
jednoho z predchozich bodu pak jazyk Accept neni rekurzivnée vycislitelny.
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Véta 82. Jazyk Accept neni rekuzivni.

Dtikaz. Predpokladejme, ze existuje Turinguv stroj M, ktery zastavi pro
kazdé vstupni slovo a (M) = Accept. Bud M’ stroj se vstupni abecedou

{0, 1}, ktery funguje nasledovne:
[0 M’ pro dané vstupni slovo u nejprve ,,vyrobi“ na pasce slovo u#u.

[0 Pak M’ presune c¢teci hlavu tuplné vlevo a dale se zacne chovat jako
stroj M s tim rozdilem, ze se zaméni akceptujici a zamitajici stavy.

[0 Vysledkem je, ze u € [(M’) prave kdyz u#u ¢ L(M)
Necht’'v = code(M’). Plati w, € L(M')?

[0 Ano. Pak v#v ¢ L(M), tj. M,, = M’ neakceptuje w,,, spor.

[0 Ne. Pak v#v € L(M), tj. M,, = M’ akceptuje w,,, spor.

Z predpokladu existence stroje M se nam podarilo odvodit spor. Stroj M

tedy neexistuje. ]
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Jednim z pokusu o vytvoreni rekurzivni a uplné teorie aritmetiky byl
nasledujici systém nazyvany Peanova aritmetika (seznam Peanovych
axiomu byva v literature uvadén v raznych podobach):

Vx S(x) # 0
VxVy S(x)=S(y) — x=y

Vx x+0 =x

[]

[]

[]

O vxVy x+S(y) = S(x+y)
O Vx xx0 =0

O VxVy x*xS(y) = (x*xy) + x
[]

(@(0) AVX (@(x) — @(S(x)))) — Vx @(x), kde ¢ je formule s jednou volnou
promennou x.
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Kazdou formuli jazyka aritmetiky je mozné zapsat jako slovo nad abecedou
v, +,%,0,S,(,),¥,—,—,=}]. Rizné promeénné zapisujeme jako retézce slozeneé
z v razné delky (napr. misto x,y,z muzeme psat v, vv, vvv apod.)

Systém vSech formuli dokazatelnych v Peanoveé aritmetice muzeme chapat

jako jazyk nad vyse uvedenou abecedou. Oznacme tento jazyk Provable.

Véta 83. Jazyk Provable je rekurzivné vycislitelny.

Dukaz vety 83 je technicky, neopira se ale o zadné hlubsi pozorovani.
Prislusny Turinguv stroj jen systematicky generuje vSechny mozné dukazy
a akceptuje v pripade, kdy nalezne dukaz formule, ktera je zapsana jako
vstupni slovo.

Uvedeny argument plati pro libovolnou ,rozumnou” teorii.
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Necht Valid je jazyk nad abecedou {v, +, *,0, S, (, ), V, —, —, =} obsahujici zapisy vSech
formuli teorie Th(Ny, *x, +). Nasim cilem je dokazat, ze Valid neni rekurzivne
vycislitelny jazyk, tj. Provable # Valid.

Véta 84. Jazyk Valid neni rekurzivné vycislitelny.

Dtikaz. Ukazeme, ze existuje Turinguv stroj M, ktery pro kazdé vstupni slovo v nad
abecedou {0, 1, #} zastavi a to v takové konfiguraci, kdy je na pasce zapsano slovo w
nad abecedou {v, +,%,0,S,(,),V, —,—~, =] takové, ze v € Accept prave kdyz w € Valid.
Pokud by tedy jazyk Valid byl akceptovany néjakym strojem M’, stacilo by ,napojit
stroje M a M’ za sebe” a dostali bychom stroj akceptujici jazyk Accept, coz je spor.
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Stroj M nejprve ,proveri” vstupni slovo: pokud neni tvaru u#v, M smaze vstupni
pasku a zapise na ni (néjakou) nepravdivou formuli. Jinak M ,nalezne” prvocislo p,
takove, ze p > |I']- (|Q|+ 1), kde I je paskova abeceda stroje M, a Q soubor
kontrolnich stavia M,,. Pozorovani:

[ Jestlize zapisujeme cisla v soustavé o zakladu p, potrebuje p ,Cislic”
0], -+, [p—1]. Kazdé dvojici tvaru [X,q] a [X,—], kde X € ', g € Q a — je novy
symbol, 1ze tedy priradit jedinecnou ,cCislici“. Dale nebudeme rozliSovat mezi
symboly [X, q] (prip. [X, —]) a jim prirazenymi cCislicemi.

[1 Kazdou konfiguraci stroje M,, pak lze prirozené zapsat jako ¢islo v soustave o
zakladu p. Napfr. konfiguraci eXqYZBCC zapiSeme jako cislo

[C) _] [Ca _] [B) _] [Z) _] [Ya q] [X) _] [‘) _]

[0 M. akceptuje slovo w, prave kdyz existuje konecna posloupnost konfiguraci
o, X1, -, &y S nasledujicimi vlastnostmi:
[0 «o je pocatecni konfigurace qo e w,,.
[0 o1 = step(wi) prokazdé 0 <i<n

[ on je akceptujici.
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[J Bez jjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze zapisy konfiguraci
oo, X1, -+, Xy Majli stejnou délku, kterou oznacime c. (Zapisy ,kratkych®
konfiguraci lze totiz zprava doplnit ,,prazdnym® znakem B; tim se predchozi
podminky neporusi, pouze zapis pocatecni konfigurace muze navic obsahovat

pridana B.)
[ Posloupnost konfiguraci «o, o1, -+, xn 1ze tedy opét zapsat jako cislo v soustave
o zakladu p. Zapis tohoto cisla vypada takto: [otn] [otn—1] - [xo], kde [«i] je zapis

konfigurace o tak, jak bylo popsano vyse.

[0 Sestrojime formuli ACOMP(y), ktera rika, ze y reprezentuje akceptujici vypocet
stroje M, na slove w,. Tj. ACOMP(y/k) plati prave kdyz zapis cisla k v soustave
o zakladu p je zapisem akceptujici vypocetni posloupnosti stroje M., na slové

Wy .

[J Konstrukce ACOMP(y) je ,algoritmicka“, tj. realizovatelna strojem M. Ten tuto
formuli ,vypocte“, na pasku zapise formuli —Jy ACOMP(y) a prejde do
akceptujiciho stavu.
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0 Sestice ([a], [b], [c], [d], [e], [f]) symbolii p-arni soustavy je kompatibilni, jestlize
existuji konfigurace « a o’ stroje M,, takové, ze
[0 o a o maji stejnou délku;
0 o = step(«);
[0 existuje i takové, ze v p-arnim zapisu konfigurace « (resp. «’) se na mistech
1,141, 1+2 vyskytuji symboly [a], [b], [c] (resp. [d], [e], [f]).

Necht C je soubor vSsech kompatibilnich Sestic.

[0 Necht [«] a [«'] jsou zapisy konfiguraci stroje M., v p-arni soustaveé, a necht’
tyto zapisy maji stejnou délku c. Pak «’ = step(«) pravé kdyz pro kazdé
1 <1i<c—2plati, ze trojice symbolu na pozicich i,i+1,i+2 v [x] nasledovana
trojici symbolt na pozicich i,i+1,1+2 v [«] tvofi kompatibilni Sestici.
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[J Nyni sestrojime nékolik formuli:
0 ,Cislo y je mocninou p.“ (Zde p je prvocislo vypocétené vyse.)
POWER, (y) = Vz((DIV(z,y) A\ PRIME(z)) — z=p)
[ .V p-arnim zapisu v se na log (y)-tém misté zprava vyskutuje symbol [b]".
(Za predpokladu, ze y je mocnina p)
DIGIT(v,y,b) = Juda (v=a+by+upy A a<y /A b<p)
[J .V p-arnim zapisu v se od log (y)-t€ho mista zprava vyskytuji postupneé [b],
(c], [d]“. (Za predpokladu, Ze y je mocnina p.)
3DIGIT (v,y,b,c,d) = 3FJuda(v=a+by+cpy+dppy+upppy
A a<y A b<p N c<p A d<p)

[,V p-arnim zapisu v tvori trojice po sobé jdoucich symbolt od pozice log  (y)
zprava nasledovana trojici po sobé jdoucich symbolti od pozice log  (z)
zprava kompatibilni Sestici.” (Za predpokladu, ze y i z jsou mocniny p.)

MATCH(v,y,z) = \/ 3DIGIT(v,y, a, b, c)
([al,[b],[cl,[d],le],[f])€C
/\ 8DIGIT(v,z,d,e,f)
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U .V p-arnim zapisu v se prvnich log (d) znaktu shoduje se zapisem vypoctu
stroje M., na slové w,, kde délka zapisu konfiguraci je log  (c). (Za
predpokladu, ze d i c jsou mocniny p.)"

MOVE(v,c,d) = Vy ((POWER, (y) /\ yppc<d) - MATCH (v, y, yc))

[0 ,V p-arnim zapisu v je korektné zapsana pocatecni konfigurace [a.] - [ao]
doplnéna zprava o prazdné symboly tak, aby celkova délka zapisu byla
log (c).” (Za predpokladu, ze c¢ je mocnina p.)

START(v,c) = /\ DIGIT(v,p',ai) A p" <c
1=0
A Yy ((POWER, (y) N\ p"<y<c) — DIGIT(v,y,k))

[J .,V p-arnim zapisu v se vyskytuje symbol s akceptujicim kontrolnim
stavem.“ Necht’' H je soubor vSech p-arnich cislic tvaru [X, q], kde X € I" a
q je akceptujici kontrolni stav stroje M,,.

ACC(v,d) = 3y (POWER, (y) A y<d A \/ DIGIT(v,y,a))
[aleH
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[J ,p-arni zapis v je zapisem akceptujiciho vypoctu stroje M., na slové w,.”
ACOMP(v) = dcdd(POWER,(c) N POWER,(c) N c<d N v<d
A\ START (v,c) /A MOVE(v,c,d) \ ACC(v,d))



