Ctvrty zapoctovy test — A

Priklad 1 (1 bod). Rozhodnéte, zda je matice

1 1 1 1
1 (1 1 -1 —1
Q—E' 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

ortogonalni. Svou odpovéd musite zdtvodnit.

Priklad 2 (2 body). Jestlize linedrni transformaci F' : R® — R3 reprezentuje v n&jaké
béazi oznacené jako a matice

4 1 0
-1 8 4
0 5 -1

a linearni zobrazeni G : R?* — R® zad4ava v bazi o prostoru R? a bazi 3 prostoru R® matice

—2
—1

DN N WO
|
IS
ENEEN BPN I R

urcete matici reprezentujici linearni zobrazeni G o F' v bazich « a 3.

Priklad 3 (3 body). Naleznéte Ker L a Im L linearniho zobrazeni R?* do R? zadaného
vztahem

L((z1, 9, 23)) = (311 + 23 + 23,421 + 229 + 33, 221 + T3)

pro libovolny vektor (z1, s, z3) € R3.

Piiklad 4 (1 bod). Kdy jsou dvé ¢tvercové matice A a B stejného fadu (téhoz roz-
méru) podobné? Uvedte definici nebo néjakou nutnou a soucasné postacujici podminku.



Piiklad 5 (2 body). Vypocitejte (i jinak urcete) ortogonalni doplnék (komplement)
podprostoru U prostoru R*, jestlize je nadrovina U generovana vektory

(1,-8,0,1), (11,3,0,1), (4,0,0,—1), (0,5,0,6), (—11,-3,0,1).

Piiklad 6 (2 body). Necht je déno n € N. Zvolme n riznych bodud zy,...,z, € R.
Potom v prostoru P, redlnych polynomu stupné nejvyse n pro libovolné funkce p,q € P,
polozme

(pq) ==Y plwx) - qlax).

Dokazte, nebo vyvratte, Ze se jedné o skalarni soucin. Pokud se jednd o skalarni soucin,
urcete vzdalenost vektoru 1 a —1 v P,.

Piiklad 7 (3 body). V trojrozmérném realném prostoru se standardnim skalarnim
sou¢inem urcete odchylku (smérového vektoru) pfimky zadané rovnicemi

r+y+32=0,

r—y— z2=0
od roviny

2r+y+2=0

metodou nejmensim ¢tverci (jiny zptsob vypoctu nebude uznan).
Uvédomte si, ze byste mohli zac¢it vypoctem ortogonalnich dopliki.

Piiklad 8 (1 bod). Napiste néjakou ortonormalni bazi prostoru Matgyo s tzv. Frobe-
niovou normou. (Norma v tomto piipadé (viz cviceni) zpétné urcuje skaldrni soucin — tim
i pojem kolmosti vektort.)



Ctvrty zapoctovy test — B

Piiklad 1 (1 bod). Vypocitejte stopu matice

-7 —6m =5
2 T 714
12\ V3 0

Piiklad 2 (2 body). Dokazte zobecnéni Pythagorovy véty v podobé:
Je-li V' vektorovy prostor se skalarnim soucinem, potom pro libovolné dva v ném na sebe
kolmé vektory wu, v plati
2 2 2
lutol]” = [ul]”+ o]

Piiklad 3 (2 body). Necht jsou dany dvé baze
a=((1,0,-1,2,3),(-2,1,4,-3,1)), B=((0,1,2,1,7),(~1,2,5,0,11))

né&jakého podprostoru R®. Uréete matici prechodu od baze o k bazi 3 a poté matici pre-
chodu od béze [ k bazi a. Explicitné uvedte, kterd matice je ktera.

Piiklad 4 (3 body). Naleznéte vSechny hodnoty parametri &, x € R, pro které jsou
vektory (0, +2,6+1,&+1)a(x—2,1—x,x+1,3—x) v euklidovském (Euklidovském)
prostoru R* normované. (Samoziejmé, pro kazdy vektor zvI4st.)

Priklad 5 (2 body). Necht je zad4no linedrni zobrazeni F': Matyyo — R? piedpisem

a b 5 1 a b
F.(C d)r—>(—a+b+§c+§d,—2a+b+20+d), (c d)eMatgxz.

Urcete matici reprezentujici toto zobrazeni v bazich

G G 6o (0o

(1,0), (0,1).



Piiklad 6 (2 body). Body v roviné [1,0], [—3,0], [-1,4], [0,2], [-2,0] prolozte re-
gresni piimku. Naleznéte tedy nejlepsi aproximaci (minimalizujte hodnotu sou¢tu obsahti
¢tverci s délkami stran rovnymi velikosti rozdilu soufadnic y pro jednotliva x) téchto bodt
primkou za pomoci metody nejmensich ¢tverct.

Priklad 7 (2 body). V euklidovském (Euklidovském) prostoru R® uvazujte podpro-
stor uréeny vektory (1,1,—1,—1,0), (1,—1,-1,0,—1), (1,1,0,1,1), (1,0, —1,1,1). Na-
leznéte néjakou ortogonalni bazi jeho ortogonalniho dopliku.

Piiklad 8 (1 body). Ve vektorovém prostoru redlnych 2 x 2 matic je libovolnym

dvéma maticim , ;
a e
a= () 2= 1)

prifazeno realné ¢isloa-g+b- f+4c-e+d-g. Jedna se o skalarni souc¢in? Svou odpovéd
musite odtvodnit.



Ctvrty zapoctovy test — C

Priklad 1 (3 body). V euklidovském (Euklidovském) prostoru R* naleznéte néjakou
ortogonalni bazi podprostoru vsech linedrnich kombinaci vektoru (1,0,1,0), (0,1,0,—7),
(4, —2,4,14) a podprostoru generovaného vektory (1,2,2,—1), (1,1, -5,3), (3,2,8, 7).

Piiklad 2 (2 body). Necht je linearni transformace f : Py — P, reprezentovana
v bazi (1, z,2?) matic

-1 -1 0

Jaka je maticova reprezentace tohoto zobrazeni v bazi

(z—2® 2 +1 -2, —1)?

Priklad 3 (1 bod). V euklidovském (Euklidovském) prostoru R* najdéte néjakou bazi
ortogonalniho dopliitku podprostoru U C R* zadaného systémem homogennich linearnich
rovnic

I1+l’2+l’3+$4:0,
Ty — xy + 23 — x4 = 0,
ZL’1-ZL‘2-£L‘3-|—ZL‘4:0.

(Pfedeslym se rozumi, ze U je podprostorem R* vSech feSeni dané homogenni soustavy.)
Nepocitejte, premyslejte.

Pfiklad 4 (2 body). Dopliite posloupnost vektortt 1 — % + 23 1+ 2%+ 23, 1 —z — 2®
na néjakou bazi Ps.

Piiklad 5 (2 body). Uvedte Cauchy-Schwarzovu nerovnost a dokazte, ze pro kaz-
dé n € N a libovolna realna ¢isla x1, xs, ..., x, plati odhad

x1+x2+~-~+xn<\/x%+x§+--~+x%
n n '



Piiklad 6 (1 bod). Necht je dan euklidovsky (Euklidovsky) vektorovy prostor R™.
1
Urcete Gemu se rovna {0}* a (R")"? Cemu potom <(R”)l> a ({O}L)l?

Priklad 7 (3 body). V euklidovském (Euklidovském) prostoru R* naleznéte ortogo-
néalni projekci vektoru (—2,2,2,5) do podprostoru ((1,1,—1,2),(3,1,0,1),(2,0,1,—1) ).

Piiklad 8 (1 bod). V prostoru R", kde n € N je libovolné, definujte néjaké dvé navza-
jem rtzné normy. Alespon v jednom pripadé poté uvedte, zda je dand norma odvozena od
skalarniho soucinu, tj. napiste, zda existuje takovy skalarni soucin na R", ktery indukuje
pravé tuto normu.



Ctvrty zdpoctovy test — D

Piiklad 1 (1 bod). Rozhodnéte, zda jsou (¢i nejsou) matice

1 8 =9 21 1
A=10 7 159 |, B=|4 2 3
0 7 1123 0 0 V113

podobné.

Priklad 2 (3 body). Stanovte dim Ker A7 je-li:

a) A=

= Ot Ot N
—= Ot =N
=N W
— N W

b) Im A ={k-(1); k € R};
¢) Im A={k-(1,2)" +1(0,-1)7; k,1 € R}.

Ptiklad 3 (3 body). Necht je dano linearni zobrazeni f : R® — R3. Urcete matici
transformace f v bazi ¢ prostoru R? tvoiené po fadé vektory

1 0 0
o], (1], [o
0 0 1
Tj. pfi znaceni ze cvifeni najdéte (f). ..
Pritom vite, ze
2 1 0 1 1 2
f 3 =\|1), f 1 =11, f 0 =111,
5) 1 2 —1 0 2

kde vsechny uvedené vektory jsou vyjadreny ve standardni bazi €.



Piiklad 4 (1 bod). Vypiste vSechny ortogonalni matice fadu 1 (tj. rozméru 1 x 1).

Pfiklad 5 (2 body). Necht jsou v euklidovském (Euklidovském) prostoru R* dény

vektory
(1,-2,2,1), (1,3,2,1).

Dopliite tyto dva vektory libovolnym zptisobem na ortogondlni bazi celého R*. (Mtzete
k tomu vyuzit kupf. Gram-Schmidttiv ortogonalizacéni proces.)

Pr¥iklad 6 (2 body). Jsou v euklidovském (Euklidovském) prostoru R* vektory

a) (1,-2,2,1), (1,3,2,1), (-1,0,1,-1),
b) (1,0,1,4), (1,—4,0,—1),

) (1,2,v/3,4),

d) (-=1,0,1,0), (=1,0,—1,2), (8,4,8,8)

ortogonalni? Tj. ptdme se (protoze dané vektory jsou vzdy linedrné nezavislé), zda tvorii
ortogonalni bazi podprostoru, ktery generuji? Ano, ¢i ne?

Priklad 7 (3 body). V realném prostoru R? se standardnim skaldrnim sou¢inem naj-
déte metodou nejmensich ¢tverct bod roviny ( (1,1, —2),(3,1,—1)), ktery je nejblize bo-
du [3,-7,8].



