TTeti zapoctovy test — A

Piiklad 1 (1 bod). Rozhodnéte, zda jsou matice

40 -5 72 0
A=[2 7 159 |, B=[0 0 3
2 7 1123 0 —1489 /113

fadkové ekvivalentni. Svou odpovéd musite zdtvodnit.

Piiklad 2 (2 body). Za pomoci vypoctu inverzni matice vyteste
1’1+I2+I3+[L‘4:2,

IE1+1’2—IE3—ZE4:

3,
x1—$2+$’3—l’4:3,
)

Ty — To — Ty + Ty =

Priklad 3 (2 body). Nechf je dana mnozina
X={1+22—2°6+2°1—2—32° 2" —2® 12" 2% — 2* 2* — 427}
realnych polynomu v P. Zjistéte, zda patii polynom
—32° 4 22 + 62+ 15

do vektorového podprostoru P generovaného mnozinou X.

Priklad 4 (2 body). Jestlize linedrnimu zobrazeni F' : R* — R? piislusi (vzhledem ke
standardni bazi R?) matice

4 1 0
-1 8 4
0 5 -1

a linedrnimu zobrazeni G : R* — R® odpovid4 (vzhledem ke standardnim béazim) matice

0 -2
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urCete matici, ktera zadava linearni zobrazeni G o F' (vzhledem ke standardnim bézim).

Piiklad 5 (2 body). Najdéte vSechny matice @), pro které plati

=5 3) ()

Zaroven dokazte, ze jste uvedli vSechny takové matice — ze zadna jind matice ) spliujici
podminku (%) neexistuje.

Piiklad 6 (2 body). Zjistéte, jestli je mnozina V = {(a,b); a,b € R} s operacemi
&:VxV->V, (a,b)®(c,d):=(a+c,b+d), a,bc,deR,
O:RxV =V, ko(a,b):=(2ka,2kb), a,bkeR

vektorovym prostorem? Pokud ne, které z axiomu Al, A2, ..., A8 nesplniuje? Pouze do-
pliime, Ze podminky Ul a U2 ocividné plati.

Priklad 7 (2 body). Urcete ¢islo t € R tak, aby vektory u,v € R3 byly navzajem
kolmé, je-li:

a) u= (t727 _1)7 v = (17 _ta 3))
b) u=(1,1,2t), v=(tt,—1);
c) u=(1,2-1t3), v=(-t,2,1+1).

Piiklad 8 (2 body). Spocitejte determinant m x m matic (m € N, m # 1)

0 11 .- 11

2 1 0 --- 0 0

z3 01 --- 00

P = S oo

Tm—1 0 0 10

Tm 0 0 - 01

a

1-m 1 1 1
1 1—-m 1 1



TTeti zapoctovy test — B

Piiklad 1 (2 body). Spocitejte determinant matice

1 23 456
6 5 4 3 21
123400
4 32100
120000
210000

Piiklad 2 (1 bod). Definujte skalarni sou¢in dvou vektori v R™ a uvedte, co zna-
mend, kdyz o dvou n-rozmérnych realnych vektorech fekneme, zZe jsou kolmé, a kdyz o nich
fekneme, 7e jsou linearné (ne)zavislé. (Cislo n € N je libovolné.)

Piiklad 3 (2 body). Vypocitejte

-10 4 1 3 -10
(3 _11 _31) 1 2 =5]-(0 -1 1 0
0 1 2 2 2 40

Urcete také hodnost vysledné matice.

Priklad 4 (2 body). Linearni zobrazeni F : R® — R* je zad4no vztahem
F((ZEl, Ta, 1’3)) = (2[1)3 — T, 5?1)3 + 1, 0,[1)1 - 2.732 + 71’3), T1,T2,T3 € R.

NapiSte matici — ozna¢me ji jako A, kterd toto zobrazeni zadava (vzhledem ke standardnim
bazim), a urcete dim Ker A a dim Im A.

Piiklad 5 (2 body). Jakou dimenzi mé prostor redlnych polynomi stupné nejvyse n,
pricemz n € N je blize neupfesnéné. Uvedte néjaké dvé jeho navzajem odlisné baze.

P¥iklad 6 (1 bod). Uvedte n&jaky vektorovy prostor, ktery neméa kone¢nou bézi. (Ri-
kéme, Ze ma nekonecnou dimenzi.)



Piiklad 7 (1 bod). Naleznéte inverzni matici k n X n matici (n > 1)

2—n 1 1 1
1 2—n 1 1
A=
1 1 2—n 1
1 1 1 2—-n
Napovézme, Ze
01 1 1
10 1 1
Al=a-|1 1 0
S
11 1 0

pro néjaké a € R.

Piiklad 8 (2 body). Necht jsou dany né&jaké linedrné nezavislé vektory u, v, w, z v né-
jakém vektorovém prostoru V. Zjistéte, zda jsou ve V' linedrné zavislé, ¢i nezavislé, vektory

u — 8v, 3u+w— 2,

u—4v+w+ 2z,
4v 4+ 8w + 4z.

Piiklad 9 (2 body). V zévislosti na hodnoté parametru a € R rozhodnéte o Fesitel-
nosti (mé, nebo nemé feSeni), resp. o poctu fesSeni (bez hledani téchto FeSeni) soustavy
linearnich rovnic, ktera je zadana matici pridruzené homogenni soustavy

4 1 4 a
2 3 6 8
3 2 5 4
6 -1 2 -8
a vektorem pravé strany

2

5

3



Treti zapoctovy test — C

Piiklad 1 (1 bod). Co znamen4, kdyz o néjakém systému linedrnich rovnic fekneme,
ze je konzistentni, nebo nekonzistentni?

Piiklad 2 (1 bod). Uvedte piiklad ¢tvercové pétirozmérné matice A, jejiz vSechny
prvky jsou nenulové, takové, ze
det A=|A|=0.

Piiklad 3 (2 body). Uzitim Kramerova pravidla (jiny zptsob vypoctu nebude uznan)
vypocitejte
4o + dy + 4z = 2,

4o 4+ 2y + 62 = 0,
2v + 4y + 2z = 2.

Priklad 4 (3 body). Libovolnym zptisobem uréete A~!, jestlize je

a) A= (—i ;) , pri¢emz ¢ je imaginarni jednotka,

1 -5 -3
by A=|-1 5 4
-1 6 2

Piiklad 5 (2 body). Zjistéte, zda matice
1 0 1 4
1 —2) \o —1)°
-5 0 1 -2
3 0/)° 0 3

tvori bazi vektorového prostoru Matgyo.



Piiklad 6 (2 body). Necht je zobrazeni I’ : Maty,o — Matoys zadéno predpisem

HMZC;Q-X+X-G?> X € Matayo. (%)

Rozhodnéte (a svou odpovéd odivodnéte), zda je F' linedrni. Pokud je linearni, lze jej
reprezentovat vhodnou matici — ozna¢me ji jako A (néjakou takovou — tato matice, pokud
je F linearni, neni ddna jednoznacné). Je-li F' linearni, uréete dim Ker A a dim Im A.

Piiklad 7 (2 body). Rozhodnéte, zda existuje homogenni soustava linedrnich rovnic
tIi redlnych proménnych, jejiz mnozinou feseni je:

a) {(07070>}5

b) {(0,1,0),(0,0,0),(1,1,0)};
c) {(z,1,0); z € R};

d) {(0,2z,z); x € R}

Piiklad 8 (1 bod). Ktery z nasledujicich vztaht
a) h(A) =dim Im A,
b) (A7) = 4,
c) A urcuje linearni zobrazeni R™ do R",
d) n=h(A)+ dim Ker A

neplati pro vSechny realné matice A o rozmérech m x n? Napiste ,a“, ,b“, ,c*“ nebo ,d*.
(Cisla m,n € N jsou libovolna.)

Piiklad 9 (1 bod). Necht jsou dany dvé symetrické matice A a B. Plati, Ze pokud je
jejich soucin symetrickou matici, potom matice A a B komutuji?



TTeti zapoctovy test — D

Piiklad 1 (2 body). Za pomoci nésobeni elementarnimi maticemi zprava vypocitejte
soustavu linearnich rovnic
3r — 5y + 2u + 4z = 2,

Sr + Ty — 4du — 62 = 3,
Tr — 4y + uw + 3z = 5.

Piiklad 2 (2 body). V redlném trojrozmérném prostoru urcete néjaky (lhostejno
jaky) nenulovy vektor w kolmy k obéma vektorim u a v. Pfitom

a) u=(1,-1,2), v=(3,1,1),
b) u=(1,0,1), v=(—1,3,2),
c) u=(1,-1,3), v=(0,0,1).

Piiklad 3 (2 body). Napiste néjaké dvé matice A a B, které maji nuly na (hlavni)
diagonale a které splnuji tyto tii podminky

A2 =], B*=—-I A+ B*=0,

pricemz symbolem [ oznacujeme jednotkovou a symbolem 0 nulovou ¢tvercovou matici
stejného rozméru, jakého jsou matice A a B.
Dale uvedte néjakou matici C, pro niz zaroven plati

C*=C, C#1I, C#NO.

Piiklad 4 (3 body). Vypocitejte adjungované matice k maticim

3 -2 0 -1
0 2 2 1 1+4i 2
@y 2 3 of ©® (3—2@ 6)’

0 1 2 1

pricemz ¢ oznacuje imaginarni jednotku.



Piiklad 5 (3 body). Vyfeste nize uvedenou maticovou rovnici, tj. naleznéte vSechny
dvojrozmérné c¢tvercové matice X, pro néz plati

(1967

Piiklad 6 (2 body). Zjistéte, zda je mnozina V = {(1,z); x € R} s operacemi
@: VxV-V (1L,y)&(l,2):=(1l,z+y) pro viechna y,z € R,

O:RxV -V, z0(1,y):=(1,y-2) pro vSechna y,z € R

vektorovym prostorem? Které z axiomt A1, A2, ... A8 spliuje? Plati podminky Ul a U27?
Své odpovédi musite zdivodnit!

Ptiklad 7 (1 bod). Napiste matici zobrazeni rotaci o tthel ¢ kolem osy y v R3.



TTeti zapoctovy test — E

Piiklad 1 (3 body). Necht je dan vektorovy prostor V' a néjaka jeho baze tvofena
vektory u, v, w, z a vektorovy prostor U a dva v ném linearné zavisle vektory x, y. Zjistéte,
zda jsou (v danych vektorovych prostorech V' a U) vektory

a) u—3v+z, v—bw—2z Bw—-T7z, u—8lw+z
b) -3y, br—y

linearné zavislé, nebo nezavislé.

Piiklad 2 (2 body). Za pomoci Frobeniovy véty rozhodnéte o fesitelnosti soustavy
linearnich rovnic
31’1 + 3I2 + x4 =

)

1
2x1 + 39 — x4 = 8§,
2x1 — 319 + x4 = 4,
3r1 — 229 + 14 = 6

Tedy urcete, jestli ma, ¢i nema feSeni.

Piiklad 3 (2 body). Uvedte definici transponované matice k libovolné matici C. Co
znamena, ze dvé ¢tvercové matice A a B stejného rozméru komutuji? Co znamend, kdyz
o nich fekneme, ze A a B jsou (fadkové) ekvivalentni?

Piiklad 4 (2 body). Jsou mnoziny
U — {(ala ag, as, CL4); ai, az,as3, a4 S R7 ap — 5@3 + \/5(14 — 0}7

V' = {(b1,ba,b3,b4); by, b2,b3,b4 € R, by = 1},
W = {(¢17¢27¢37¢4); ¢17¢27¢37¢4 S Ra Cbl - ¢3}7

vlastni podprostory vektorového prostoru R*? Které z téchto mnoZin jsou? Které nejsou?



Piiklad 5 (2 body). Vypocitejte determinanty matic

4 -1 1
A=(1 8 o],
3 1 3
74 —11 51 1 16
7 2 -8 4 1117
B=| 21 0 0 0 0
~1178 0 0 0 0
i 0 0 0 O

Piiklad 6 (1 bod). Popiste, jak vypada podprostor vektorového prostoru P genero-
vany mnozinou

M ={0,32%,1 —2,22* + 2,0 — 111,1 — 2* 2® — 17, —4a}.

Piiklad 7 (2 body). Necht je ddno

4 5 1 1 by
A = 3 40 R r = i) y b = bg
1 11 XT3 bg

Najdéte takova realna ¢isla by, bs, bs, aby realny systém linearnich rovnic A - x = b mél:
a) nekonecné mnoho feseni;
b

pravé jedno feseni;

¢) méné nez jedno TeSeni;

)
)
)
)

d

pravé 4 feseni.

Lze vzdy najit takova cisla?

Piiklad 8 (1 bod). Uvazujte 2 x 2 matici

(0

a urcete jeji mocniny A!, A% a A3.



TTeti zapoctovy test — F

Piiklad 1 (2 body). Vyfeste soustavu redlnych linearnich rovnic
wr1 + 4xg + 223 = 0,

2ZE1 + 31’2 — X3 = 0,

ve které p € R je parametr.

Piiklad 2 (3 body). Libovolnym zptisobem vypocitejte systém homogennich linear-
nich rovnic zadany matici

V2 V3 V60
V3 -2 -5
V5 23 V3
V3 =3 0

w O NN O
W NN

Piiklad 3 (2 body). Spoctéte determinanty matic

a1 G122 13 Q14 G15
G21 Q22 Q23 A4 A25
A=las az 0 0 0 [, B=(bm),
aq1 Q4o 0 0 0
as1  Qs2 0 0 0

pficemz konkrétni hodnota ¢isel a;;, b neni upiesnéna.

Piiklad 4 (3 body). V zavislosti na parametru ¢t € R uréete dimenzi podprostoru U
vektorového prostoru R?, je-li U generovan vektory:

a 1L,1,1), w=(1,t1), wus=(22,1);

e

=

1=(5,7,—-1), wuy=(-10,-14,2), wu3=1(0,0,0), wuy = (2t,1,—2);

) u = (1,
) ur = (
C) Uy = (t ), U = (6t7 6t, 6t), Us = (—4t, —4t,4t), Uy = (—2, —2, —2),
d) u = (0,

0,0,0), up = (5t, —3t,1).



Piiklad 5 (1 bod). Napiste definici linedrni nezavislosti a zavislosti vektort libovol-
ného konec¢ného poctu v libovolném realném vektorovém prostoru konecné dimenze.

Piiklad 6 (1 bod). Udejte piiklad néjaké regularni diagonalni matice, kterd neni sy-
metricka, ale k ni inverzni matice symetricka je.

Piiklad 7 (1 body). Popiste vSechny matice o rozmérech 5 x 5, ke kterym existuji
inverzni matice, takové, ze soucinem danych matic a jejich inverzi v libovolném poradi

je matice jednotkova. Charakterizujte je napf. néjakou podminkou, kterou musi spliovat
a kterou zaroven zadné jiné matice nesplnuji.

Piiklad 8 (2 body). Vypocitejte inverzni matici k matici

1 0 =2
A=1(2 -2 1
5 =5 2

Spravnost vypoctu miizete poté oveérit.



