/10 Dekompozice grafi, minory a algoritmy \

Dalsi autortv vybér tématu nas zavede bliZe ke strukturdlni teorii graft, k riznym jejich dekom-
pozicim, grafovym minoriim a navazujicim efektivnim algoritmdm pro jinak tézké problémy.

Vrcholem této lekce je formulace hlavniho vysledku takzvané ,,Graph Minors Theory” od
Robertsona a Seymoura, ktery lze bez nadsidzky prohldsit za asi nejvétsi vysledek, kterého
dosud teorie grafli dosdhla (i v porovnani s Vétou o &tyfech barvach).

Strucny prehled lekce

e Stromova Sirka grafu ze Ctyf stran.
o Nekteré jiné “Sirkové” parametry.
e Ukazky pouziti dekompozic grafli na efektivni algoritmy.

e Néco o grafovych minorech a strukturalni teorii.




/10.1 Tree-width — Ctyfi definice \
Velikost nejvétsi kliky v grafu G oznacujeme w(G).

Definice: Stromovou sitkou (tree-width) grafu G nazveme nejmensi pfirozené k takové,
Ze exituje chordélni graf H s w(H) = k + 1 obsahujici G jako podgraf (H O G).

Definice: Vrcholy V(G) grafu G uspofddame do posloupnosti (permutace)

(v1,v2,...,0,). Pro i = 1,2,...,n definujme £(v;) jako pocet viech indexii j €
{1,...,i— 1} takovych, Ze vrcholy v; a v; jsou v G spojeny cestou pouZzivajici pouze
vrcholy z mnoziny {v;, v, vig1,...,Un}.

Druhou stromovou sitkou grafu G nazveme nejmensi hodnotu vyrazu max, ¢(v) pres
vSechny permutace vrcholi V(G).




/Definice: Pro libovolny strom 7' uvazujeme (libovolné) zobrazeni 7 : E(G) — V(T
Pro vrchol ¢t € V(T') oznaéime Ti,...,T, jednotlivé komponenty lesa T' — t a F;
77 H(V(T3)). Ozna&me

)Z\

d
G() = V(@) +(d=1)-(G) - Z oG - F),

kde ¢(H) znadi pocet souvislych komponent grafu H.
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Tteti stromovou Sitkou grafu G pak definujeme jako nejmensi moznou, pres vsechny
dvojice T', 7, hodnotu vyrazu max ey (7 -(1).
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/Nakonec si uvedeme jesté jednu definici, ktera se vétsinou uvadi jako ta prvni a hIavni\
(a na ostatni mozné definice malokdy pfijde Fec).

Definice 10.1. Stromova dekompozice grafu G.
Stromovou dekompozici grafu G nazveme strom 1" spolu se systémem mnozin X’y pro
t e V(T), kde

o X CV(G) a Uiy ry Xt = VI(G),

e pro kazdou hranu e = uv € E(G) je u,v € Xy pro néjaké t € V(T),

o (interpolacni vlastnost) pro kazdy vrchol v € V(@) tvofi podmnoZina vsech
teV(T)swve X, podstrom v T.

Sitkou dekompozice T', X' rozumime nejvétsi hodnotu |X's| — 1 pro t € V(T a &tvrtou

stromovou sitkou grafu G nazveme nejmensi moznou $itku stromové dekompozice G.

Véta 10.2. VSechny C&tyfi vyse uvedené definice stromové Sirky definuji pfesné tutéz
hodnotu, pokud graf G ma neprazdnou mnozinu hran.
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/10.2 Nékteré dalSi parametry \

Definice: Cestni dekompozici a Sitku (path-width) grafu G definujeme stejné jako v
Definici 10.1Tree-width — ¢tyfi definicetheorem.10.1, jen pozadujeme navic, aby T byla
cesta.

Definice: Vrcholy V(G) grafu G uspofddame do posloupnosti (permutace)
(v1,v2,...,v,). Bandwidth grafu G definujeme jako nejmensi hodnotu vyrazu
max,,, eg(q) | — j| pres vsechny permutace vrcholli V(G).

Graf je kubicky, pokud ma vSechny vrcholy stupné 3. Strom je podkubicky, pokud ma
vSechny vrcholy stupné < 3.

Pro libovolny graf G a podmnozinu F' C E(G) definujeme funkci souvislosti A¢:(F')
jako pocet vrcholli G, které jsou konci nékterych hran z F'i hran z E(G) \ F.




/Definice 10.3. Vétvena dekompozice grafu G \
Necht T je podkubicky strom a 7 : E(G) — L(T) je bijekce hran grafu G do listd
L(T) stromu T. Pro kazdou hranu x stromu T' definujeme Sitku x jako Ag(X), kde
X =77Y(V(T1)) pro jednu z komponent 13,75 lesa T' — x.

Sitka(z) = Ag(X) = Aa(E\ X)

Pak Sitkou dekompozice T',7 je maximalni Sirka ze vSech hran T a vétvenou sirkou
grafu G je nejmensi mozna Sirka vétvené dekompozice G.
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/Véta 10.4. (Robertson and Seymour) Pokud graf G ma stromovou Sitku t a vét—\
venou Sitku b > 1, tak

b<t+1< EbJ

Necht G je graf a F' C E(G). Jako funkci hodnosti fezu vy (F') na mnoziné F' oznadime
hodnost F' x (E \ F')-matice A = (a; ;) nad bindrnim télesem GF(2), kde a,,, = 1
prou€ Fave E\F, pravé kdyZ uv je hranou v G.

Definice 10.5. Rankova dekompozice grafu GG

Necht T' je podkubicky strom a 7 : V(G) — L(T') je bijekce vrcholi grafu G do listd
L(T) stromu T'. Pro kazdou hranu x stromu 7T definujeme $itku z jako v¢(X), kde
X=r1 (V(Tl)) pro jednu z komponent 73,75 lesa T' — .

Pak Sitkou dekompozice T',7 je maximalni Sitka ze vSech hran T a rankovou sirkou
grafu G je nejmensi mozna Sitka rankové dekompozice G.

Fakt: Rankovou Sitku grafu Ize omezit funkci jeho vétvené Sirky, ale naopak toto neplati
— treba Uplné grafy maji rankovou Sirku 1, kdeZto jejich vétvena i stromova Sirka roste
nade vsechny meze.
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/10.3 Efektivni algoritmy na dekompozicich \

Jak jist& vite, uréeni velikosti nejvétsi nezavislé mnoziny v grafu je N'P-lplny problém.
Stromové dekompozice fixni Sirky vSak tento problém umozriuje fesit velice snadno.

Algoritmus 10.6. Nezavisla mnoZina na stromové dekompozici

Problém hledani (maximdlniho) parovani v grafu sice je polynomidlné feSitelny, ale
zjistovani poltu viech pérovani uz je #P-aplné, neboli stejné tézké (beznadéjné) jako
vypocet permanentu matice nebo spocitdni vsech feseni SAT problému.

Algoritmus 10.7. Pocet parovani na vétvené dekompozici

Posledni ukazka resi problém 3-obarveni grafu s jeho rankovou dekompozici fixni Sirky
a predstavuje netradi¢ni novy pristup k takové problematice. ..

Algoritmus 10.8. 3-obarveni na rankové dekompozici

Pro zvidavé Ctenare na zavér zarazujeme nasledujici tézkou otdzku: Dokdzali byste
efektivné nalézt Hamiltonovskou kruznici v grafu na jeho rankové dekompozici fixni

Sivky?
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/10.4 Minory v grafech \

Definice: Rikdme, Ze graf G je minorem grafu H, pokud lze G ziskat z H kontrakcemi
hran a vypousténim vrchol( a hran.
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Robertson—Seymourova véta

Véta 10.9. Méjme libovolnou grafovou vlastnost ¢, kterd je uzaviend na minory (tj.
pokud G md ¢, pak kaZdy minor G md také ¢).

Pak existuje konecné mnoho grafii Fy, ..., Fy (zakdzané minory) takovych, Ze G mad ¢
pravé kdyz G neobsahuje minor isomorfni zadnému z F1y, . .., Fy.

Mimo jiné Ize tudiZ vlastnost ¢ rozhodnout v ¢ase O(n?) pro kaZdy n-vrcholovy graf G.

Poznamka: Tato véta je zcela nekonstruktivni, neboli nepodava zadny navod, jak zminény

algoritmus sestrojit!




