/11 Vice o kresleni grafti

Tato lekce se soustfeduje na ndsledujici otdzku: Jak vhodné nakreslime nerovinny graf? Této
otazce jsme se jiz implicitné vénovali u prisecikového &isla grafu a nyni si ukdzeme dva riizné
pohledy.

Bud budeme grafy kreslit stale bez kFiZeni, ale na tzv. “vy3$i plochy” jako torus nebo projektivni
rovina.

Nebo ziistaneme v roviné, ale povolime kfizeni hran a budeme hledat “esteticky péknad” na-
kresleni.

Strucny prehled lekce
e Klasifikace ploch a kresleni grafi na plochy, zakdzané minory.

e Trochu o zajimavém problému rovinného pokryti.

e Vysvétleni “pruzinového” algoritmu pro kresleni grafii do roviny.
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/11.1 Kresleni grafi na plochy \
Nejprve si stru¢né uvedeme dilezity vysledek klasické topologie — klasifikaci ploch.
Véta 11.1. KaZdd plocha (tj. kompaktni 2-manifold) je homeomorfni jedné z

- S sfére.

- 8y, sféfe s h pfidanyma “usima” (handle).

Vv

— N, stéfe s k pridanymi “kFiZicimi misty” (crosscap).

Definice: Crosscap na plose je kruznice, jejiz protilehlé dvojice bodl jsou ztotoznény
(kruhovy vnitfek pfitom ploe u? nepatfi).

Poznamka: Plocha S1 je znamy torus, neboli povrch pneumatiky.
Plocha N je projektivni rovina a vypu$ténim kruhu z N1 vznikd znamy Mébiiv prouZek.
Plocha N5 je tzv. Kleinova Idhev.

Plochy S a Sy, jsou orientovatelné, kdezto Ni jsou neorientovatelné.

Lema 11.2. Mdme-li plochu ¥ vzniklou ze sféry pfidanim k > 2 crosscapii a h usi,
tak X je homeomorfni ploSe vzniklé ze sféry pridanim k — 2 crosscapii a h + 1 usi.




/Definice 11.3. Nakresleni grafu G na plochu X \
myslime zobrazeni, ve kterém jsou vrcholy zndzornény jako riizné body na ¥ a hrany
jako oblouky spojujici body svych koncovych vrchold. Pritom hrany se nesmi nikde
krizit ani prochazet jinymi vrcholy nez svymi koncovymi body.

Na vyssi plochy prenasime i dalsi pojmy rovinného kresleni, jako pojem stény.

Definice: Nakresleni grafu G na plochu X je burikové, pokud je kazda sténa homeo-
morfni otevienému disku.

Fakt: Bunkové nakresleni grafu G je jednoznacné uréeno svymi sténovymi kruznicemi
a jako takové definuje i plochu ¥ aZz na homeomorfismus.

(Neboli plochu X Ize “slepit” z jednotlivych diski stén podél spole¢nych hran sténovych
kruznic.)

Tvrzeni 11.4. Burikové nakresleni grafu G na orientovatelnou plochu ¥ je jednoznacné
urceno rotacnim schématem vychazejicich hran u svych vrcholi.

(V p¥ipadé neorientovatelnych ploch je t¥eba jesté pridat jistd “znaménka”.)
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/Kresleni na urcenou plochu \

Mnohé poznatky o kreslitelnosti grafli Ize zobecnit z rovinnych na vyssi plochy.

Véta 11.5. (Mohar) Pro kazdou pevnou plochu ¥ existuje algoritmus, ktery v linear-
nim &ase pro dany graf bud nalezne jeho nakresleni na 33, nebo uréi minimalini pfekazku
nakreslitelnosti na 3.

Za poznamenani stoji, Ze obecnéjsi problém urcit “nejjednodussi” plochu, na kterou
Ize dany graf nakreslit, je uz N'P-tézky.

Z jiné strany lze zobecnovat Kuratowského vétu na vyssi plochy. TrebaZe je zndmo, Ze
takové zobecnéni s konecnym poctem prekazek je platné pro kazdou plochu, konkrétni
seznam zakazanych minor( ¢i podrozdéleni je znam pouze u jediné vyssi plochy.




KVéta 11.6. (Archdeacon) Graf G je nakreslitelny do projektivni roviny prdvé kdyzv\
neobsahuje Zadny z ndsledujicich 35 grafii isomorfni svému minoru.
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/11.2 O problému rovinného pokryti \

Ndsledujici zajimavy partikuldrni problém je hezky predevsim svou ‘“chytlavosti”a jed-
noduchosti zadani. Je zndm pod ndzvem Negamiho hypotéza planarnich pokryti nebo
Negamiho 12 co hypotéza.

Definice: Rikdme, 7e graf H pokryvd graf G, pokud existuje surjektivni zobrazeni
T : V(H) — V(G) takové, zZe sousedé kazdého vrcholu v grafu H jsou bijektivné
zobrazeny na sousedy vrcholu 7(v) grafu G.

Hypotéza 11.7. Souvisly graf G ma pokryti (néjakym) koneé¢nym rovinnym grafem,
pravé kdyz G samotny je nakreslitelny do projektivni roviny.

Zde je priklad dvojitého pokryti grafu K5 rovinnym grafem o 10 vrcholech.
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Fakt: Je-li G nakreslitelny do projektivni roviny, pak univerzalni pokryti projektivni
roviny sférou okamzité dd nakresleni dvojitého rovinného pokryti grafu G.
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/Lema 11.8. K dikazu Hypotézy 11.70 problému rovinného pokrytitheorem.11.7 staé’\
ovérit, Ze zadny z 32 souvislych zakazanych minorii z Véty 11.6Kresleni na urcenou
plochutheorem.11.6 nemd konecné rovinné pokryti.

Kupodivu pro vétsinu z onéch 32 grafl to Ize dokdzat velmi snadno, navic Ize vyuzit
nasledovny poznatek k dalsi vyrazné redukci poctu pripadi:

Lema 11.9. Tzv. Y A-operace (nahrazeni vrcholy stupné 3 trojihelnikem na jeho sou-
sedech) zachovadvd koneéné rovinné pokryti.

Presto k této hypotéze stéle neni znam dikaz (a asi vétSina matematikd zabyvajicich se
topologickou teorii grafti si s ni uz zkousela nékdy lamat hlavu). Nejsilnéjsi publikované
poznatky o ni se daji shrnout nasledovné:

Véta 11.10. (Archdeacon, Fellows, Negami, PH) Pokud graf K1 292 nemd ko-
necné rovinné pokryti, tak je Hypotéza 11.70 problému rovinného pokrytitheorem.11.7
pravdiva.

Véta 11.11. (Thomas, PH) Existuje jen 16 konkrétnich grafi (az na trividlni modi-
fikace), pro které by Hypotéza 11.70 problému rovinného pokrytitheorem.11.7 mohla
byt nepravdiva.
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/11.3 Praktické “pruzinové” kresleni graft \

Zavérem se podivejme na trochu jinou problematiku — jak prakticky nakreslit dany
(nerovinny) graf, aby to “vypadalo hezky".

Fakt: Psychologické vyzkumy ukazaly, Ze jednim z nejvyznamnéjSich kvantitativnich
parametri nakresleni grafu pro jeho “lidskou Citelnost” je pocet kfizeni hran.

Tento poznatek na jednu stranu ukazuje dilezitost prasecikového Cisla grafu pro jeho
vizualizaci, ale na druhou stranu nds nechdvd v pomérné beznadéjné situaci, nebot
urceni prisecikového Cisla se ukazuje jako prakticky nemozné.




/Jeden z nejstarSich uziteénych heuristickych pristupl ke kresleni grafii se da shrnout\
nasledovné:

Metoda 11.12. PruZinové kresleni grafu

e Vytvorime “fyzikdIni" model grafu, kde vrcholy budou kulickami, které se vza-
jemné odpuzuji, a hrany budou pruzinami, které své koncové vrcholy vzajemné
pritahuji.

e N3as model budeme iterovat jako dynamicky systém, az do konvergence pozic
vrcholli. Zde je potfebné modelovat i “tlumeni” pohybi vrcholli, aby nedoslo k
rozkmitani systému.

e | kdyz kreslime graf do roviny, je uzite¢né zacit modelovat systém s dimenzi
navic (aby mély vrcholy vice “mista k pohybu”) a teprve v pribéhu €asu doda-
tecnou silou pfidanou dimenzi “eliminovat”, neboli zkonvergovat pozice vrcholi
do zvolené roviny.




