/8 Rovinnost a kresleni grafi

V pfimé ndvaznosti na predchozi lekci se zamérfime na druhy dilezity aspekt slavného problému
Ctyr barev, ktery byl pivodné formulovan pro barevné rozliseni statl na politické mapé:

L)

Jak tedy takova obarvovana politickd mapa souvisi s kreslenim grafi? Jednoduse — souvislé
staty muzeme reprezentovat jako vrcholy grafu a hranami pak zaznamenat ,sousednost” mezi
staty. Dalezité je, ze takto vznikly graf maZeme zifejmé zakreslit v roviné bez kfiZeni hran a
nazyvame jej proto rovinnym grafem.

Strucény prehled lekce

Kresleni graftl, definice rovinného grafu a zakladni vlastnosti.

Rozpoznavani rovinnych grafii (Kuratowského véta).

Barveni map a rov. grafli - problém cCtyr barev a nastin jeho reseni.

Kresleni grafil s krizenim hran — prisecikové Cislo.




/8.1 Rovinné kresleni grafu \

Definice 8.1. Rovinnym nakresleni grafu G

myslime zobrazeni, ve kterém jsou vrcholy znazornény jako riizné body v roviné a hrany
jako oblouky spojujici body svych koncovych vrcholl. Pfitom hrany se nesmi nikde kfizit
ani prochazet jinymi vrcholy nez svymi koncovymi body.

Graf je rovinny pokud ma rovinné nakresleni.

Dulezitym prikladem rovinnych grafii jsou grafy (tfirozmérnych Euklidovskych) mnohostén,
treba graf ¢tyfsténu, krychle, osmisténu, dvanactisténu, atd.

Plati, ze grafy mnohostén( jsou vzdy rovinné a 3-souvislé. Naopak kazdy rovinny 3-souvisly
jednoduchy graf je grafem né&jakého mnohosténu. (Diikaz tohoto tvrzeni je obtizny.)
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/Definice: Sténami rovinného nakresleni grafu nazyvame (topologicky) souvislé oblasti\
roviny ohranic¢ené timto nakreslenim grafu.

Rovinny graf mize mit vice podstatné riznych nakresleni, ale 3-souvisly rovinny graf ma ve
vdech svych rovinnych nakreslenich “stejné st&ény” (Dusledek 8.11Jednoznacnost rovin-

ného nakreslenitheorem.8.11).

Definice. Dualni graf rovinného nakresleni grafu G ziskame tak, Ze stény nahradime
vrcholy dudlu a hranami spojime sousedici dvojice stén.

Duélni graf k rovinnému grafu je vzdy rovinny, coz je snadné dokazat.
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/Nyni si uvedeme zajimavy a vlastné “jediny rozumny” kvantitativni vztah o rovinnych
nakreslenich grafli. Jedna se o slavny Euler(iv vztah, ktery fika:

Véta 8.2. Necht rovinné nakresleni souvislého grafu G m3 f stén. Pak
V(G| +f—IEG)=2.
Dikaz: Necht pocet vrchol v G je v a hran h.
e Pokud je G strom, tj. nema kruznice, ma ve svém nakresleni jedinou sténu a dle

Véty 4.3 ma presné h = v —1 hran. Potom plativ+ f—h=v+1—(v—1) = 2.

e Pokud G obsahuje kruznici C, pak vypustime jednu jeji hranu e. Tim se pocet
hran snizi o 1, ale zaroven se snizi o 1 pocet stén, protoze kruznice C' piivodné
oddélovala (viz Jordanova véta o kruznici) dvé stény prilehlé k hrané e od sebe,
ale nyni tyto dvé stény ,splynou” v jednu. Pocet vrchold se nezméni. Proto se
nezméni hodnotav+ f —h=v+ (f—1)—(e—1) =2.

Tvrzeni tak plyne z principu matematické indukce. O

Poznamka: Vsimnéte si dobre, ze Euleriv vztah vibec nezdvisi na tom, jak je graf G' nakres-
leny, je to vlastnost grafu jako takového.
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/Tento jednoduse vypadajici vztah ma mnoho aplikaci a dasledkd. \

Disledek 8.3. Jednoduchy rovinny graf na v > 3 vrcholech ma nejvyse 3v — 6 hran.
Jednoduchy rovinny graf na v > 3 vrcholech a bez trojihelnik ma nejvyse 2v — 4 hran.

Dukaz: Mazeme predpokladat, ze graf je souvisly, jinak bychom pridali dalsi hrany.
Necht pocet vrcholi v G je v, stén je f a hran h. JelikoZ nemame smycky ani nasobné
hrany, ma kazda sténa v nakresleni grafu na obvodu aspon 3 hrany, pfitom kaZdou
hranu zapocitame ve dvou prilehlych sténach. Pak tedy plati e > %-3]‘, neboli %e > f.
Dosazenim do vztahu Véty 8.2Rovinné kresleni grafutheorem.8.2 ziskdme

5 Ly <u4t 2 1
= —e<v+-e—e=v— e
- 3 3
e<3(v—2)=3v-6.
Druh3 ¢ast se dokazuje obdobné, ale nyni vime, Ze graf nema ani trojahelniky, a tudiz ma

kazdd sténa v nakresleni grafu na obvodu aspori 4 hrany. Pak tedy platie > %-4]‘, neboli
%e > f. Dosazenim do vztahu Véty 8.2Rovinné kresleni grafutheorem.8.2 ziskame

2 1
2= —e< Te—e=p— =
v+ f e_v—|—4e e="v 26

e<2v—2)=2v—-4.

kTim jsme hotovi. /
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/Dﬁsledek 8.4. Kazdy rovinny graf obsahuje vrchol stupné nejvyse 5.
KaZdy rovinny graf bez trojihelnik obsahuje vrchol stupné nejvyse 3.

Diilkaz: Pokud by vSechny vrcholy mély stupné alespon 6, cely graf by mél aspon
% - 6v = 3v hran, coz je ve sporu s Dlsledkem 8.3Rovinné kresleni grafutheorem.8.3.
Néktery vrchol musi tudiz mit mensi stupen nez 6.

Obdobné postupujeme u druhého tvrzeni. O




/8.2 Rozpoznani rovinnych grafi \

PFi praktickém vyuzZiti rovinnych grafii je potfeba umét abstraktné zadany graf rovinné
nakreslit bez kfizeni hran. Na rozdil od problému uréeni barevnosti grafu se nastésti
jedna o efektivné algoritmicky resitelny problém.

Prvni algoritmus bézici v linedrnim ¢ase byl podan Hopcroftem a Tarjanem 1974 a od té
doby se objevilo nékolik jednodussich algoritmi, ale stale nejsou dostatecné pristupné,
abychom je mohli ukdzat v omezeném case na predndsce.

Véta 8.5. Rozhodnout rovinnost a nalézt prislusné nakresleni daného grafu Ize v line-
drnim &ase (vici poctu vrchold).

Misto obecnych algoritmi pro rovinné kresleni grafti se zde podivdime na otdzku, jak
odivodnit nerovinnost (malého) grafu.




a

Priklad 8.6. Ukazme, Ze nasledujici dva grafy, K5 a K3 3 nejsou rovinné.

Ks K33

Pfi zdivodnéni vyuzijeme znalosti pfedchoziho oddilu. VSimnéme si, ze graf K5 ma 5 vrcholi
a 10 > 3-5—6 hran. Podobné graf K33 ma 6 vrcholi a 9 > 2-6 —4 hran, pfitom neobsahuje
zadné trojuhelniky. Proto podle Disledku 8.3Rovinné kresleni grafutheorem.8.3 zadny z nich
neni rovinny. O

Disledek 8.7. Grafy K5 a K3 3 nejsou rovinné.

Definice: Podrozdélenim grafu G rozumime graf, ktery vznikne z G rozdélenim nékte-
rych hran novymi vrcholy stupné 2.

Dilezity abstraktni popis vsech rovinnych grafii nalezl K.Kuratowski:
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/Véta 8.8. Graf G je rovinny prdvé kdyz neobsahuje podrozdéleni grafii K5 nebo K 373\
Jjako podgrafy.
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Priklad 8.9. Které z ndsledujicich dvou grafii jsou rovinné? Najdéte rovinné nakresleni (véetn

ocislovanych vrcholil), nebo zdiivodnéte nerovinnost grafu.

A

B

Po chvili zkoumani urcité prfijdeme na to, ze graf A se dd nakreslit rovinné takto:

xT

a

Graf B na druhou stranu rovinny neni podle Véty 8.8Rozpoznani rovinnych grafiitheorem.8.8,

protoze je v ném obsazeno podrozdéleni grafu K3 3, které je ukdzdno na tomto obrazku:

A

é
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/Jednoznaénost rovinného nakresleni

Fakt: V 2-souvislém rovinném grafu je kazda sténa ohrani¢ena kruznici.

Diky tomuto faktu Ize snadno nadefinovat, Ze dvé rovinna nakresleni 2-souvislého grafu
jsou ekvivalentni, pokud jejich stény tvofri stejné soubory kruZznic.

Klicovym vysledkem nyni je:

Lema 8.10. Kruznice C' v 3-souvislém rovinném grafu G je sténou jeho nakreslenti,
pravé kdyz podgraf G — V (C') je souvisly graf.

Dukaz: V jednom sméru, pokud G’ = G — V(C) je souvisly, pak podle Jordanovy véty
o kruznici lezi cely G’ uvnit¥ jedné oblasti C, tudiZ druha oblast C je sténou v kazdém
nakresleni G.

Naopak .................. |

Disledek 8.11. KaZzdd dvé rovinnd nakresleni 3-souvislého grafu jsou ekvivalentni.
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/Zévérem si jeSté bez dikazu uvedeme, Ze rovinné grafy vzdy maji “pékné” nakresleni\
Vv roviné.

Véta 8.12. KaZdy jednoduchy rovinny graf Ize nakreslit v roviné (bez kfizeni hran)
tak, Ze hrany jsou tsecCky.




/8.3 Barveni map a rovinnych grafu

Vzpomenme si na jiz zmifovany prevod mapy na graf — jedna se vlastné o vytvoreni dudlniho
grafu k této mapé. Aby v dudlnim grafu k mapé nevznikly smyéky, v mapé nesmi zadny stat
sousedit sam se sebou, coz je pfirozeny pozadavek.

V roce 1976 Appel a Haken, a pak znovu v roce 1993 Robertson, Seymour, Sanders
a Thomas, dokazali tuto vétu, kterd rozresila problém Ctyf barev a kterd je jednim z
nejslavnéjsich vysledkl diskrétni matematiky vibec:

Véta 8.13. Kazdy rovinny graf bez smycek Ize obarvit 4 barvami.

Dikaz této véty je nesmirné slozity (vSak byl také hledan po vice nez 100 let a k
jeho Gplnému provedeni je stéle tfeba poéital), a proto si uvedeme slabsi a mnohem
jednodussi tvrzeni:

Tvrzeni 8.14. Kazdy rovinny graf bez smycek Ize obarvit 6 barvami.
Kazdy rovinny graf bez smycek a bez trojihelniki Ize obarvit 4 barvami.

Dukaz: Podle Dasledku 8.4Rovinné kresleni grafutheorem.8.4 najdeme v kazdém pod-
grafu G vrchol v stupné nejvyse 5, a tudiz je G 5-degenerovany a obarvime jej podle
Véty 7.5. Druhou ¢ast dokdaZzeme obdobné, kdyz nalezneme vrchol stupné < 3. a

\_
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/Véta 8.15. Kazdy rovinny graf bez smycek ma vybérovou barevnost nejvyse 5.

Dukaz (ndznak): Pomérné p¥imocarou indukci Ize dokdzat nésledujici zesilené tvrzeni:

Necht rovinny graf G s vnéjsi sténou ohranicenou kruznici C' ma viechny ostatni stény
trojuhelniky. Necht kazdy vrchol mimo C ma prifazen seznam 5 barev, na C jsou
seznamy 3 barev a jisté dva sousedni vrcholy na C' maji pfimo predepsané (riizné)
barvy. Pak G lIze vybérové obarvit.

O




/8.4 O prasecikovém cisle grafu \

TrebaZe jiz dob¥e vime (a umime algoritmicky rozpoznat), které grafy jsou rovinné,
praxe pozaduje ,hezka nakresleni” i nerovinnych grafii do roviny. Jak tedy na hezka
kresleni nerovinnych grafii do roviny?

Definice (rozsiteni Definice 8.1Rovinné kresleni grafutheorem.8.1):

Nakreslenim grafu G do roviny rozumime zobrazeni, ve kterém jsou vrcholim G pfifa-
zeny r(izné body roviny a hrandm jednoduché k¥ivky spojujici koncové vrcholy. Pritom
je poZadovano, aby se 74dné tfi hrany neprotinaly v jednom bodé& (jiném neZ koncovy
vrchol), aby Zddnd hrana neprochézela jingym vrcholem a aby se kazda protinajici dvojice
hran skute¢né , krizila* (tj. ne jednostranny dotyk).

Priklad 8.16. Podivejme se na ndsledujici tfi (korektni) nakresleni do roviny. Jsou vsechna
,optimalni“, tj. je polet jejich kfizeni nejmensi mozny?

Snadno vidime, Ze prvni graf Ize nakreslit i bez k¥izeni a druhy graf jen s jednim k¥izenim.
kNaopak treti graf uz s méné kfizenimi nakreslit nelze. Uméli byste toto dokazat? D/




/ Definice 8.17. Prusecikové cCislo grafu G v roviné

je definovano jako nejmensi mozny pocet kfiZzeni dvojic hran pres viechna korektni

nakresleni G do roviny. Znadime cr(G).

Piavod problému prisecikového Cisla spada do doby druhé svétové valky, kdy P. Turdn
byl na nucenych pracech v cihelné. Jejich Gkolem bylo tladit voziky s cihlami po ko-
lejnicich a na kazdé krizovatce s tim méli velké problémy. Proto Turdn premyslel, jak
navrhnout kolejisté Iépe, aby minimalizoval pocet kfizeni kolejnic.

V dnesni dobé je problém prisecikového Cisla velmi ddlezity v praktickych oblastech
VLSI designu [Leighton] a , lidsky Citelné" vizualizace grafii v riiznych schématech.
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/PFiklad 8.18. Urceme prisecikova Cisla ndsledujicich dvou grafii:

Asi snadno kazdy nalezne nakresleni prvniho grafu (Peterseniiv) s pouze dvéma kfize-
nimi hran. Jak vSak dokdzat, Ze jej nelze nakreslit s jednim krizenim? VSimnéme si, ze
kazda jeho hrana je ,ekvivalentni” s kazdou jinou. To znamend, Ze by ostranénim jedné
zvolené hrany z Petersenova grafu mélo vytvofit rovinny graf, ale to neni pravda.

Druhy graf K¢ lze nakreslit s 3 k¥izenimi — zaénéme s kruznici délky 5 a poslednim
vrcholem spojenym uvnitf. Zbylych 5 hran pak uz dokdzeme dokreslit s vytvorenim tfi
krizeni. Zkuste si to! Pro¢ neni moznych méné krizeni? Predpokladejme, ze dvé krizeni
hran postacuji, pak bychom vypusténim dvou dotéenych hran ziskali rovinny graf. Ten
by vsak mél 6 vrcholi a 13 > 3 -6 — 6 hran, spor. a




/Fakt: Presné obecné hodnoty prisecikovych Cisel nejsou zndmy ani pro Gplné &i L’:plné\
bipartitni grafy.

Véta 8.19. Problém urcit, zda prisecikové &islo cr(G) < k pro G a k na vstupu je
NP-iplny. Toto plati dokonce i kdyZ G je kubicky 3-souvisly graf.

Zamyslete se sami, pro¢ by problém prisecikového Cisla mél vilbec nalezet do tfidy
NP, neni to tak zfejmé. ..

V praxi se ukazuje, ze uréeni prusecikového Cisla je pfimo zoufale tézky problém, jesté mno-
hem beznadé&jnéjsi nez t¥eba barevnost. Snad jedinym existujicim , pozitivnim" (i kdyz zcela
nepraktickym) algoritmickym vysledkem je nasledovné:

Véta 8.20. (Grohe) Pro fixni k Ize otestovat, zda cr(G) < k, v polynomidlnim kva-
dratickém Case vzhledem k poctu vrcholii grafu.

(2006: Dnes je zndmo i vylepSeni v linedrnim &ase.)
Poznamka: Dnes zatim ani nevime, jak v polynomialnim Case presné urcit priasecikové Cislo

grafu, ktery vznikne z rovinného grafu pfidanim jedné hrany! (Umime jen aproximovat s fak-
torem danym nejvétsim stupném grafu.)
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