Prvni test — skupina A

Zadani si ponechavate. VSechny listy, které budete odevzdavat, citelne podepiste. Za-
rovenn uvedte také svoje UCO. Zlomte vaz!

Céast 1. (Celkem 5 bodti.)

Rozhodnéte o pravdivosti 5 nize uvedenych vyrokd. U jednotlivych tvrzeni uvadite
pouze ,plati“ (pravda; ano, je to tak), nebo ,neplati“ (lez; ne, neni to tak), pfipadné neod-
povidate, tj. napt. ,,1 plati, 3 a 4 neplati“ — vysvétlovani a komentafe jsou zcela zbytecné!
(Uvédomte si, Ze matematickd véta je pravdiva pouze tehdy, kdyz plati za vSech uvazo-
vanych okolnosti: nesmi existovat ani jeden protipiiklad.) Za spravnou odpovéd ziskavate
1 bod, za $patnou se Vam 1 bod odecte. Celkem nemfizete za Cast I ziskat zadporny pocet
bodii.

Tvrzeni 1. Existuji alespon dva rtzné polynomy stupné 4, které nabyvaji v bodech
—1,1,2,5 po tadé hodnot 6,0, 54,1999 a které maji v bodé —188 prvni derivaci rovnu 0.
> — 2% + 1222 — 111 je racionélni lomen4
funkce, jenz ma vice nez dva rtzné nulové body (tj. alesponi ve dvou ruznych bodech realné
pfimky nabyva hodnoty 0).

Tvrzeni 2. T¥inacta derivace polynomu z!

Tvrzeni 3. Funkce

fo) = 2EFD Ly o)

T

mé v bodé 0 odstranitelnou nespojitost.

Tvrzeni 4. Kazda funkce f spojitd na intervalu I := [0, 122] nabyva v alespon jednom
bodé intervalu I infima mnoziny {f(z); = € (0, 100)}.

Tvrzeni 5. Ma-li libovolna funkce f vlastni derivaci na otevieném intervalu I, pak

plati, Ze je neklesajici na I pravé tehdy, kdyz je f'(x) > 0 pro vSechna x € I.

Vysledky 1-5. Odpovéd za 5 bodi je

3,4 plati, 1,2,5 neplati.



Cast II. (Celkem 5 bodii.)

Uloha 6 (2 body). Stanovte supremum a infimum prazdné mnoziny v R. Pokud tvr-
dite, Ze sup @) v R neexistuje, udejte piklad mnoziny M C R, kterd nemé v R infimum, ale
ma4 zde supremum. Pokud tvrdite, Ze inf ) v R neexistuje, udejte p¥iklad mnoziny N C R,
ktera nema v R supremum, ale ma zde infimum.

Viysledek. V R neexistuje sup () ani inf (). Lze poloZit kupf.
M =7 N, N :=N.

Uloha 7 (1 bod). Definujte (za pomoci limity) spojitost funkce f v realném bodé .
Vysledek. Viz skriptum doc. Hilschera, podkapitola 2.5. 0
Uloha 8 (2 body). Uvedte Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté, véetné podminek!

Vysledek. Viz skriptum doc. Hilschera, podkapitola 2.10. 0

Cast III. (Celkem 20 bodti.)

Piiklad 9 (5 bodu). Sestrojte ptirozeny kubicky interpolaéni splajn pro uzly
33'0:—1, 561:0, $2:1
a po fadé hodnoty v téchto bodech

yo=1, 9v.=0, =1

Vysledek. Vysledkem jsou kubické polynomy

Sol) = %(:c+ 1) - ;(;H D41, zel-1,0]



L s 3 o

Si(x) = —5 et a€ 0, 1].
O
Piiklad 10 (4 body). Vypoctéte
sin’ . sin’
lim , lim
r—0+ x r——00 x
Vysledek. Je
lim S0 0, lim s’z _
z—0+ x T——00 x
O

Piiklad 11 (2 body). V libovolném bodé x ¢ {nm; n € Z} urcete prvni derivaci

funkce f(z) := v/sin .

Vysledek. Plati
Cos T

f(z) = YT x ¢ {nm;n e}

Piiklad 12 (4 body). Existuje-li mezi obdélniky o obvodu 4c (realné ¢ > 0 je déno)
obdélnik s maximalnim obsahem, stanovte délky jeho stran.

Vysledek. Obdélnik s danym obvodem a maximalnim obsahem existuje. Jedna se o ¢tve-
rec s délkou strany c. ([l

Piiklad 13 (5 bodu). Najdéte Taylortv rozvoj 3. fadu (tj. mate uvést Tayloriv po-
lynom stupné 3, tedy polynom stupné nejvyse 3) funkce ﬁ v bodé xy = 0.

Visledek. Hledany polynom je 1+ 2 O



Cast IV. (Celkem 0 bodii.)

Pokud se jiz nudite, zkuste se trosicku zamyslet a vyfesit nize uvedeny priklad:

Piiklad 14 (0 bodu). Uvazujte funkci

3e%® 4+ e 4+ 10
et +1

In

definovanou pro vSechna realnd x a naleznéte vSechny jeji asymptoty.

Vysledek. Dané funkce ma 2 asymptoty, a to y =1n 10, y = z + In 3.



Prvni test — skupina B

Zadani si ponechavate. VSechny listy, které budete odevzdavat, citelne podepiste. Za-
rovenn uvedte také svoje UCO. Zlomte vaz!

Céast 1. (Celkem 5 bodti.)

Rozhodnéte o pravdivosti 5 nize uvedenych vyrokt. U jednotlivych tvrzeni uvadite
pouze ,plati“ (pravda; ano, je to tak), nebo ,neplati“ (lez; ne, neni to tak), pfipadné neod-
povidate, tj. napt. ,,1 plati, 3 a 4 neplati“ — vysvétlovani a komentafe jsou zcela zbytecné!
(Uvédomte si, Ze matematickd véta je pravdiva pouze tehdy, kdyz plati za vSech uvazo-
vanych okolnosti: nesmi existovat ani jeden protiptiklad.) Za spravnou odpovéd ziskavate
1 bod, za $patnou se Vam 1 bod ode¢te. Celkem nemiizete za Cést I ziskat zaporny pocet
bod.

Tvrzeni 1. Kazdy nenulovy polynom, ktery mizeme vyjadrit ve tvaru
an ™ + 12"+ -+ a4 ag

pro néjaka realna cisla a,, a,_1, ..., a1, ap, je stupné n. Pro iplnost dodejme, ze uvazujeme

HENQZNU{O}.

Tvrzeni 2. Funkce je spojitd v bodé, pravé kdyz je v tomto bodé definovand a ma
v tomto bodé obé jednostranné limity, pficemz tyto limity si jsou rovny.

Tvrzeni 3. Funkce

sin(xz+42)—a3
f(z) :=sin (arctg (’ 1222 + 11 - 611722>> +sin(sin(sin(sin))), = €R
—11—=
je spojita na celém R.

Tvrzeni 4. Pro viechna x € R je (cosh )’ = —sinh .

Tvrzeni 5. Necht pro néjakou funkci f a redlny bod x plati

f(@)=0, f'(x)=0, f'(x)=0, fP(z)=100.

Potom ma funkce f v bodé x ostré lokalni minimum.



Visledky 1-5. Odpovéd za 5 bodi je

1,2,4,5 neplati, 3 plati.

U
Cast I1. (Celkem 5 bodii.)
Uloha 6 (2 body). Pifmo z definice limity spoctéte
1 -1
lim %’
r——1 2
tj. udejte tzv. §(e)-predpis (¢ili uzijte e—0 definici).
Vysledek. Existence limity a rovnost
1 S —
R R
z——1 2 2
plyne naprt. z volby 6 := ¢, £ > 0. 0J

Uloha 7 (1 bod). Vyjadiete derivaci soucinu étyi funkci
[f (x)g(@)h(z)k(z)]

ve tvaru souctu 4 soucinti danych funkci ¢i jejich derivaci za predpokladu, ze vyse uvedeny
vyraz existuje a ma obvykly vyznam.

Vysledek. Plati
[f(x)g(x)h(2)k(z)]" = f'(x)g(x)h(x)k(z) + f(2)g'(x)h(z)k(z)
+ f(2)g(@)l (x)k(x) + f(2)g(z)h(2)K (x)

pro kazdé = € R a libovolné funkce f, g, h, k diferencovatelné v x. 0

Uloha 8 (2 body). Necht je dana funkce f majici vlastni derivaci na intervalu I. Jaké
musi spliiovat podminky, abychom o ni mohli ¥ci, Ze je konvexni? Uvedte definici a alespor
jednu dalsi libovolnou postacujici podminku.



Vysledek. Viz skriptum doc. Hilschera, podkapitola 2.14, Definice 11. V ptipadé posta-
cujici podminky odkazme kupi. na Vétu 20, tamtéz. U

Cast III. (Celkem 20 bodti.)

Piiklad 9 (4 body). Rozlozte racionalni lomenou funkci

422 4+ 131 — 2
3+ 322 — 4 — 12

na parcialni zlomky.

Vysledek. Vsude, kde jsou vyrazy definovany, plati

424+ 13z -2 2 L3 1
3 +322—4r—12 -2 x+2 x+3
O
Piiklad 10 (5 bodu). Vypoctéte
hrf x [vl—l—xz—x],
i 27 + V14 22 — 2127 + 210 — 82° + 4422
im .
z——00 3% + /620 + 123 — 182° — 59274
Vysledek. Obé limity existuji a plati
1
lir+n x [\/1—|—x2—x] =5
’ 27 4 /14 22 — 2127 4 210 — 82° + 442% 7
im -
z——o0 3% 4 /620 4 223 — 18z — 5924 18
O

Ptiklad 11 (2 body). Pro kladna x uvedte derivaci funkce z' .



Vysledek. Snadnou tpravou lze ze vzorce uvedeného na cviceni obdrzet vysledek

227 p 7.

0
Piiklad 12 (4 body). Za pomoci diferencidlu ptiblizné urcete sin (%W).
Vysledek. Vysledek miize byt uveden ve tvaru
V2 Vor
2 360
0

Piiklad 13 (5 bodu). VySetfete pribéh funkce

e —1

e +1°

f(x) =

Tedy uvedte definiéni obor a obor hodnot; pfipadnou lichost, sudost, periodicitu; uréete
body nespojitosti a jejich druh (pokud existuji), nulové body (pokud existuji) a inter-
valy, kde je funkce kladnd a kde zaporna; intervaly, na kterych funkce roste, klesa, ¢i je
konstantni; vSechny stacionarni a inflexni body; vSechny lokalni extrémy (pokud existuji);
intervaly, kde je funkce konvexni a kde konkavni; a vSechny asymptoty. Pocitat hodnoty
ve vyznacnych bodech ani nacrtavat graf nemusite.

Vysledek. Funkce ma derivace vSech Tadl na celé realné primce. Je lichéa, vSude rostouci,
konvexni na zaporné poloose, konkavni na kladné, kde také nabyva kladnych hodnot. Ma
dvé asymptoty, a toy = —1 v —o00 a y = 1 v +00. Infimum oboru hodnot je tedy —1
a supremum 1. U

Cast IV. (Celkem 0 bodi.)

Pokud se jiz nudite, zkuste se trosicku zamyslet a vyfesit nize uvedeny priklad:



Piiklad 14 (0 bodu). Napiste 26. derivaci funkce

f(z) :=sinz +2* — 2™ + 152" — 132® — 52* — 112° + 16 + €%, z€R.

Vysledek. Plati



Prvni test — skupina C

Zadani si ponechavate. VSechny listy, které budete odevzdavat, citelne podepiste. Za-
rovenn uvedte také svoje UCO. Zlomte vaz!

Céast 1. (Celkem 5 bodti.)

Rozhodnéte o pravdivosti 5 nize uvedenych vyrokd. U jednotlivych tvrzeni uvadite
pouze ,plati“ (pravda; ano, je to tak), nebo ,neplati“ (lez; ne, neni to tak), pfipadné neod-
povidate, tj. napt. ,,1 plati, 3 a 4 neplati“ — vysvétlovani a komentafe jsou zcela zbytecné!
(Uvédomte si, Ze matematickd véta je pravdiva pouze tehdy, kdyz plati za vSech uvazo-
vanych okolnosti: nesmi existovat ani jeden protipiiklad.) Za spravnou odpovéd ziskavate
1 bod, za $patnou se Vam 1 bod odecte. Celkem nemfizete za Cast I ziskat zadporny pocet
bodii.

Tvrzeni 1. Pro zcela libovolné dané navzajem rizné body zg,...,z, € R a hodnoty
Yo, - - - Yn € R existuje nekonené mnoho polynomu stupné nejvyse n+1 (tj. stupné n+ 1,
nebo mensiho), které v danych bodech nabyvaji uvedenych hodnot (pfi zachovani poradi).

Tvrzeni 2. Pro kazdé dva polynomy P, (), pficemz () neni identicky roven nulovému
polynomu a soucasné st P < st (), lze z nich sloZzenou racionélni ryze lomenou funkci g
vyjadrit ve tvaru souctu parcialnich zlomkt, a to jednoznacné, tj. tento soucet je urcen
jednoznacné az na poradi jednotlivych zlomkii.

Tvrzeni 3. Necht je zcela libovolné dan interval I. Je-li funkce f spojita a rostouci
na I, potom je také inverzni funkce f~! spojita a rostouci na f(I).

Tvrzeni 4. Soudin smérnice tecny a smérnice normaly (ke grafu né&jaké diferencova-
telné funkce v daném bodé) je vzdy roven —1.

Tvrzeni 5. Kazda funkce f muze mit nejvyse dvé asymptoty se smérnici, zatimco pro

kazdé n € N existuje funkce f, definovana na R, kterd ma pravé n asymptot bez smérnice.

Visledky 1-5. Odpovéd za 5 bodi je
1,3,4,5 plati, 2 neplati.



Cast II. (Celkem 5 bodii.)

Uloha 6 (1 bod). Uvedte vétu O tiech limitach (tzv. vétu O tiech policajtech).
Vysledek. Viz skriptum doc. Hilschera, podkapitola 2.4, Véta 4. 0

Uloha 7 (2 body). Naleznéte viechny body nespojitosti funkci

e —1 e —1

f(z) = o g(a) =

z Ed

s nejvétsim moznym definicnim oborem v R a urcete, jakého jsou druhu: nespojitost od-
stranitelna, 1. druhu, ¢i 2. druhu.

Vysledek. Funkce f a g nejsou spojité pouze v bodé = = 0, kde maji po radé odstrani-
telnou nespojitost, respektive nespojitost 1. druhu. (Funkce f tedy muze byt dodefinovana
tak, aby byla spojitou ve vSech realnych bodech.) O

Uloha 8 (2 body). Udejte piiklad dvou funkei f a g, které nejsou diferencovatelné
v zadném realném bodé, ale jejich kompozice f o g ma derivaci na celé realné primce.

Vysledek. Volbou f = g, pficemz f je definovana tak, Ze v racionalnich ¢islech nabyva
hodnoty 1, zatimco v iracionalnich ¢islech hodnoty —5, dostaneme konstantni funkci f o g,
a tudiz funkci diferencovatelnou v kazdém bodé realné primky. 0

Cast II1. (Celkem 20 bodi.)

Piiklad 9 (4 body). Stanovte Hermitiv interpola¢ni polynom, je-li poZadovano:

ro=—1, z11=1, yo=-11, y1=1, yy=12, y; =4

Vysledek. Hledany polynom je x® — 222 + 5z — 3. O



Piiklad 10 (5 bodu). Uzitim 1'Hospitalova pravidla dopliite

. ~ . sinx
lim (1 —cosz)™* = ..., lim =...
z—0 z—0 X

Vysledek. Dvojim uzitim 1’Hospitalova pravidla lze ukazat, ze

lim (1 — cosz)™* = ¢&° = 1.

z—0

Soucasné je znamo, ze

Priklad 11 (5 bodt). Napiste rovnici te¢ny a normdly ke kiivce dané rovnici x3 +
y3 — 22y = 0 v bodé [1,1].

Vysledek. Rovnice tecny je y = 2 — x, normaly y = x. 0

Piiklad 12 (4 body). Naleznéte vSechna lokdlni maxima a minima funkce f(z) :=
x1n* 2 definované na intervalu (0, 00).

Viysledek. V bodé x = e~? nabyva funkce f lokidlniho maxima a v bodé x = 1 potom
lok&lniho minima. 0]

Piiklad 13 (2 body). Urcete Taylortv polynom se stiedem v po¢atku (tj. pro zy = 0)
stupné alesponi 8 funkce e?*.

Vysledek. Vysledek je

n

2k;k;
Zk—f, n>8 néeN.

k=0



Cast IV. (Celkem 0 bodii.)

Pokud se jiz nudite, zkuste se trosicku zamyslet a vyfesit nize uvedeny priklad:
Piiklad 14 (0 bodu). Urcete derivaci funkce

(o4 2397 —1

e”(x + 132)?2

f(x) =

pro x > 1.

Vysledek. Pro vSsechna = > 1 je

(x+2)3€/ﬁ< 3, 1 2 1)'

/ o _ _
o) = —nrmye e taeon 1




