Druhy test — skupina A

Zadani si ponechavate. Vsechny listy, které budete odevzdavat, citelne podepiste. Za-
rovenn uvedte také svoje UCO. Zlomte vaz!

Céast 1. (Celkem 5 bodti.)

Rozhodnéte o pravdivosti 5 nize uvedenych vyrokd. U jednotlivych tvrzeni uvadite
pouze ,plati“ (pravda; ano, je to tak), nebo ,neplati“ (lez; ne, neni to tak), pfipadné ne-
odpovidate. Vysvétlovani a komentéafe jsou zcela zbytecné! Za spravnou odpovéd ziskavate
1 bod, za Spatnou se Vam 1 bod odecte (neodpovidate-li, bodovy zisk ¢ ztrata se nemeéni).
Celkem nemtizete za Cast I ziskat zdporny pocet bodt. Ctéte velmi pozorng!

Tvrzeni 1. Existuje funkce definovand na realné primce, ktera neni spojita alespon
v 1 bodé, prestoze k ni existuje nekonecné mnoho primitivnich funkci na celém R.

Tvrzeni 2. Pro kazdou funkci f spojitou na intervalu I := [—1,1] je dolni (Rieman-
niv) integral z f na I roven hornimu (Riemannové) integrélu z f na I.

Tvrzeni 3. Nevlastni integral fOJrOO =2 dx konverguje.

Tvrzeni 4. Necht je dana konstanta a € (0,1). Pak je > >° ja" = (1—a)™ ' — 1.

Tvrzeni 5. Maclaurinovou (Taylorovou se stfedem zy = 0) fadou funkce sinz je fa-
da Y0 o (=1)"z**/(2n)!, kterd konverguje pro vsechna = € R.

Vysledky 1-5. Odpovéd za 5 bodi je

1,2,4 plati, 3,5 neplati.



Cast II. (Celkem 5 bodii.)

Uloha 6 (2 body). Jsou-li f,g nenulové spojité funkce na R, pro libovolné hodno-
ty ¢, d € R vycislete integral fcc f — gdx a rozdil integralt fcd f—gdr— fdcg — fdx.

Vysledek. Vysledkem je v obou ptfipadech 0. Viz skriptum doc. Hilschera, Poznamka 26,
(ii). O

Uloha 7 (1 bod). Co znamen4, %e fada redlnych &sel Y 2 |, (—1)"a, konverguje ab-
solutné?

Vysledek. Viz skriptum doc. Hilschera, Definice 26. Il

Uloha 8 (2 body). Udejte piiklad nekonecné (¢iselné) fady > o, a,, kterd osciluje,
takové, ze fada )~ by, kde b, = | a, |, diverguje k +oc.

Vysledek. Uvazte fadu

Cast II1. (Celkem 20 bodi.)

Z prikladt za 4 body pocitate nejvyse 2 dle vlastni volby: vyberete si 1, ktery neresite.

Piiklad 9 (5 bodit). Spoctéte [ i du

Vysledek. Plati

- NI
/(l"—1)(:1:—2)2@:1“('35_”(90—2)) —5 ta+C,



kde C € R. O

Piiklad 10 (2 body). Vydislete fj1 | | dz. Pfitom je vhodné uvazit geometricky vy-

znam urcitého integralu.

Vysledek. Vysledek je 1.

Piiklad 11 (4 body). Stanovte objem télesa vzniklého otécenim ohranicené plochy

vymezené grafy funkci f(r) = 2z — 22 a g(x) = 0 okolo z-ové osy.

Vysledek. Objem télesa ¢ini 167/15. O
Piiklad 12 (5 bodu). Rozhodnéte, zda jednotlivé fady

> (n!)? > n® —5n8 +2n & 1 = a1
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konverguji absolutné, konverguji neabsolutné (relativné), ¢i diverguji.

Vysledek. Prvni dvé fady a ¢tvrta fada konverguji absolutné, tieti relativné. 0
Priklad 13 (4 body). Pro libovolné a € (—1,1) sec¢téte » ~  n(n+ 1)a".

Vysledek. Soucet dané fady je

2a
(1—a)’
O

Piiklad 14 (4 body). Naleznéte Feseni diferencidlni rovnice y' cotg « + y = 2, které
spliiuje podminku y(0) = —1.

Vysledek. Hledané partikularni feseni je y = 2 — 3 cos z.



Druhy test — skupina B

Zadani si ponechavate. Vsechny listy, které budete odevzdavat, citelne podepiste. Za-
rovenn uvedte také svoje UCO. Zlomte vaz!

Céast 1. (Celkem 5 bodti.)

Rozhodnéte o pravdivosti 5 nize uvedenych vyrokd. U jednotlivych tvrzeni uvadite
pouze ,plati“ (pravda; ano, je to tak), nebo ,neplati“ (lez; ne, neni to tak), pfipadné ne-
odpovidate. Vysvétlovani a komentéafe jsou zcela zbytecné! Za spravnou odpovéd ziskavate
1 bod, za Spatnou se Vam 1 bod odecte (neodpovidate-li, bodovy zisk ¢ ztrata se nemeéni).
Celkem nemtizete za Cast I ziskat zdporny pocet bodt. Ctéte velmi pozorng!

Tvrzeni 1. Je-lia > 0, pak je [a®dx =a*Ina+c, z,c € R.

Tvrzeni 2. Souc¢tem, rozdilem, souc¢inem i podilem libovolnych dvou funkei integrova-
telnych na R je ve vSech pripadech funkce integrovatelna na R.

Tvrzeni 3. Pro kazdé dvé relativné konvergentni fady >~ a,, >~ b, plati rovnost

Z;'io(an —2b,) = ZZO:O an — 2 ZZO:O bn.

Tvrzeni 4. Jestlize pro libovolnou ¢éselnou fadu Y~ a, je nlg& a? = 0, pak tato fada
konverguje.

Tvrzeni 5. Plati

e 1 & 1 > 1 1
—1)"— — —1)"—| = "= < = ro vSechna p € N.
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Visledky 1-5. Odpovéd za 5 bodi je

1,2,4 neplati, 3,5 plati.



Cast II. (Celkem 5 bodii.)

Uloha 6 (1 bod). Zavedte (tak, jak je obvyklé) priimérnou (stfedni) hodnotu av(f) =
avi—1,1](f) funkce f na intervalu [—1, 1] za pfedpokladu, Ze f je na tomto intervalu spojita.

Vysledek. Viz skriptum doc. Hilschera, Definice 21. Il

Uloha 7 (2 body). Vyjadfete bez symbolt derivace a integrace vyraz

a /
(/ 3t2c0stdt>

s proménnou = € R a redlnou konstantou a, je-li derivovano podle z.

Vysledek. Plati

a !/

/3752 costdt | = —62°cosz?.

2

Viz skriptum doc. Hilschera, podkapitola 3.7. U

Uloha 8 (2 body). Nechf > ™ a, je nekonetnd fada s kladnymi ¢leny takovd, Ze
existuje (vlastni nebo nevlastni) limita lim a,1/a,. Uvedte pro tuto fadu tzv. podilové

kritérium (konvergence i divergence). Poté aplikujte toto kritérium na Vami libovolné zvo-
lenou fadu, tj. uzitim tohoto kritéria rozhodnéte o konvergenci (¢i divergenci) néjaké rady.

Vysledek. Viz skriptum doc. Hilschera, podkapitola 4.2, Véta 44, Piiklad 142. O

Cast III. (Celkem 20 bodti.)

Z prikladt za 4 body pocitate nejvyse 2 dle vlastni volby: vyberete si 1, ktery netesite.

Piiklad 9 (2 body). Urcete [4/(z? — 2z + 3) dx.



Vysledek. Dle znamého vzorce je (C' € R)

4 4 r—1
——dr = | ——————dvr = 2v2arctg ——— + C.
/x2—2x—|—3 v /(:p—l)2+2 * V2arctg V2 *

O
Piiklad 10 (4 body). Vypoctéte f_ll 22 e " du.
Vijsledek. Vysledek je e — be . (Uvazte metodu per partes.) O
Piiklad 11 (5 bodu). Vy¢islete
0 5 [ee] 71/;5
/ rxe ¥ dx, / ¢ —d.
—00 0 z
Vysledek. Uzitim 1. substitu¢ni metody mizeme obdrzet
0 %)
g2 1 6_1/70
/xe dx:—i, / e dr = 1.
—00 0
O
Piiklad 12 (5 bodw). Sectéte Y 2 1/(n* + 3n).
Viysledek. Soucet uvazované fady je s = 11/18. U

Piiklad 13 (4 body). Rozviiite funkci f(x) :=1In (1 + ) —In (1 — z) definovanou na
intervalu (—1,1) do Maclaurinovy fady, tj. Taylorovy fady se stfedem v pocatku.

Vysledek. Plati

14+ = g2l
1 —2
n(l—x) 2 3

n=1



pro z € (—1,1).

Priklad 14 (4 body). Vyfeste diferencialni rovnici 2%y’ =1 — y.

Vysledek. Vysledek je (¢ € R)

1

y=1—cex=.



Druhy test — skupina C

Zadani si ponechavate. VSechny listy, které budete odevzdavat, citelne podepiste. Za-
rovenn uvedte také svoje UCO. Zlomte vaz!

Céast 1. (Celkem 5 bodti.)

Rozhodnéte o pravdivosti 5 nize uvedenych vyrokd. U jednotlivych tvrzeni uvadite
pouze ,plati“ (pravda; ano, je to tak), nebo ,neplati“ (lez; ne, neni to tak), pfipadné ne-
odpovidate. Vysvétlovani a komentéafe jsou zcela zbytecné! Za spravnou odpovéd ziskavate
1 bod, za Spatnou se Vam 1 bod odecte (neodpovidate-li, bodovy zisk ¢ ztrata se nemeéni).
Celkem nemtizete za Cast I ziskat zdporny pocet bodt. Ctéte velmi pozorng!

Tvrzeni 1. Jsou-li funkce f, ¢ primitivnimi funkcemi stejné funkce h na intervalu
(—2,2), je nutné avyoy(f —g) =0.

Tvrzeni 2. Nerovnost flo | p(z) | dx < 0 mé smysl a je splnéna pro vSechny polynomy p
rizné od identicky nulové funkce.

Tvrzeni 3. Polozime-li f (x) == fox f(t)dt, x € R pro libovolnou funkei f integrovatel-
nou na kazdém ohrani¢eném intervalu I C R, obdrzime funkci f spojitou na celém R.

Tvrzeni 4. Pro jakdkoliv zapornd redlna ¢isla a,, (n € NU{0}) plati, Ze z konvergence
fady ), a, plyne konvergence fady >~ |ayn|.

Tvrzeni 5. Uvazujte libovolnou mocninnou fadu ) a,(z — x9)". Jestlize existuje
vlastni limita lim a,/a,1 a je rovna a € (0,+00), pak polomér konvergence dané moc-

n—o0

ninné fady R spliiuje nerovnost R > 1/a.

Vysledky 1-5. Odpovéd za 5 bodi je

2,3,4 plati, 1,5 neplati.



Cast II. (Celkem 5 bodii.)

Uloha 6 (1 bod). Necht derivace funkei u(x), v(x) jsou spojitymi funkcemi na inter-
valu [a,b], kde a < b (a,b € R). Uvedte metodu per partes pro urcity integral (s meze-
mi a, b).

Vysledek. Viz skriptum doc. Hilschera, Véta 38. Il

Uloha 7 (2 body). Napiste vzorce pro objem a obsah plasté rotacniho télesa vzniklého
rotaci plochy mezi Gr f a osou x na intervalu [a, b] kolem osy x, je-li f nezédpornou funkci
se spojitou derivaci na [a, b] pro ¢isla a,b € R spliujici a < b.

Vysledek. Viz skriptum doc. Hilschera, Tvrzeni 8, Tvrzeni 9. U

Uloha 8 (2 body). Polynom a,,2™ + a@,,_12™ " + - - + a1x + ag zadany libovolnymi
realnymi Cisly ag, ay, ..., ay, ..., z nichz pouze konecné mnoho je nenulovych, vyjadrete ve
tvaru Maclaurinova rozvoje y_  &,x" (tj. Taylorovy fady se stfedem v pocatku). Tedy
urcete vSechna &, € R pomoci hodnot a,, (n € NU{0}).

Vysledek. Zjevné je &, = a,, pro vSechna n € NU {0}. O

Cast II1. (Celkem 20 bodi.)

Z prikladt za 4 body pocitate nejvyse 2 dle vlastni volby: vyberete si 1, ktery neresite.

Piiklad 9 (4 body). Uzitim vhodné metody urcete ff/e |In x| dx.
Vysledek. Plati, ze f1€/e |Inz|de=2— 2. O

Priklad 10 (5 bodt). Vypoctéte délku grafu funkce f(z) = In(1 — 2?) na interva-
lu [0,1/2].



Vysledek. Vysledek je

1
d=In3— —.
R
O
Priklad 11 (2 body). Napiste soucet fady >~ 537"
Vysledek. Dosazenim do vzorce pro soucet geometrické fady lze obdrzet
—_[(1\" 15
>0 <§> =5
n=0
O

Piiklad 12 (5 bodu). Stanovte vSechny hodnoty parametrii A, B € R, pro které fady

(relativné) konverguji.

Vysledek. Dané fady konverguji pravé pro hodnoty A € (—oo, —1)U(1, 00) a pro vSechna
B eR. U

Piiklad 13 (4 body). Urcéete polomér konvergence r a obor konvergence mocninné

fady
= 221 )
E (—1)" ",
|
— (2n)!
Vysledek. Je r = 400, tj. oborem konvergence je celd realna primka. 0

Piiklad 14 (4 body). Vyfeste diferencialni rovnici ¢’ + (y — 1)tg = 0.



Vysledek. Vysledek je (¢ € R)

y=ccosx+ 1.



