Pisemna zkouska z MB102 — 10. 1. 2008

Cast I. (Celkem 9 bodt.)

Cast 1. A. (Celkem 3 body.)

Tvrzeni 1. Pro libovolnou neprazdnou shora ohrani¢enou mnozinu M C R je sup M
prvkem mnoziny M, praveé kdyz existuje x € M takové, ze x > m pro kazdé m € M.

Tvrzeni 2. Nerovnost fj1 f(z)dx > 0 ma smysl a je splnéna pro libovolnou lichou
funkci, kterd je spojitd na intervalu [—1,1].

Tvrzeni 3. Polomér konvergence mocninné rady

= on—1
(2n)!

x2n+3

je roven +00.

Cast 1. B. (Celkem 3 body.)

Tvrzeni 4. Alespon jeden realny kofen polynomu
™ 4+ 52%% — 42° + 52t — 22— 3

lezi v intervalu (—1,1).
Tvrzeni 5. K funkci f(z) = |z |?, z € R neexistuje na R ani jedna primitivn{ funkce.

Tvrzeni 6. Nechf je ddna funkce F, ktera je spojitd na R?. Pak m4 pocatecni tlo-
ha y' = F(x,y), y(xo) = yo alespoii jedno FeSeni pro libovolné g, yo € R.

Cast 1. C. (Celkem 3 body.)

Tvrzeni 7. Existuji realné funkce f, g definované pro z > 0 takové, zZe je

lir+n f(x)=0, lilf g(z) =0 azarove je hIil f(x)-g(x)=1.
Tvrzeni 8. Necht je dén interval I = [a,b], pfi¢emz a < b, a,b € R. Potom kazda
funkce integrovatelna na I nabyva své primérné hodnoty na I v néjakém bodé tohoto
intervalu, tj. existuje ¢ € [a, b] takové, Ze

f0) == [ fads



Tvrzeni 9. Plati .

11
2 = Ty

n=0

Vysledky Tvrzeni 1-9. Spravné odpovédi jsou

1,2,3,4,6,9 plati; 5, 7,8 neplati.

Cast II. (Celkem 11 bod1.)

Uloha 10 (2 body). Jak4 je definice Lagrangeova interpola¢niho polynomu, jsou-li
zadany (funkéni) hodnoty yo, ..., y, € R v navzijem ruznych bodech z, ..., x, € R?

Vysledek. Viz str. 2-3 ve skriptu doc. Hilschera. U

Uloha 11 (2 body). Udejte piiklad funkce g definované na celé redlné ose a spojité
ve vSech redlnych bodech s vyjimkou bodt zg = —1, z; = 0, x5 = 1, pficemz v bod€ o ma
odstranitelnou nespojitost, v bodé x; nastava skok a v bodé x, ma nespojitost druhého
druhu.

Visledek. Necht napt.
g(l‘) = 07 TE <—O0,0] ~ {_1}7

g(x):=1, x € (0,1]U{-1};

g(x) = x € (1,400).

Uloha 12 (1 bod). Uvedte Lagrangeovu vétu pro funkci f se spojitou derivaci na
intervalu [—10, 10].



Vysledek. Viz podkapitolu 2.10 ve skriptu doc. Hilschera. 0

Uloha 13 (1 bod). Napiste metodu per partes pro neurcity integral.

Vysledek. Viz vétu oznacenou jako ,Metoda per-partes pro neurcity integral“ v tvodu
podkapitoly 3.2 ve skriptu doc. Hilschera. O

Uloha 14 (2 body). Rozhodnéte, které z téchto t¥i ¢isel (hodnot integralt)

-2 s 1
COS T
/\x—l\dx, /sinxdz, / dx
x
2 -7 0
je nejvétsi a které nejmensi.
Vysledek. Zjevné je
-2 T 1
COS T
/\x—l\dx</sinxdx:0</ dzx.
x
2 -7 0

Uloha 15 (3 body). Uvedte integralni kritérium pro zjisténi konvergence (divergence)
¢iselnych fad s nezdpornymi ¢leny. Pro jakd o € R nekonecnd fada > n~* konverguje?

n=1

Vysledek. Viz vétu nazvanou , Integralni kritérium “ v podkapitole 4.2 ve skriptu doc. Hil-
schera. Uvedena tada konverguje prave pro o > 1. O



Cast III. (Celkem 10 bodii.)

Dopliime, Ze vySetfenim prubéhu funkce f v nize uvedeném prikladu se rozumi ,udat
defini¢ni obor a obor hodnot; pfipadnou lichost, sudost, periodicitu; ur¢it body nespojitosti
a jejich druh véetné prislusnych jednostrannych limit (pokud existuji), nulové body (pokud
existuji) a intervaly, kde je funkce kladna a kde zapornd; stanovit prvni (a druhou, je-li
potieba) derivaci; intervaly, na kterych funkce roste, klesa, ¢i je konstantni; vSechny staci-
onarni a inflexni body; vSechny lokalni extrémy (pokud existuji); intervaly, kde je funkce
konvexni a kde konkévni; vSechny asymptoty; vypocitat hodnoty ve vyznacnych bodech
(tim se rozumi vyd¢islit funkci ve staciondrnich a v inflexnich bodech a nalézt priseciky
s osami, existuji-li); naértnout jeji graf*.

Piiklad 16 (10 bodu). Vysetiete pribéh funkce

In 22

f(x) =

T

Vysledek. Zadana funkce je definovéna i spojitd na R ~ {0}. Je liché; neni suda ani
periodicka. Je kladnd pravé na intervalech (—1,0), (1,+00). V po¢atku ma nespojitost
druhého druhu a oborem hodnot f je R, nebot priseciky Gr f s osami jsou body [—1, 0],
[1,0] a nebot

lim f(x) = —o0, lim f(x) = +4o0.

z—0+ z—0—
Lehce lze ukazat, ze
Flay =20 s erqon
F(z) = 2(1%2_3) z € R~ {0}.
Staciondrnimi body jsou +e. Funkce f roste na intervalech [—e, 0), (0, ]; klesd na interva-
lech (—o0, —¢], [e, +00). V bodé = —e ma tudiz lokalni minimum y = —2/e; v bodé x = e

lokalni maximum y = 2/e. Je konvexni na intervalech [—v/e3,0), [v/e3, +00); konkévni na
intervalech (—oo, —v/€3], (0,v/¢€3]. Proto oba nulové body 4v/e3 druhé derivace funkce f
jsou jejimi inflexnimi body, pricemz

Fva) - (v -

Asymptotou bez smérnice je piimka x = 0 (v bodé 0); piimka y = 0 je potom asymptotou
se smérnici v 00, tj. hrf f(z) =0. O]



Cast IV. (Celkem 20 bod1.)

Piiklad 17 (3 body). NapiSte rovnici tecny ke grafu funkce

v bodé [1,2].

Vysledek. Protoze
7
f'(z) = g¥ s 42" (Inz+1) pro viechna z > 0,

je rovnice tecny
15
—2=—(x—-1).
y g (@—1)

Piiklad 18 (4 body). Najdéte Taylortiv polynom stupné 3 (tedy polynom stupné

nejvyse 3) funkce f(x) = x? cos (z?) se sttedem v bodé zg = 0. Poté vypoctéte

)
i L&) — 2%
r—0— ,I‘?’

Népovéda: Lze napf. vyuzit vyjadieni funkce f ve tvaru Maclaurinova rozvoje >~ a, ".

Visledek. Piislusny Taylortiv polynom je 22, nebot plati

flo)=> (1" g “€R
n=0
Odtud rovnéz ziskavame )
i £ =%
z—0— 3

Piiklad 19 (3 body). Spocitejte

/ er n 1 p
T.
e +3  cos?x




Vysledek. Je

v 1 3 3e”
/( ¢ + >dx:garctg \/;)e +tgax+C,

e2r +3  cos?zx

kde C € R. Uvazte substituci ¢ = e*. O

Piiklad 20 (3 body). Vydislete

+o0

/ dx
4z

1

Vysledek. Rozkladem na parcidlni zlomky pro = € [1, +00) dostavame

1 —x

— + =
w4+ 224+1 =z

Integrovanim lze pak obdrzet vysledek

Piiklad 21 (3 body). Urcete pro jaké hodnoty parametru 3 € R absolutné konver-

guje fada

xD
ebn

1" .
Z( ) V3nd + 113 + 3n3 4+ 111

n=1

Vysledek. Dané fada konverguje absolutné pravé pro 5 < 0. 0

Piiklad 22 (4 body). Naleznéte obecné feseni diferencidlni rovnice

, 1—2x
Y+

2 y =1

Poté naleznéte FeSeni splitujici podminku y(1) = 1.



Vijsledek. Resenimi dané rovnice jsou funkce
Caer + 12 pro C' € R.
Tudiz partikuldrnim feSenim spliiujicim podminku y(1) =1 je

y(z) = 2%

Cast V. (Celkem 10 bodii za 2 p¥iklady ze 3.)

Piiklad 23 (5 bodu). Mezi obdélniky, jejichz dva vrcholy lezi na ose x a dalsi dva
(s kladnymi druhymi soufadnicemi, tj. nad osou x) na parabole y = 8 — 222, najdéte
obdélnik s maximéalnim obsahem. Uvedte délky jeho stran.

Vijsledek. Zakladna obdélniku s maximalnim obsahem mé¥i 4/4/3; jeho vyska pak 16/3.
To 1ze ukézat nalezenim globalniho maxima funkce z (8 — 22%) na intervalu I = [0, 2]. Ne-
bot tato funkce je na I spojita, nezapornda, v krajnich bodech I nulovid a méa derivaci na
celém I, piicemz jeji derivace je nulové pouze v jednom bodé, a to v bodé 2/4/3, nabjva
zde maximalni hodnoty. ([l

Priklad 24 (5 bodu). Vypoditejte délku grafu funkce In (1 — 2%) na intervalu [0, 5.

Vijsledek. Délka grafu zadané funkce na intervalu [0, 1] je

In3 — 1
2
]
Priklad 25 (5 bodu). Sectéte
f’: on —1
- (_2)n71

pomoci sou¢tu mocninné fady » - ,(—1)" (2n + 1) 2*" pro |z | < 1.



Vysledek. Z rovnosti

oo

> (1" @2n+1)a

n=0

volbou = = v/2/2 = 1/v/2 vyplyva

i 2n—1 Z

n=1 n=0

1 — 22
:m pro |z | <1
1\ 2
"(2n+1) = -
(78) -5



