Pisemna zkouska z MB102 — 16. 1. 2008
Cast I. (Celkem 9 bodt.)

Cast 1. A. (Celkem 3 body.)

Tvrzeni 1. Pokud pro libovolnou funkci f majici spojitou derivaci tfetiho fadu v okoli
néjakého realného bodu x plati

potom je bod z inflexnim bodem funkce f.

Tvrzeni 2. Existuje monoténni funkce f na intervalu I = [—2, 5], kterd neni integro-
vatelnd na /.

Tvrzeni 3. Jestlize mocninné fada se stredem zy = 0 konverguje v bodé x = ¢ # 0,
pak konverguje absolutné ve vSech bodech intervalu (—c¢, ).

Cast 1. B. (Celkem 3 body:.)

Tvrzeni 4. Existuje nekoneéné mnoho polynomii nejvyse tretiho stupné, které prochazi
body [0,0], [-1,1], [2,4], ale pouze jeden z nich je druhého stupné.

Tvrzeni 5. Je-li funkce f primitivni funkei k néjaké sudé funkci na R, pak je f licha.

Tvrzeni 6. Rada .

i1

n=1

je absolutné konvergentni.

Cast 1. C. (Celkem 3 body.)

Tvrzeni 7. Funkce

f(z) = x_’ r e R~ {0}

ma v bodé x = 0 nespojitost 2. druhu.

Tvrzeni 8. Nevlastni integral

konverguje.



Tvrzeni 9. Diferencidlni rovnice y’ + 2y — 3z = arctg (Inz? + 3y) ma alesponi 1 Feseni
spliujici poc¢ateéni podminku y(1) = 1.

Vysledky Turzeni 1-9. Spravné odpovédi jsou

1,3,4,6,9 plati; 2,5,7,8 neplati.

Cast II. (Celkem 11 bod1.)

Uloha 10 (2 body). Uvedte tvar rozkladu na parcidlni zlomky racionalni lomené

funkce
212 — 114

(x —2) 22 (322 +x +4)?

Neurcité koeficienty nepocitejte!

Vysledek. Hledany tvar rozkladu zadané funkce je

222 — 114 A +B+C’+ Dx+ E N Fx+G
(x—2)22(3z2+x+4)2 2-2 22 o (3x2+2+4)2 322+z+4

pro néjaké A, B,C, D, E. F,G € R. O

Uloha 11 (3 body). Napiste definici derivace f’ funkce f v bodé x,. P¥imo z této
definice pro f(x) = v/z spoctéte [’ v libovolném bodé xy > 0.

Vysledek. Viz Definici 7 a Priklad 39 v podkapitole 2.7 ve skriptu doc. Hilschera. [

Uloha 12 (1 bod). Zavedte funkci f na intervalu I = [—1,1] tak, aby k ni na I
neexistovala zadna primitivni funkce.

Visledek. Necht napf. funkce f nabyva hodnoty 1 v racionalnich bodech intervalu [
a je nulova v iracionalnich. O



Uloha 13 (2 body). Pro libovoln4 realna ¢isla a < 0, b > 0 vypoctéte

b
/ sgnx dx.

Pfipomenime, Ze sgnx =1, je-li z > 0; sgnx = —1, je-li z < 0; a sgn0 = 0.

Vysledek. Plati
b
/ senx dr = a + .

Uloha 14 (2 body). Formulujte Leibnizovo kritérium konvergence alternujici fady.
Poté urcete, zda rada

i(_l)n_l 3n* —3n3+9n —1
— (5n3 — 2) 4n

konverguje.

Vysledek. Viz podkapitolu 4.3 ve skriptu doc. Hilschera. Uvedena fada konverguje. [

Uloha 15 (1 bod). Udejte piiklad divergentnich ¢iselnych fad 3 a,, > b, s klad-
n=1 n=1
nymi cleny, pro které rada

i (3a, — 2b,)
n=1

absolutné konverguje.

Vysledek. Polozme napf.

ap = abn::g pron € N.

w3



Cast III. (Celkem 10 bodii.)

Dopliime, Ze vySetfenim prubéhu funkce f v nize uvedeném prikladu se rozumi ,udat
defini¢ni obor a obor hodnot; pfipadnou lichost, sudost, periodicitu; spoc¢itat limity

lim f(z) a lim f(z),
T——00 T——+00

jestlize existuji; ur¢it nulové body (pokud existuji) a intervaly, kde je funkce kladna a kde
zapornd; stanovit prvni (a druhou, je-li potfeba) derivaci; intervaly, na kterych funkce roste,
klesd, ¢ je konstantni; v8echny stacionarni a inflexni body; v8echny lokalni extrémy (pokud
existuji); intervaly, kde je funkce konvexni a kde konkavni; vSechny asymptoty; vypocitat
hodnoty ve vyznaénych bodech (tim se rozumi vyd¢islit funkci ve stacionérnich bodech
a v bodech, ve kterych neexistuje prvni ¢i druhé derivace, a nalézt priseciky s osami);
nacrtnout jeji graf®.

Piiklad 16 (10 bodu). Vysetiete pribéh funkce

fla)=we™

Vysledek. Funkce je definovana i spojitda na celém R. Neni liché, suda ani periodicka.
Nabyva kladnych hodnot na kladné poloose, zapornych na zaporné. Jedinym prisecikem
Gr f s osami je bod [0, 0]. Plati

e*ib

T3 Jre ™, zeR~{0}, f(0)=4oc;
x

f'(x)

2e " 2e "
3V 9Vad
Jedinym nulovym bodem prvni derivace je 1/3. Funkce f roste na intervalu (—oo,1/3];

klesd na intervalu [1/3,400). V bodé 1/3 mé tudiz globalni maximum 1/3/3e. Nebot
lim f(z) = —oo0, jejim oborem hodnot je interval (—oo, 1/+/3e]. Funkce f je konvexni na

r——00

intervalech [(1 —+/3)/3,0], [(1 + v/3)/3, +-00); konkavni na intervalech (—oo, (1 — +/3)/3],
[0, (14 v/3)/3]. Proto inflexni body jsou (1 —v/3)/3,0, (1 +v/3)/3. Jedinou asymptotou je
primka y = 0 v +o0, tj. lir+n f(z)=0. O

f”(l') — %e—z

r € R\ {0}.



Cast IV. (Celkem 20 bod1.)

Piiklad 17 (4 body). Stanovte Hermitiv interpola¢ni polynom, je-li pozadovano:

ro=—1, =1, yo= -9, y1=—1, 96:107 91:2'

Vyjsledek. Hledany polynom je x® — 222 + 3x — 3.

Piiklad 18 (3 body). Urcete

Vysledek. Pomoci I’'Hospitalova pravidla lze ukazat, ze

lim (z—x> tg x = 1.
TG - 2

Piiklad 19 (3 body). Vypocditejte

sinx
——dx.
/ cos?x + 1

0

Vysledek. Plati

™

sin x T
——dx = —.
/ cos?x +1 2
0
Uvazte substituci ¢ = cos z.



Piiklad 20 (4 body). Vy¢islete nevlastni integral

1

/ln|x\dx.

-1
Vysledek. Vysledek je —2. O

Priklad 21 (3 body). Sectéte

1 1 -
1-3+3 ; 2n — 1)( 2n+1)'
Vysledek. Protoze pro vSechna n € N je
1 1 1

Cn—1)2n+1) 202n—1) 2@n+1)
plati

Mg

n=1

.1 1 1
= lim - (1-— = —.
(2n — 1)( 2n+1) n—-o0 2 2n+1 2

Piiklad 22 (3 body). Ze znalosti souc¢tu geometrické fady odvodte Maclaurinovu
fadu funkce

1
5+ 2x
a urcete jeji polomér konvergence.
Vysledek. Prave pro x € ( g g) je
1 I/ 2\" ,
= - — | =z
= (3)



Cast V. (Celkem 10 bodii za 2 p¥iklady ze 3.)

Piiklad 23 (5 bodu). Rozlehly vojensky prostor (nadale zkracujme VP) s ptidorysem
¢tverce o rozloze 100 km? je kolem dokola ohrani¢enou tizkou cestou. Z vychoziho mista
v jednom rohu VP se lze dostat do cilového mista uvniti VP tak, ze ptijdeme 5 km po cesté
a poté 2 km kolmo k ni. Pfitom mtZeme jit libovolnou dobu (mensi nez 2 hod. rovné) po
cesté rychlosti 5 km za hodinu a potom Sikmo pres VP rychlosti 3 km za hodinu. Kolik
(kilo)metrtt mame jit po cesté, abychom dosli na misto urceni co nejdiive?

Viysledek. K tomu, abychom po cesté usli z € [0, 5] km, potfebujeme z/5 hodin. Nage

cesta pfes VP pak bude métit y = /22 + (5 — z)?2 = Va2 — 10x + 29 km a ujdeme ji za

y/3 hodin. Celkem tedy bude nase cesta trvat

f(x):g:c—i- \/:132—1Ox—|-2

hodin (pfipometime, ze x € [0, 5]). Jediny nulovy bod funkce

+1 r—2>5
3 Va2 —10z + 29

je ¢islo 7/2. ProtozZe je f’ definovana (dokonce spojitd) na intervalu [0, 5] a protoze

1(5) =5 <io=5<r0=""

ol

fe) =

funkce f nabyva v bodé 7/2 svého minima. Po cesté bychom tudiz méli jit 3,5 km. U

Piiklad 24 (5 bodu). Vypoctéte obsah plasté rota¢niho télesa vzniklého rotaci plochy
ohranicené grafem funkce f a osou z na intervalu [0, 2] kolem osy z, je-li

Vysledek. Vysledek je



Piiklad 25 (5 bodi). Najdéte:

(a) rovnice kiivek s konstantni subnormalou (rovnou hodnoté a € R) ve v8ech jejich
bodech, tj. obecné feSeni rovnice yy' = a;

(b) vSechny (implicitné zadané) funkce y = f(z), pro které v libovolném jejich bo-
dé [xo, yo] plati, ze podil yo/ f'(zo) je Ctyiikrat vétsi nez xy.

Vysledek. Ve druhém pripadé fesime diferencialni rovnici

g:436.

y/
Snadno se ukaze, ze feSenimi jsou:
(a) Kfivky y? = 2ax + C pro C € R.

(b) Kfivky y* = Dz, kde D € R~ {0}.



