Pisemna zkouska z MB102 — 31. 1. 2008
Cast I. (Celkem 9 bodt.)

Cast 1. A. (Celkem 3 body:.)

Tvrzeni 1. Pro kazdou (shora i zdola) ohrani¢enou mnozinu M C R, kterd ma alespon
dva rtzné prvky, je sup M > inf M.

Tvrzeni 2. Soucinem i podilem libovolnych dvou funkci integrovatelnych na interva-
lu I = (0,00) je funkce integrovatelnd na I.

Tvrzeni 3. Pokud pro libovolnou posloupnost redlnych ¢isel {a,}7°, existuje vlastni
limita lim {/|a, |, pak mocninna fada > - a,(x — zo)" konverguje absolutné alespori ve
n—oo

dvou riznych bodech .

Cast 1. B. (Celkem 3 body:.)

Tvrzeni 4. Je-li funkce f spojita a klesajici na intervalu I = (0, 00), potom je inverzni
funkce f~! spojitd a rostouci na intervalu J = f(I).
Tvrzeni 5. Funkce arctg = a arccotg = jsou primitivnimi funkcemi k téze funkci na R.

Tvrzeni 6. Rada .

Z 2"+ (=2)"
n=0 o"
konverguje.

Cast 1. C. (Celkem 3 body.)

Tvrzeni 7. Zobrazeni definované na mnoziné vsech polynomi tak, Ze kazdému poly-
nomu piifadi jeho derivaci, neni surjektivni (tj. neni na) ani injektivni (prosté).

Tvrzeni 8. Necht C' je kiivka v roviné a [z(t), y(t)] jeji parametrizace, pficemz funk-
ce z(t) a y(t) maji spojitou derivaci na intervalu [0, 1]. Potom pro délku d kiivky C' na
intervalu [0, 1] plati

q= / VEOE T OR

Tvrzeni 9. Z relativni konvergence fad > > ,(—1)"a, a > - ,(—1)"b, plyne, Ze rovnéz
fada ) ° (6a, — 5b,) relativné konverguje.



Vysledky Tvrzeni 1-9. Spravné odpovédi jsou

1,3,6,8 plati;  2,4,5,7,9 neplati.

Cast II. (Celkem 11 bod1.)

Uloha 10 (1 bod). Definujte

lim f(z) =2,

r——00

jestlize je f definovana pro vSechna x € R.

Vysledek. Viz definici nazvanou ,Vlastni limita v nevlastnim bodé“ v podkapitole 2.4
ve skriptu doc. Hilschera. O

Uloha 11 (2 body). Uvedte

sin x

lim
x—0 xX

Poté (bez pouziti 'Hospitalova pravidla) stanovte

. sinbx
lim — .
z—0 SIn DT
Vysledek. Je
. sinx . sinbx 6
lim =1, lim — = —.
z—0 1 z—0 sin bx 5

Uloha 12 (1 bod). Udejte piiklad funkce, kterd je v bodé o = 8 spojita, prestoze
nema v tomto bodé derivaci.

Vysledek. Uvazte napt. funkei f(z) = |z — 8|, z € R. O



Uloha 13 (1 bod). Necht je dana funkce f majici derivace vSech fadt na celé redlné
ose. Definujte pro tuto funkci pojem ,inflexni bod“.

Vysledek. Viz definici nazvanou ,Inflexni bod“ v podkapitole 2.14 ve skriptu doc. Hil-
schera. 0

Uloha 14 (3 body). Vypoctéte

2 2
/|:p—1| dx, /arctgm dx.
22 22

Napovéda: Uvazte geometricky vyznam urcitého integralu.

Vysledek. Zjevné je

2

2
/|£L‘—1|d(E:5, /arctga:da::().
Z2

-2

Uloha 15 (3 body). Najdéte Maclauriniv rozvoj funkce



Cast III. (Celkem 10 bodii.)

Dopliime, ze vysetfenim pribéhu funkce f v nize uvedeném piikladu se rozumi ,,udat de-
fini¢ni obor a obor hodnot; pfipadnou lichost, sudost, periodicitu; spo¢itat limity lim f(x),
rT——00

lir}rrl f(z), jestlize existuji; ur¢it body nespojitosti a jejich druh véetné pfislusnych jedno-
T—T00

strannych limit (pokud existuji); stanovit prvni (a druhou, je-li potfeba) derivaci; intervaly,
na kterych funkce roste, klesd, ¢i je konstantni; vSechny stacionarni a inflexni body; vSechny
lokalni extrémy (pokud existuji); intervaly, kde je funkce konvexni a kde konkavni; vSechny
asymptoty; vypocitat hodnoty ve vyznacénych bodech (tim se rozumi vy¢islit funkci ve sta-
cionarnich a v inflexnich bodech a nalézt priiseciky s osami); nacrtnout jeji graf.

Piiklad 16 (10 bodu). Vysetiete pribéh funkce

22 =32+ 3x+1
flz) = :

r—1

Vysledek. Funkce je definovana i spojitd na R ~ {1}. Neni liché, sud4 ani periodicka.
Priiseciky Gr f s osami jsou body [1—+/2,0] a [0, —1]. V bodé 2 = 1 m4 funkce f nespojitost
druhého druhu a jejim oborem hodnot je celé R, nebot

lim f(z)=—-00, lim f(z)= 400, lim f(z)=+4o0.

el Parepl P———
Po tpraveé
2
f(:v):(w—l)2+—1 pro x # 1
x —_—

neni obtizné spocitat

/ (l’—l)g—l .
f(l'):2 (x—l)Q ; 177&1’
v (x —1)3+2 .

Jedinym staciondrnim bodem je x = 2. Funkce f roste na intervalu [2,+00); klesd na
intervalech (—o0, 1), (1,2]. V bodé z = 2 tudiz nabyva hodnoty lokdlniho minima y = 3.
Je konvexni na intervalech (—oo, 1 — v/2], (1, +00); konkavni na intervalu [1 — /2, 1). Bod
r =1— /2 je tedy jedinym inflexnim bodem. P¥imka = = 1 je asymptotou bez smérnice.
Asymptoty se smérnici dand funkce nema. 0]



Cast IV. (Celkem 20 bod1.)

Piiklad 17 (3 body). Sestrojte prirozeny kubicky interpolaéni splajn pro body z¢ =
—3, 1 =0axy =3 ahodnoty yp = -3, y1 =0, yo = 3.

Vysledek. Vysledkem jsou ocividné polynomy

Si(z) =z, Ss(z) ==

0
Piiklad 18 (3 body). Za pomoci diferencidlu ptiblizné urcete arcsin 0,497.
Vysledek. Plati
s 2
arcsin 0,497 ~ — — — 0,003.
6 V3
0
Piiklad 19 (3 body). Pomoci metody per partes spoctéte
/ (2 — xZ) e’ dx.
Vysledek. Je
/(2—372) e dr = (295—372) e +C, kdeC eR.
0

Piiklad 20 (3 body). Vydislete




Vysledek. Substituci t = 1+ z* (z®dx = 1/4dt a transformaci mezi 0, 1 na 1, 2) Ize

ziskat
1

3 1
Y dr=-In2
/1+x4 et
0

Piiklad 21 (5 bodu). Zjistéte, pro jaké o € {1,2,3} a 5 € R fady

I S

n=1 n=1

konverguji.

Vysledek. Prvni z uvedenych fad konverguje pravé pro a € (—e, e), zatimco druhé pro
libovolné € R, nebot

=/ B 3 L B
> (7 vim) ~m o o

n=1

Piiklad 22 (3 body). Urcete vSechna nekonstantni feSeni homogenni diferencialni

rovnice
, (+y)y
y - 2 .
T

Vysledek. Resenimi zadané diferencilni rovnice jsou kiivky
zev =C, CeR~{0}.

Dopliime, Ze fesenim je také funkce y = 0. U



Cast V. (Celkem 10 bodii za 2 p¥iklady ze 3.)

Piiklad 23 (5 bodu). Je hleddna obdélnikova parcela o rozmérech 5a x b se zdmérem
ji po obvodu celou oplotit a pak jesté ploty kolmymi na prvni stranu rozdélit na 5 (stejné
velkych) parcel o rozmérech a x b. Pro jaké hodnoty a, b je rozloha parcely S = 5ab
maximalni, ma-li byt celkova délka plott 2400 m?

Vysledek. Preformulujme zadani: Chceme maximalizovat soucin ¢isel bab, pricemz je
pozadovano, aby 6b 4+ 10a = 2400. Lehce lze dokazat, ze funkce

2400 — 10a
204 ———————
6
definovand pro a € [0,240] nabyvd maximalni hodnoty pravé pro a = 2400/20. Tedy
vysledek je
a =120 m, b =200 m,

coZ jiz plyne z rovnosti 2400/2 = 10a, 2400 = 6b + 10a. U

Piiklad 24 (5 bodu). Pomoci ur¢itého integralu odvodte vzorec pro objem Vi rotac-
niho komolého kuzele s podstavami o polomérech r; a ro a vyskou v.

Vysledek. Plati

v

2
r —r v
VK:W/<’I"1— . 23:) dac:—3 (ri +rira +73) .
v
0

Piiklad 25 (5 bodu). Pro libovolné z € (—1, 1) urcete soucet fady

x
E n? "t
n=1

Vysledek. Pomoci dvojiho derivovani souctu geometrické fady (pfed druhou derivaci
vynésobeného ) lze vypodist

= . 1+
Zn2x lzm, ‘.CL'|<1
n=1



