Pisemna zkouska z MB102 — 7. 2. 2008
Cast I. (Celkem 9 bodi.)

Cast 1. A. (Celkem 3 body.)

Tvrzeni 1. Pro kazdou dvojici ¢sel a, b € R existuje suda funkce f%°, kterd ma v +oo
a v —oo asymptotu y = ax + b.

Tvrzeni 2. Existuje funkce f, kterd neni integrovatelnd na intervalu [0, 1], ale | f | je
na tomto intervalu integrovatelna.

Tvrzeni 3. Jestlize fada )~ a, konverguje, pak je lim sin (3a, +7) = 0.

Cast 1. B. (Celkem 3 body.)

Tvrzeni 4. V alesponi jednom bodé intervalu (0,4) m4 polynom z (z — 4)°® te¢nu rov-
nobéznou s osou x.

Tvrzeni 5. Funkce

f(z) = /Omsgn(t)dt, zeR

je spojita na celém R.
Tvrzeni 6. Jsou-li funkce a(x), b(z) spojité na intervalu I = (—1,1), mé pocateéni
uloha 3’ = a(x) y + b(x), y(0) = 0 pravé jedno feseni na celém 1.

Cast 1. C. (Celkem 3 body.)

Tvrzeni 7. Funkce f ma v bodé xy € R limitu, pravé kdyz méa v tomto bodé obé
jednostranné limity.

Tvrzeni 8. Pokud je funkce f monoténni na [—5, 5], potom rovnost

/if(x)dx+/5_5f(x)dx:O

ma smysl a plati.



Tvrzeni 9. Pro libovolnou posloupnost redlnych ¢isel {a, }5°, je polomér konvergence
mocninnych fad
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stejny.

Vysledky Tvrzeni 1-9. Spravné odpovédi jsou

2,3,4,5,6,8,9 plati; 1,7 neplati.

Cast II. (Celkem 11 bodii.)

Uloha 10 (1 bod). Kolik existuje navzajem riznych polynomt stupné nejvyse 4, které
v bodech zy = 5, 7 = 55 nabyvaji po fadé hodnot yy = 55,y; = 5 a jejichz prvni a druha
derivace v bodé z( je nulova?

Vysledek. Existuje jich pravé tolik, kolik je moZnych voleb y, € R pii pevné (ale li-
bovolné) daném w9, tj. existuje bijekce mezi mnozinou téchto polynomu a R. Stacilo tedy
odpoveédét, ze , je jich nekonecné mnoho* ¢i ,mnozina takovych polynomt je jednopara-
metricka “. 0

Uloha 11 (3 body). Uréete 12. derivaci funkce

f(z) = e 4 cosx+ 20 — 52" + 623 — 11z +3, =z €R.

Vysledek. Zjevné plati

fO(z) =22 ¢* 4 cosz, x€R.

Uloha 12 (1 bod). Necht je funkce 2 = f(y) spojita a rostouci na R a ma v bo-
dé yo derivaci f'(yy) > 0. Napiste vzorec pro vypocet derivace inverzni funkce y = f ()
v bodé z¢ = f(yo).



Vysledek. Viz vétu nazvanou ,,Derivace inverzni funkce® v podkapitole 2.8 ve skriptu
doc. Hilschera. O

Uloha 13 (1 bod). Definujte priimérnou (stiedni) hodnotu av(f) = avjoyj(f) funk-
ce f spojité na intervalu [0, 1].

Vysledek. Viz definici nazvanou , Primeér funkce® v tvodu podkapitoly 3.6 ve skriptu
doc. Hilschera. 0

Uloha 14 (2 body). Uvedte pro jaka a € R integral

+oo

0

konverguje.
Vysledek. Zadany nevlastni integral konverguje praveé pro o > 1. O

Uloha 15 (3 body). Vyjadiete funkce sinxz, cosz a e ve tvaru nekoneéné mocninné
™ 9] n
fady >~ ana" pro z € R.

Vysledek. Viz podkapitolu 4.7 ve skriptu doc. Hilschera. O



Cast III. (Celkem 10 bodii.)

Dopliime, Ze vySetfenim prubéhu funkce f v nize uvedeném prikladu se rozumi ,udat
defini¢ni obor a obor hodnot; pfipadnou lichost, sudost, periodicitu; spocitat limity

lim f(z) a lim f(z),
T——00 T——+00
jestlize existuji; urcit body nespojitosti a jejich druh vcetné prislusnych jednostrannych
limit (pokud existuji), nulové body (pokud existuji) a intervaly, kde je funkce kladna a kde
zdpornd; stanovit prvni (a druhou, je-li pot¥eba) derivaci; intervaly, na kterych funkce
roste, klesa, ¢i je konstantni; vSechny stacionarni a inflexni body; vSechny lokalni extrémy
(pokud existuji); intervaly, kde je funkce konvexni a kde konkdvni; vSechny asymptoty;
vypocitat hodnoty ve vyznaénych bodech (tim se rozumi vy¢islit funkci ve stacionarnich
a v inflexnich bodech a nalézt priseéiky s osami, existuji-li); naértnout jeji graf*.

Piiklad 16 (10 bodu). Vysetiete pribéh funkce

-

xr2

Vysledek. Funkce je definovana i spojitd na R ~ {0}. Neni lich, sud4 ani periodicka.
Je zéporna pravé na intervalu (1,400). Jedingm priisecikem Gr f s osami je bod [1,0].
V bodé 0 mé f nespojitost druhého druhu a jejim oborem hodnot je R, nebot

lim f(z) = o0, lim f(z) = —o0, lim f(x) = +4o0.

z—0 r——400 r——00

Snadno lze spocitat, ze
342
o)== zeR~ {0}

3

47

f”(:zc):xE r € R\ {0}.

Jedinym staciondrnim bodem je —+/2. Funkce f roste na intervalu [—+/2,0); kleséd na
intervalech (—o0, —v/2], (0, +00). V bodé —+/2 m4 tudiz lokalni minimum 3/+/4. Inflexni
body dana funkce nemé. Je konvexni na celém svém definicnim oboru. Asymptotou bez
smeérnice je pfimka x = 0, pfimka y = —x poté asymptotou se smérnici v £oo. O



Cast IV. (Celkem 20 bod1.)

Piiklad 17 (2 body). Jestlize
1
N={1,2,3,....n,...}, M= {——; nEN}, J =(0,2]U[3,5] \ {4},
n
stanovte inf N, sup M, inf J a sup J.
Vysledek. Ziejme je

inffN=1, supM =0, inf7=0, supJ =5.

Piiklad 18 (4 body). Urcete Taylortv polynom 3. stupné funkce f(z) = sin (sinx)
se stfedem v pocatku (tj. pro o = 0).

Vysledek. Hledany polynom je
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Piiklad 19 (5 bodu). Vypoctéte
1
/x?’ —3 dx.
Vysledek. Plati
1 1 1 1 2 1
]

Priklad 20 (3 body). Sectéte
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Vysledek. Soucet dané fady je 5. OJ

Piiklad 21 (3 body). Uréete polomér konvergence mocninné rady
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Vysledek. Polomér konvergence zadané mocninné fady je 1. Doplime, zZe jejim oborem
konvergence je interval [—1,1]. O

Piiklad 22 (3 body). Naleznéte obecné feseni diferencidlni rovnice
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Vysledek. Vysledek je
(2 +5) (v +3) =C,
pricemz C' # 0, C' € R. O



Cast V. (Celkem 10 bodii za 2 p¥iklady ze 3.)

Piiklad 23 (5 bodu). Do rovnoramenného trojtihelniku o zakladné z a vysce v (nad
zékladnou) vepiste obdélnik (jedna jeho strana bude ¢asti zdkladny trojihelniku) s nejvét-
Sim obsahem. Stanovte obsah S tohoto obdélniku.

Vysledek. Pro vyteseni prikladu postacuje uvazovat tlohu, kdy se snazime vepsat do
pravothlého trojthelniku s odvésnami délek z/2 a v obdélnik s maximalnim moznym ob-
sahem, piicemz dvé jeho strany jsou ¢astmi odvésen tohoto trojihelniku. Ulohu takto
prevedeme na otazku maximalizace funkce

f@) =2 (v— 2“7‘”)

na intervalu I = [0, z/2]. Nebot je

4
f’(x):v——vx pro vSechna z € I, f(O):f(g):O, flz) >0, x €1,
z
v jediném svém staciondrnim bodu zy = z/4 nutné nabyva funkce f maxima na I. Proto
jsou sousedni strany hledaného obdélniku dlouhé z/2 (dvojndsobek xy: uvazte puvodni
tlohu) a v/2 (coz lze ziskat dosazenim z/4 za = do vyrazu v — 2vz/z). Tedy

vz
="
4

Piiklad 24 (5 bodu). Urcete obsah ohrani¢eného rovinného obrazce vymezeného gra-
fem funkce

a primkami



Piiklad 25 (5 bodi). Do ¢tverce o délce strany a > 0 je vepsan ¢tverec, jehoZ strany
jsou spojnicemi stredii stran zadaného ¢tverce. Do vepsaného ctverce je stejnym zptiso-
bem vepsan dalsi ¢tverec atd. Vypocitejte soucet obsaht vSech téchto (nekoneéné mnoha)

Ctvercu.

Viysledek. Vysledek je 2a?. Viz Ptiklad 53 z demonstrativnich cvideni.



