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|lzomorfismy stromi

[ Jelelelelelele]

Stromy se Casto pouzivaji jako (acyklické) datové struktury, v praxi
stromy prochazime v urlitém poradi vrchol( — narozdil od grafi k
jednozna¢nému urceni néjakého usporadani vrcholli staci vybrat
jeden vrchol — koren (root) v,.

Ve stromu neni Zadna kruznice, proto volba jednoho vrcholu v,
zadava orientaci vSech hran.
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[ Jelelelelelele]

Stromy se Casto pouzivaji jako (acyklické) datové struktury, v praxi
stromy prochazime v urlitém poradi vrchol( — narozdil od grafi k
jednozna¢nému urceni néjakého usporadani vrcholli staci vybrat
jeden vrchol — koren (root) v,.

Ve stromu neni Zadna kruznice, proto volba jednoho vrcholu v,
zadava orientaci vsech hran.

Po vybéru kofenu se zacina graf vice podobat skute¢nému stromu
v prirodé. Stromy s jednim vybranym kofenem nazyvame kofenové
stromy.
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[ Telelelelelele]

Stromy se Casto pouzivaji jako (acyklické) datové struktury, v praxi
stromy prochizime v urlitém poradi vrchol(l — narozdil od grafi k
jednoznacnému urceni néjakého usporadani vrcholli staci vybrat
jeden vrchol — koren (root) v,.

Ve stromu neni Zadna kruznice, proto volba jednoho vrcholu v,
zadava orientaci vsech hran.

Po vybéru kofenu se zacina graf vice podobat skute¢nému stromu
v prirodé. Stromy s jednim vybranym kofenem nazyvame kofenové
stromy.

Definice

V kotenovém stromu T = (V, E) je vrchol w je naslednik vrcholu |
v a naopak v je pfedchiidce vrcholu w pravé tehdy, kdyz existuje
cesta z korene stromu do w kterd prochazi v a v # w. P¥imy
naslednik a pfimy prfedchiidce vrcholu jsou pak naslednici a
predchiidci pfimo spojeni hranou. Mluvime také o synech a otcich
(patrné v nardzce na genealogické stromy).
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o] lelelelelele]

Definice

Binarni stromy jsou specialnim pripadem kofenového stromu, kdy
kazdy otec ma nejvyse dva nasledniky (nékdy se ale pod stejnym
oznacenim binarni strom predpoklada, Ze vsechny vrcholy kromé
listd maji pravé dva nasledniky).
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o] lelelelelele]

Definice
Binarni stromy jsou specialnim pripadem kofenového stromu, kdy |
kazdy otec ma nejvyse dva nasledniky (nékdy se ale pod stejnym
oznacenim binarni strom predpoklada, Ze vsechny vrcholy kromé
listd maji pravé dva nasledniky).

Casto jsou vrcholy stromu spojeny s kli¢i v néjaké fpIn&
usporddané mnoziné (napf. redlnd ¢isla) a slouzi k hledani vrcholu
s danym kli¢em.

Je realizovano jako hledani cesty od kofene stromu a v kazdém
vrcholu se podle velikosti rozhodujeme, do kterého ze syn(i budeme
pokracovat (resp. zastavime hledani, pokud jsme jiz ve hledaném
vrcholu). Abychom mohli tuto cestu jednoznac¢né krok po kroku
urcovat, pozadujeme aby jeden syn spolecné se vsemi jeho
nasledniky méli mensi klice nez druhy syn a vsichni jeho naslednici.
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[ele] lelelolele}

[zomorfismus stromu

Jiz drive jsme si fikali, ze rozhodnout o izomorfismu dvou
obecnych grafii je velmi obtizny problém. U strom( je nasStésti, jak
si ukazeme, situace podstatné jednodussi.
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[zomorfismus stromu

Jiz dfive jsme si fikali, ze rozhodnout o izomorfismu dvou
obecnych grafii je velmi obtizny problém. U strom( je nasStésti, jak
si ukazeme, situace podstatné jednodussi. Pro popis vsech
moznych izomorfismi (kofenovych) stromi je uzite¢né kromé
vztah( otec—syn jeSté uziteCné mit syny usporfddany v poradi (tfeba
v pfedstavé odleva doprava nebo podle postupného ristu atd.).
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[ele] lelelolele}

[zomorfismus stromu

Jiz dfive jsme si fikali, ze rozhodnout o izomorfismu dvou
obecnych grafii je velmi obtizny problém. U strom( je nasStésti, jak
si ukazeme, situace podstatné jednodussi. Pro popis vsech
moznych izomorfismi (kofenovych) stromi je uzite¢né kromé
vztah( otec—syn jeSté uziteCné mit syny usporfddany v poradi (tfeba
v pfedstavé odleva doprava nebo podle postupného ristu atd.).

Definice

Péstény strom T = (V, E, v,,v) je kofenovy strom spolecné s
castecnym usporadanim v na hranach takovym, Ze srovnatelné jsou
vzdy pravé hrany sméfujici od jednoho otce k syntim.

Morfismem kofenovych stromia T = (V,E,v,) a T' = (V' E', V)
rozumime takovy morfismus grafti v : T — T', ktery pfevadi v, na
v/. Obdobné pro izomorfismy.

Pro pésténé stromy navic pozadujeme aby zobrazeni hran
zachovavalo &aste¢nda usporfadani v a /.
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[elels] lelolele}

Kédy stromii

Pro pésténé stromy T = (V, E, v;, ) zavedeme jejich (jak
uvidime) jednoznaény popis pomoci slov z nul a jednicek.

Obrazné si mizeme predstavit, Ze strom kreslime a kazdy pfirdstek
nazna¢ime dvéma tahy, které si oznacime 0 (dolt) a 1 (nahoru).
Zacneme od listd (piip. mimo korene), kterym vSem prifadime
slovo 01. Cely strom pak budeme popisovat zfetézovanim Casti slov
tak, ze ma-li otec v syny uspofadany jako posloupnost vy, ..., v, a
jsou-li jiz jednotlivi synové oznaceni slovy Wy, ... W, pak pro otce

pouzijeme slovo
oWy ... WL

Hovorime o kédu pésténého stromu.
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[elels] lelolele}

Kédy stromii

Pro pésténé stromy T = (V, E, v;, ) zavedeme jejich (jak
uvidime) jednoznaény popis pomoci slov z nul a jednicek.
Obrazné si mizeme predstavit, Ze strom kreslime a kazdy pfirdstek
nazna¢ime dvéma tahy, které si oznacime 0 (dolt) a 1 (nahoru).
Zacneme od listd (piip. mimo korene), kterym vSem prifadime
slovo 01. Cely strom pak budeme popisovat zfetézovanim Casti slov
tak, ze ma-li otec v syny uspofadany jako posloupnost vy, ..., v, a
jsou-li jiz jednotlivi synové oznaceni slovy Wy, ... W, pak pro otce
pouzijeme slovo

ow; ... W,1.

Hovorime o kédu pésténého stromu.
Skutecné, kreslenim cest dolti a nahoru ziskime skutecné puvodni
strom s jednou hranou sméfujici shora do kofene navic.
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Dva pésténé stromy jsou izomorfni pravé, kdyZ maji stejny kod.

Dikaz.

Z konstrukce je zfejmé, Ze izomorfni stromy budou mit stejny kéd,
zbyva tedy pouze dokdzat, Ze neizomorfni stromy vedou na riizné
kddy, jinymi slovy, Ze z daného kédy jednoznacné zrekonstruujeme
vychozi péstovany strom.

Dokéazeme to indukci podle délky kédu (tj. poctu nul a jednicek)
tak, Zze vyuzijeme jednoznacné kédy pro vSechny podstromy vzniklé
odjemutim kofene.
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Dva pésténé stromy jsou izomorfni pravé, kdyZ maji stejny kod.

Dikaz.

Z konstrukce je zfejmé, Ze izomorfni stromy budou mit stejny kéd,
zbyva tedy pouze dokdzat, Ze neizomorfni stromy vedou na riizné
kddy, jinymi slovy, Ze z daného kédy jednoznacné zrekonstruujeme
vychozi péstovany strom.

Dokéazeme to indukci podle délky kédu (tj. poctu nul a jednicek)
tak, Zze vyuzijeme jednoznacné kédy pro vSechny podstromy vzniklé
odjemutim kofene.

Pro nejkratsi kéd 01 je situace snadna.
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Dva pésténé stromy jsou izomorfni pravé, kdyZ maji stejny kod.

Dikaz.

Z konstrukce je zfejmé, Ze izomorfni stromy budou mit stejny kéd,
zbyva tedy pouze dokdzat, Ze neizomorfni stromy vedou na riizné
kddy, jinymi slovy, Ze z daného kédy jednoznacné zrekonstruujeme
vychozi péstovany strom.

Dokéazeme to indukci podle délky kédu (tj. poctu nul a jednicek)
tak, Zze vyuzijeme jednoznacné kédy pro vSechny podstromy vzniklé
odjemutim kofene.

Pro nejkratsi kéd 01 je situace snadna. V indukénim kroku je dan
kod délky 2(n + 1) tvaru 0AL, pficemz A= A1Ay ... A; je
zietézenim nékolika kédi péstovanych stromii. Cast A; je tvorena
nejkratsim prexifex A, ktery ma stejny pocet 0 a 1, dile A, atd.
Podle indukéniho predpokladu kazdé A; jednoznacné odpovida
pésténému stromu, z ¢ehoz ziejmé dostavame jediny péstény strom
odpovidajici kédu 0AL. O |
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00000800

Nyni pfevedeme testovani izomorfismu kofenovych stromii, resp.
strom(l na testovani pésténych stromd.
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00000800

Nyni pfevedeme testovani izomorfismu kofenovych stromii, resp.
strom(l na testovani pésténych stromd.

U kofenovych stromii Ize vyuzit kédy, pokud se podafi urcit poradi
jejich synii jednoznaéné az na izomorfismus. Na pofadi syn(i ovsem
nezélezi pravé tehdy, kdyz jsou podgrafy urcené jejich nasledniky
izomorfni.
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00000800

Nyni pfevedeme testovani izomorfismu kofenovych stromii, resp.
strom(l na testovani pésténych stromd.

U kofenovych stromii Ize vyuzit kédy, pokud se podafi urcit poradi
jejich synii jednoznaéné az na izomorfismus. Na pofadi syn(i ovsem
nezélezi pravé tehdy, kdyz jsou podgrafy urcené jejich nasledniky
izomorfni.

Vyuzijeme proto obdobu (rekurzivni) konstrukce kédu pro pésténé
stromy — budeme postupovat obdobné s vyuzitim lexikografického
(slovnikového) usporadni synii podle jejich kéda. Korenovy strom
budeme tedy popisovat zietézovanim Casti slov tak, ze ma-li otec v
syny jiz oznaceny kédy Wy, ... Wy, pak pro otce pouZijeme slovo

oW, ... Wil

kde poradi Wi, ..., W, je zvoleno tak aby Wy < W, <. < W,.
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00000080

Pokud neni uréen koren ve stromé, mizeme jej urcit tak, aby byl
»priblizné uprostied stromu®.
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00000080

Pokud neni urcen koren ve stromé, mizeme jej urcit tak, aby byl
»priblizné uprostied stromu®.

Kazdému vrcholu stromu T pfifadime hodnotou ex¢(v) tzv.
vystfednosti (excentricity), kterou definujeme pro kazdy vrchol v
jako maximalni vzdalenost z v do jiného vrcholu w v T.

Tvrzeni

Bud C(T) mnoZina vrcholt stromu T, jejichZ vystfednost nabyvd
minimalni hodnoty (C(T) se nazyva stfed/centrum grafu,
minimalni hodnota pak polomér grafu). Pak C(T) m4 jeden vrchol
nebo dva vrcholy spojené hranou v T.
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00000080

Pokud neni urcen koren ve stromé, mizeme jej urcit tak, aby byl
»priblizné uprostied stromu®.

Kazdému vrcholu stromu T pfifadime hodnotou ex¢(v) tzv.
vystfednosti (excentricity), kterou definujeme pro kazdy vrchol v
jako maximalni vzdalenost z v do jiného vrcholu w v T.

Tvrzeni

Bud C(T) mnoZina vrcholt stromu T, jejichZ vystfednost nabyvd
minimalni hodnoty (C(T) se nazyva stfed/centrum grafu,
minimalni hodnota pak polomér grafu). Pak C(T) m4 jeden vrchol
nebo dva vrcholy spojené hranou v T.

Dikaz.

Snadno indukci s vyuzitim trividlniho faktu, Ze nejvzdalené;jsim
vrcholem od kazdého vrcholu v je nutné list. Centrum T tedy
splyva s centrem stromu T, ktery vznikne z T vypusténim list( a
prislusnych hran. O
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00000008

Libovolnému stromu prifadime jednoznacny kéd, aZz na
izomorfismus takto: Pokud je v centru T jediny vrchol, pouZijeme
jej jako kofene; v opaCném pripadé vytvofime stejnym zplsobem
kéd pro dva stromy vzniklé z T odebranim hrany (bez vrcholi)
spojujici vrcholy x, xo v C(T) a kéd vznikne zfetézenim koda
obou kofenovych stromii (T1,x1), (T2, x2) v pofadi podle
lexikografického usporadani téchto kédi.
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00000008

Libovolnému stromu prifadime jednoznacny kéd, aZz na
izomorfismus takto: Pokud je v centru T jediny vrchol, pouZijeme
jej jako kofene; v opaCném pripadé vytvofime stejnym zplsobem
kéd pro dva stromy vzniklé z T odebranim hrany (bez vrcholi)
spojujici vrcholy x1, xo v C(T) a kéd vznikne zfetézenim koda
obou kofenovych stromi (T1,x1), (T2, x2) v pofadi podle
lexikografického usporadani téchto kodi.

Dva stromy T a T' jsou izomorfni pravé, kdyZz maji spole¢ny kod. ,I
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00000008

Libovolnému stromu prifadime jednoznacny kéd, aZz na
izomorfismus takto: Pokud je v centru T jediny vrchol, pouZijeme
jej jako kofene; v opaCném pripadé vytvofime stejnym zplsobem
kéd pro dva stromy vzniklé z T odebranim hrany (bez vrcholi)
spojujici vrcholy x1, xo v C(T) a kéd vznikne zfetézenim koda
obou kofenovych stromi (T1,x1), (T2, x2) v pofadi podle
lexikografického usporadani téchto kodi.

Dva stromy T a T' jsou izomorfni pravé, kdyZz maji spole¢ny kod. J

Poznamka

Z uvedenych Gvah lze snadno nahlédnout, Ze algoritmus na
testovani izomorfismu stromil lze implementovat v linedrnim ¢ase
vzhledem k poctu vrchol(i.
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Kostra grafu

[ Jelelelolelele}

V praktickych aplikacich Casto zaddva graf vSechny mozZnosti
propojeni mezi objekty, prikladem muize byt treba silni¢ni nebo
vodovodni nebo elektricka sit. Pokud nam staci zajistit
propojitelnost kazdych dvou vrcholl pfi minimalnim poctu hran,
hleddme vlastné v grafu G faktor T, ktery je stromem.
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[ Jelelelolelele}

V praktickych aplikacich Casto zaddva graf vSechny mozZnosti
propojeni mezi objekty, prikladem muize byt treba silni¢ni nebo
vodovodni nebo elektricka sit. Pokud nam staci zajistit
propojitelnost kazdych dvou vrcholl pfi minimalnim poctu hran,
hleddme vlastné v grafu G faktor T, ktery je stromem.

Definice

Libovolny strom T = (V,E’) v grafu G =(V,E), E' CE se
nazyva kostra (spanning tree) grafu G (tj. faktor grafu, ktery
neobsahuje kruznice).
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[ Jelelelolelele}

V praktickych aplikacich Casto zaddva graf vSechny mozZnosti
propojeni mezi objekty, prikladem muize byt treba silni¢ni nebo
vodovodni nebo elektricka sit. Pokud nam staci zajistit
propojitelnost kazdych dvou vrcholl pfi minimalnim poctu hran,
hleddme vlastné v grafu G faktor T, ktery je stromem.

Definice

Libovolny strom T = (V,E’) v grafu G =(V,E), E' CE se
nazyva kostra (spanning tree) grafu G (tj. faktor grafu, ktery
neobsahuje kruznice).

Evidentné miZe kostra v grafu existovat pouze pokud je graf G
souvisly. Misto formalniho diikazu, Ze plati i opak uvedeme pfimo
algoritmus, jak kostru grafu sestrojit.



Kostra grafu
[e] lelelo]slele]

Pocet koster grafu K,

Véta (Cayleyho formule)

Pro n > 2 je pocet koster k(K,) na K, (tj. poCet stromi na
danych n vrcholech) roven n"=2.

Poznamka

Pocet koster je vyznamny pojem pouzivany v mnoha aplikacich.
Napf. v elektrotechnice, pri hypotetickém predpokladu
jednotkového odporu mezi kazdymi dvéma vrcholy spojenymi
hranou, naméfime mezi 2 vrcholy spojenymi hranou (vodi¢em)
odpor, ktery je roven poctu koster obsahujicich tuto hranu lomeno
celkovy pocet koster v grafu




Kostra grafu

[ole] lelelelele}

Duikaz: Neni znam zadny prfimocary zplsob, jak dokazat platnost
této jednoduché formule, Ize ji ale dokdzat mnoha riiznymi zptsoby
(napt. pomoci skére, kédovani koster, determinanti, ¢i pocitani

povykost — viz [MN]).
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[ole] lelelelele}

Duikaz: Neni znam zadny prfimocary zplsob, jak dokazat platnost
této jednoduché formule, Ize ji ale dokdzat mnoha riiznymi zptsoby
(napt. pomoci skére, kédovani koster, determinanti, ¢i pocitani
povykost — viz [MN]).

Spocitame dvéma zplisoby povykosy (povykos = postup vyroby
kofenového stromu). Povykos je definovén jako trojice (T, r, v),
kde T je strom na n vrcholech, r jeho kofen a v odislovani hran,
neboli bijekce v : E(T) — {1,2,...,n— 1} (zaCindme s prazdnou
mnozinou hran a postupné priddvame hranyv pofadi podle v).



Kostra grafu

[ole] lelelelele}

Duikaz: Neni znam zadny prfimocary zplsob, jak dokazat platnost
této jednoduché formule, Ize ji ale dokdzat mnoha riiznymi zptsoby
(napt. pomoci skére, kédovani koster, determinanti, ¢i pocitani
povykost — viz [MN]).

Spocitame dvéma zplisoby povykosy (povykos = postup vyroby
kofenového stromu). Povykos je definovén jako trojice (T, r, v),
kde T je strom na n vrcholech, r jeho kofen a v odislovani hran,
neboli bijekce v : E(T) — {1,2,...,n— 1} (zaCindme s prazdnou
mnozinou hran a postupné priddvame hranyv pofadi podle v).
Pro kazdy strom T mizeme koren r zvolit n zptisoby a oCislovani
hran (n — 1)! zplsoby, proto je polet povykosii n(n — 1)! - k(Kp,).



Kostra grafu

[olelo] lolelele}

Dikaz — pokr.:
Druhy zplisob: kofenovy strom budeme uvazovat jako orientovany

strom se Sipkami sméfujicimi ke kofeni. Zacneme s prazdnym
grafem a budeme priddvat Sipky v n — 1 krocich.
1. Sipka: n(n — 1) moznosti.
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[olelo] lolelele}

Dikaz — pokr.:
Druhy zplisob: kofenovy strom budeme uvazovat jako orientovany

strom se Sipkami sméfujicimi ke kofeni. Zacneme s prazdnym
grafem a budeme priddvat Sipky v n — 1 krocich.
1. Sipka: n(n — 1) moznosti.
dalsi Sipka:
@ nesmi vytvorit kruZnici;
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[olelo] lolelele}

Dikaz — pokr.:
Druhy zplisob: kofenovy strom budeme uvazovat jako orientovany

strom se Sipkami sméfujicimi ke kofeni. Zacneme s prazdnym
grafem a budeme priddvat Sipky v n — 1 krocich.
1. Sipka: n(n — 1) moznosti.
dalsi Sipka:
@ nesmi vytvorit kruZnici;
@ na konci musi z kazdého vrcholu kromé jediného vychazet
néjaka Sipka, proto musi kazda nova Sipka vychazet z vrcholuy,
z néhoz jesté zadna nevychazi.
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Dikaz — pokr.:
Druhy zplisob: kofenovy strom budeme uvazovat jako orientovany

strom se Sipkami sméfujicimi ke kofeni. Zacneme s prazdnym
grafem a budeme priddvat Sipky v n — 1 krocich.
1. Sipka: n(n — 1) moznosti.
dalsi Sipka:
@ nesmi vytvorit kruZnici;
@ na konci musi z kazdého vrcholu kromé jediného vychazet
néjaka Sipka, proto musi kazda nova Sipka vychazet z vrcholuy,
z néhoz jesté zadna nevychazi.
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Dikaz — pokr.:
Druhy zplisob: kofenovy strom budeme uvazovat jako orientovany
strom se Sipkami sméfujicimi ke kofeni. Zacneme s prazdnym
grafem a budeme priddvat Sipky v n — 1 krocich.
1. Sipka: n(n — 1) moznosti.
dalsi Sipka:
@ nesmi vytvorit kruZnici;
@ na konci musi z kazdého vrcholu kromé jediného vychazet
néjaka Sipka, proto musi kazda nova Sipka vychazet z vrcholuy,
z néhoz jesté zadna nevychazi.
V kazdé komponenté jiz vytvoreného grafu je pravé jeden vrchol, z
n&hoz nevychazi Sipka. Sipka &islo k + 1 musi vést do nékterého
vrcholu a vychazet z kofene nékteré z ostatnich komponent —
n(n — k — 1) moznosti.



Kostra grafu

[olelo] lolelele}

Dikaz — pokr.:
Druhy zplisob: kofenovy strom budeme uvazovat jako orientovany
strom se Sipkami sméfujicimi ke kofeni. Zacneme s prazdnym
grafem a budeme priddvat Sipky v n — 1 krocich.
1. Sipka: n(n — 1) moznosti.
dalsi Sipka:
@ nesmi vytvorit kruZnici;
@ na konci musi z kazdého vrcholu kromé jediného vychazet
néjaka Sipka, proto musi kazda nova Sipka vychazet z vrcholuy,
z néhoz jesté zadna nevychazi.
V kazdé komponenté jiz vytvoreného grafu je pravé jeden vrchol, z
n&hoz nevychazi Sipka. Sipka &islo k + 1 musi vést do nékterého
vrcholu a vychazet z kofene nékteré z ostatnich komponent —
n(n — k — 1) moznosti. Celkem mame

n—2
l_In(n—k—l):(n—l)!~n”_1
k=0

zplsob( a porovnanim s prvnim vypoctem dostaneme tvrzeni.
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Algoritmus pro nalezeni kostry 1

Seradime zcela libovolné vSechny hrany e, ..., e, v E do pofadi a
postupné budujeme mnoziny hran E;(i =0,..., m) tak, Zze Ep =)
v t-tém kroku pfidame hranu e k E;_1 (tj. Ei = Ei—1 U{ei} ),
jestlize tim nevznikne v grafu G; = (V, E;) kruznice, a ponechiame
E; = E;_1 beze zmény v pfipadé opacném. Algoritmus skonci
pokud bud ma jiZ graf G; pro néjaké i pravé n — 1 hran nebo je jiz
i = m. Pokud zastavujeme z druhého davodu, byl pivodni graf
nesouvisly a kostra neexistuje.
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Algoritmus pro nalezeni kostry 1

Seradime zcela libovolné vSechny hrany e, ..., e, v E do pofadi a
postupné budujeme mnoziny hran E;(i =0,..., m) tak, Zze Ep =)
v t-tém kroku pfidame hranu e k E;_1 (tj. Ei = Ei—1 U{ei} ),
jestlize tim nevznikne v grafu G; = (V, E;) kruznice, a ponechiame
E; = E;_1 beze zmény v pfipadé opacném. Algoritmus skonci
pokud bud ma jiZ graf G; pro néjaké i pravé n — 1 hran nebo je jiz
i = m. Pokud zastavujeme z druhého davodu, byl pivodni graf
nesouvisly a kostra neexistuje.

Vysledkem predchoziho algoritmu je vzdy les T. Jestlize algoritmus
skonéi's k < n—1 hranami, ma pivodni graf n — k komponent.
Zejména je tedy T kostrou praveé, kdyz algoritmus skonci pro
dosazeni n— 1 hran.
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Diikaz.

Tvrzeni, ze vysledny graf T je lesem, je ziejmé z postupu
konstrukce. Je-li k = n —1, je navic T strom podle charakteriza¢ni
véty o stromech. Je-li k <n—1, je T lesem, s n — k stromovymi
komponentami, nebot kazda dalsi komponenta prispiva jednickou k

hodnoté (n — 1) — k (rozdil po¢tu hran ve stromu a poctu hran v
grafu T). O
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Poznamka (slozitost algoritmu)

Kruznice prfidanim nové hrany vznikne tehdy a jen tehdy, jestli jeji
koncové vrcholy lezi ve stejné souvislé komponenté budovaného
lesu T. Stadi ndm proto priibézné udrzovat znalost souvislych
komponent.
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Poznamka (slozitost algoritmu)

Kruznice prfidanim nové hrany vznikne tehdy a jen tehdy, jestli jeji
koncové vrcholy lezi ve stejné souvislé komponenté budovaného
lesu T. Stadi ndm proto priibézné udrzovat znalost souvislych
komponent.

V abstraktni podobé nam staci umét pro jiz zadané tridy
ekvivalence na dané mnoziné (v nasem pfipadé jsou to vrcholy)
sluCovat dvé tfidy ekvivalence do jedné a nalézat pro dany prvek,
do které tfidy patfi. Pro sjednoceni jisté potfebujeme O(k) Casu,
kde k je pocet prvk( slucovanych tfid a jist€ mizeme pouzit
ohraniceni poctu k celkovym poctem vrchol( n. Se tfidami si
mizeme pamatovat i pocty jejich prvk( a pribézné pro kazdy
vrchol uchovdvat informaci do které tridy patfi. Sjednoceni dvou
trid tedy predstavuje preznaceni jména u vSech prvk( jedné z nich.
Mame tedy n — 1 operaci sjednoceni a m operaci testovani
ekvivalence vrcholii, proto Ize slozitost ohrani¢it O(n? + m).
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Poznamka (slozitost algoritmu)

Kruznice prfidanim nové hrany vznikne tehdy a jen tehdy, jestli jeji
koncové vrcholy lezi ve stejné souvislé komponenté budovaného
lesu T. Stadi ndm proto priibézné udrzovat znalost souvislych
komponent.

V abstraktni podobé nam staci umét pro jiz zadané tridy
ekvivalence na dané mnoziné (v nasem pfipadé jsou to vrcholy)
sluCovat dvé tfidy ekvivalence do jedné a nalézat pro dany prvek,
do které tfidy patfi. Pro sjednoceni jisté potfebujeme O(k) Casu,
kde k je pocet prvk( slucovanych tfid a jist€ mizeme pouzit
ohraniceni poctu k celkovym poctem vrchol( n. Se tfidami si
mizeme pamatovat i pocty jejich prvk( a pribézné pro kazdy
vrchol uchovdvat informaci do které tridy patfi. Sjednoceni dvou
trid tedy predstavuje preznaceni jména u vSech prvk( jedné z nich.
Mame tedy n — 1 operaci sjednoceni a m operaci testovani
ekvivalence vrcholii, proto Ize slozitost ohrani¢it O(n? + m).
Budeme-li vzdy preznacovat mensi ze slu¢ovanych tfid, pak celkovy
pocet operaci v nasem algoritmu Ize ohrani¢it O(nlog n + m).
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Algoritmus pro nalezeni kostry 2

Jiny postup: Budeme v grafu G = (V, E) s n vrcholy a m hranami
postupné budovat strom T. Zaéneme v libovolné zvoleném vrcholu
v a prazdnou mnoZinou hran, tj. To = ({v}, ). V i—tém kroku
hleddme mezi hranami, které dosud nejsou v T;_1, majiv T;_1
jeden koncovy vrchol, ale druhy koncovy vrchol do T;_1 nepatii.
Prvni takovou hranu pfidame i s druhym koncovym vrcholem a
ziskame tak T;. Algoritmus skonci, aZ takova hrana neexistuje.
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Algoritmus pro nalezeni kostry 2

Jiny postup: Budeme v grafu G = (V, E) s n vrcholy a m hranami
postupné budovat strom T. Zaéneme v libovolné zvoleném vrcholu
v a prazdnou mnoZinou hran, tj. To = ({v}, ). V i—tém kroku
hleddme mezi hranami, které dosud nejsou v T;_1, majiv T;_1
jeden koncovy vrchol, ale druhy koncovy vrchol do T;_1 nepatii.
Prvni takovou hranu pfidame i s druhym koncovym vrcholem a
ziskame tak T;. Algoritmus skonci, aZ takova hrana neexistuje.

Evidentné je vysledny graf T (v ptipadé, ze ma n vrchold) souvisly
a podle poctu vrcholdl a hran je to strom. Vrcholy T splyvaji s
vrcholy souvislé komponenty G.
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Algoritmus pro nalezeni kostry 2

Jiny postup: Budeme v grafu G = (V, E) s n vrcholy a m hranami
postupné budovat strom T. Zaéneme v libovolné zvoleném vrcholu
v a prazdnou mnoZinou hran, tj. To = ({v}, ). V i—tém kroku
hleddme mezi hranami, které dosud nejsou v T;_1, majiv T;_1
jeden koncovy vrchol, ale druhy koncovy vrchol do T;_1 nepatii.
Prvni takovou hranu pfidame i s druhym koncovym vrcholem a
ziskame tak T;. Algoritmus skonci, aZ takova hrana neexistuje.

Evidentné je vysledny graf T (v ptipadé, ze ma n vrchold) souvisly
a podle poctu vrcholdl a hran je to strom. Vrcholy T splyvaji s
vrcholy souvislé komponenty G.

Algoritmus v ¢ase O(n + m) nalezne kostru souvislé komponenty
zvoleného pocatecniho vrcholu v.



Minimalni kostra

Plan prednasky

© Minimalni kostra



Minimalni kostra

[ lelelele]

Kromé nalezeni kostry je Casto (i¢elné znat nejlepsi moznou kostru
vzhledem k néjakému ohodnoceni hran. ProtoZe je to obecnou
vlastnosti stromd, kazdd kostra grafu G ma stejny pocet hran. V
grafech s ohodnocenymi hranami, budeme hledat kostry s
minimalnim souctem ohodnoceni pouzitych hran.

Definice

Necht G = (V, E, w) je souvisly graf s ohodnocenymi hranami s
nezapornymi vahami w(e) pro vSechny hrany. Jeho minimalni
kostra (minimum spanning tree) T je takova kostra grafu G, ktera
ma mezi vsemi jeho kostrami minimalni soucet ohodnoceni vsech
hran.




Minimalni kostra

[ lelelele]

Kromé nalezeni kostry je Casto (i¢elné znat nejlepsi moznou kostru
vzhledem k néjakému ohodnoceni hran. ProtoZe je to obecnou
vlastnosti stromd, kazdd kostra grafu G ma stejny pocet hran. V
grafech s ohodnocenymi hranami, budeme hledat kostry s
minimalnim souctem ohodnoceni pouzitych hran.

Definice

Necht G = (V, E, w) je souvisly graf s ohodnocenymi hranami s
nezapornymi vahami w(e) pro vSechny hrany. Jeho minimalni
kostra (minimum spanning tree) T je takova kostra grafu G, ktera
ma mezi vsemi jeho kostrami minimalni soucet ohodnoceni vsech
hran.

O prakti¢nosti takové Glohy miiZzete premyslet tfeba v souvislosti s
rozvodnymi sitémi elektfiny, plynu, vody apod (viz napf. problém
elektrifikace Casti jizni Moravy, ktery vyresil Otakar Boriivka v roce
1926 pomoci algoritmu — v dnesni terminologii — minimalni kostry,
prestoze obor teorie grafii, Cekal jesté cca 10 let na svij oficidlni
vznik).
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Kruskal(iv algoritmus

Predpoklddejme, Ze jsou vSechna ohodnoceni w(e) hran v grafu G
nezaporna. Nasledujicimu postupu se fikda KruskalQiv algoritmus:
e Setfidime véech m hran v E tak, aby
w(er) < w(e) < - < w(em).
e v tomto poradi aplikujeme na hrany postup z Algoritmu 1 pro
kostru.
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Kruskal(iv algoritmus

Predpoklddejme, Ze jsou vSechna ohodnoceni w(e) hran v grafu G
nezaporna. Nasledujicimu postupu se fikda KruskalQiv algoritmus:

e Setfidime véech m hran v E tak, aby
wie) < wle) < - < wiep).
e v tomto poradi aplikujeme na hrany postup z Algoritmu 1 pro
kostru.
Jde o typicky priklad takzvaného ,hladového (greedy) pfistupu”,
kdy se k maximalizaci zisku (nebo minimalizaci nikladil) snazime
dostat vyb&rem momentalné nejvyhodnéjsiho kroku. Casto tento
pfistup zklame, protoze nizké naklady na zacatku procesu mohou
zavinit vysoké na jeho konci.
V tomto pfipadé (nastésti) hladovy pfistup funguje, nemusime tedy
prohleddvat a porovnavat az n"~2 koster na daném grafu.
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Véta
Kruskaliv algoritmus spravné resi problém minimdini kostry pro

kazdy souvisly graf G s nezapornym ohodnocenim hran. Algoritmus
pracuje v ase O(mlog m), kde m je polet hran v G.
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Véta
Kruskaliv algoritmus spravné resi problém minimdini kostry pro

kazdy souvisly graf G s nezapornym ohodnocenim hran. Algoritmus
pracuje v ase O(mlog m), kde m je polet hran v G.

Dikaz.

Bud T vyslednd kostra z algoritmu, To takovd minimalni kostra na
G, kterd se s T shoduje na co nejvice (sefazenych) hranach.
Sporem dokdzeme, ze To = T.
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Véta

Kruskaliv algoritmus spravné resi problém minimdini kostry pro
kazdy souvisly graf G s nezapornym ohodnocenim hran. Algoritmus
pracuje v ase O(mlog m), kde m je polet hran v G.

Dikaz.

Bud T vysledna kostra z algoritmu, T takovd minimalni kostra na
G, kterd se s T shoduje na co nejvice (sefazenych) hranach.
Sporem dokdzeme, ze To = T.

Predpoklddejme To # T a bud j nejmensi index, takovy, e se T a
To lisi v hrané ¢; (zfejmé ¢ € T \ To).
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Véta

Kruskaliv algoritmus spravné resi problém minimdini kostry pro
kazdy souvisly graf G s nezapornym ohodnocenim hran. Algoritmus
pracuje v ase O(mlog m), kde m je polet hran v G.

Dikaz.

Bud T vysledna kostra z algoritmu, T takovd minimalni kostra na
G, kterd se s T shoduje na co nejvice (sefazenych) hranach.
Sporem dokdzeme, ze To = T.

Predpoklddejme To # T a bud j nejmensi index, takovy, e se T a
To liSi v hrané ¢; (zfejmé ¢; € T \ To). Pak To U {¢;} obsahuje
pravé jednu kruznici C.
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Véta

Kruskaliv algoritmus spravné resi problém minimdini kostry pro
kazdy souvisly graf G s nezapornym ohodnocenim hran. Algoritmus
pracuje v ase O(mlog m), kde m je polet hran v G.

Dikaz.

Bud T vysledna kostra z algoritmu, T takovd minimalni kostra na
G, kterd se s T shoduje na co nejvice (sefazenych) hranach.
Sporem dokdzeme, ze To = T.

Predpoklddejme To # T a bud j nejmensi index, takovy, e se T a
To liSi v hrané ¢; (zfejmé ¢; € T \ To). Pak To U {¢;} obsahuje
pravé jednu kruznici C. Na této kruznici tedy existuje hrana

ex(k > j), ktera neni v T. Pak ale w(ex) > w(e;) a kostra s
hranami To \ {ex} U {€j} neni horsi nez Ty a protoze se od T lisi
~pozdé&ji*, méli jsme ji na zacdtku vybrat misto Ty. Spor. my
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| druhy z nasich algoritmii pro kostru grafu v predchozim odstavci
vede na minimalni kostru, kdyz v kazdém okamziku volime ze
viech moznych hran ¢; = {v;,vj11}, vi € V}, viz1 € V\ v tu,
ktera ma minimalni ohodnoceni.
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| druhy z nasich algoritmii pro kostru grafu v predchozim odstavci
vede na minimalni kostru, kdyz v kazdém okamziku volime ze
viech moznych hran ¢; = {v;,vj11}, vi € V}, viz1 € V\ v tu,
ktera ma minimalni ohodnoceni.

Vysledny postup je Primiiv algoritmus z roku 1957. Byl ale
popsan Jarnikem jiz v roce 1930. Rikdme mu tedy Jarnik(v
algoritmus. Jarnik vychazel z algoritmu O. Borlvky z r. 1926.

Jarnikiv algoritmus najde minimalini kostru pro kaZdy souvisly graf
s libovolnym ohodnocenim hran. ‘
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| druhy z nasich algoritmii pro kostru grafu v predchozim odstavci
vede na minimalni kostru, kdyz v kazdém okamziku volime ze
viech moznych hran ¢; = {v;,vj11}, vi € V}, viz1 € V\ v tu,
ktera ma minimalni ohodnoceni.

Vysledny postup je Primiiv algoritmus z roku 1957. Byl ale
popsan Jarnikem jiz v roce 1930. Rikdme mu tedy Jarnik(v
algoritmus. Jarnik vychazel z algoritmu O. Borlvky z r. 1926.

Véta
Jarnikiv algoritmus najde minimalini kostru pro kaZdy souvisly graf
s libovolnym ohodnocenim hran.

Poznamka

Bortivklv algoritmus tvori stale co nejvice souvislych komponent
zardz. Zaneme s jednoprvkovymi komponentami v grafu

To = (V,0) a pak postupné kazdou komponentu propojime
nejkratsi moznou hranou s komponentou jinou. Opét takto
obdrzime minimalni kostru. Tento algoritmu je zakladem
nejrychlej$iho znamého algoritmu, béZiciho v ¢ase O(n + m).
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