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Dalsi vyznamna skupina aplikaci jazyka teorie grafi se tyka
presunu néjakého méfitelného materidlu v pevné zadané siti.
Vrcholy v orientovaném grafu predstavuji body, mezi kterymi lze
podél hran prenaset predem znama mnozstvi, kterd jsou zadana
formou ohodnoceni hran. Nékteré vybrané vrcholy predstavuji
zdroj sité, jiné vystup ze sité. Podle analogie potrubni sité pro
prenos kapaliny fikime vystupnim vrcholim stok sité). Sit je tedy
pro nas orientovany graf s ohodnocenymi hranami a vybranymi
vrcholy, kterym fikdme zdroje a stoky.
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Je zfejmé, Ze se miizeme bez (ijmy na obecnosti omezit na
orientované grafy s jednim zdrojem a jednim stokem.

V obecném pripadé totiz vzdy mlzeme pridat jeden stok a jeden
zdroj navic a spojit je vhodné orientovanymi hranami s vsemi
zadanymi zdroji a stoky tak, Ze ohodnoceni pridanych hran bude
zaroven zadavat maximalni kapacity jednotlivych zdroji a stok.
Situace je naznacena na obrazku, kde ¢ernymi vrcholy nalevo jsou
zobrazeny vsechny zadané zdroje, zatimco Cerné vrcholy napravo
jsou vSechny zadané stoky. Nalevo je jeden pfidany (virtudlni) zdroj
jako bily vrchol a napravo jeden stok. Oznaceni hran neni

v obrazku uvedeno.
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Definice

Sit je orientovany graf G = (V/, E) s vybranym jednim vrcholem z
nazvanym zdroj a jinym vybranym vrcholem s nazvanym stok,
spolu s nezapornym ohodnocenim hran w : E — ]Rsr, nazyvanym
kapacita hran.
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coeo

Definice

Sit je orientovany graf G = (V/, E) s vybranym jednim vrcholem z
nazvanym zdroj a jinym vybranym vrcholem s nazvanym stok,
spolu s nezapornym ohodnocenim hran w : E — ]R(J)r, nazyvanym
kapacita hran. Tokem v siti S = (V, E, z, s, w) rozumime
ohodnoceni hran f : E — R takové, ze soucet hodnot u vstupnich
hran u kazdého vrcholu v kromé zdroje a stoku je stejny jako
soucet u vystupnich hran z téhoz vrcholu, tj.

vitzs = Y fleg= > f(e)

e€IN(v) ecOUT (v)

a tok spliiuje kapacitni omezeni f(e) < w(e).
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Definice

Sit je orientovany graf G = (V/, E) s vybranym jednim vrcholem z
nazvanym zdroj a jinym vybranym vrcholem s nazvanym stok,
spolu s nezapornym ohodnocenim hran w : E — ]R(J)r, nazyvanym
kapacita hran. Tokem v siti S = (V, E, z, s, w) rozumime
ohodnoceni hran f : E — R takové, ze soucet hodnot u vstupnich
hran u kazdého vrcholu v kromé zdroje a stoku je stejny jako
soucet u vystupnich hran z téhoz vrcholu, tj.

vitzs = Y fleg= > f(e)
ecIN(v) ecOUT (v)

a tok spliiuje kapacitni omezeni f(e) < w(e). Velikost toku f je
dana celkovou balanci hodnot u zdroje

fl= > fle)— > fle).

ecOUT (z) ecIN(z)
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Z definice je zfejmé, ze velikost toku muizeme stejné dobre vypodist
jako hodnotu

fl= > f(e > fe).

e€lIN(s) ecOUT (s)
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Z definice je zfejmé, ze velikost toku muizeme stejné dobre vypodist
jako hodnotu

fl= > fley— >  fle).

eclN(s) ecOUT (s)

Na obrazku mame nakreslenu jednoduchou sit se zvyraznénym
bilym zdrojem a éernym stokem. Sou¢tem maximalnich kapacit
hran vstupujicich do stoku vidime, Ze maximalni mozny tok v této
siti je 5.
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Nasi dlohou bude pro zadanou sit na grafu G urcit maximalni
mozny tok. Jde vlastné o specialni pfipad Glohy linedrniho
(celodiselného) programovani, kde nezndmymi jsou toky na
hrandch a omezeni plynou z podminek na tok. Ukaze se, ze pro

feSeni této Glohy existuji jednoduché a pfitom rychlé algoritmy.
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Nasi dlohou bude pro zadanou sit na grafu G urcit maximalni
mozny tok. Jde vlastné o specialni pfipad Glohy linedrniho
(celodiselného) programovani, kde nezndmymi jsou toky na
hrandch a omezeni plynou z podminek na tok. Ukaze se, ze pro
feSeni této Glohy existuji jednoduché a pfitom rychlé algoritmy.

Definice

Rezem v siti S = (V, E, z,s, w) rozumime takovou mnoZinu hran
C C E, ze po jejim odebrani nebude v grafu G = (V, E \ C) zadna
(orientovana) cesta z z do s. Cislo

ICl=)"w(e)
eeC

nazyvame velikost fezu C.
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Evidentné plati, ze nikdy nem(zeme najit vétsi tok, nez je hodnota
kteréhokoliv z fez(i. Na dalSim obrazku mame zobrazen tok siti

s hodnotou 5 a ¢arkovanymi lomenymi ¢arami jsou naznaceny rezy
o hodnotach 12, 8 a 5.

Poznamka

Tok a kapacitu hran v siti obvykle zapisujeme v obrazku ve tvaru
f/c, kde f je hodnota toku na dané hrané a c jeji kapacita.
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Sestavime algoritmus, ktery pomoci postupnych konstrukci
vhodnych cest najde fez s minimalni mozZnou hodnotou a zaroven
najde tok, ktery tuto hodnotu realizuje. Tim dokazeme nasledujici
vétu:

Maximdlni velikost toku v dané siti S = (V, E, z,s,w) je rovna
minimalni velikosti fezu v této siti.
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Myslenka algoritmu — prohleddvame cesty mezi uzly grafu a
snazime se je ,nasytit" co nejvétsim tokem. Zavedeme si za timto
Gcelem terminologii.
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Myslenka algoritmu — prohleddvame cesty mezi uzly grafu a
snazime se je ,nasytit" co nejvétsim tokem. Zavedeme si za timto
ic¢elem terminologii. O neorientované cesté v siti

S =(V,E,z,s,w) z vrcholu v do vrcholu w fekneme, ze je
nenasycena, jestlize pro vSechny hrany této cesty orientované ve
sméru z v do w plati f(e) < w(e) a f(e) > 0 pro hrany
orientované opacné. Za rezervu kapacity hrany e pak oznacujeme
Cislo w(e) — f(e) pro prfipad hrany orientované ve sméru z v do w
a Cislo f(e) pfi orientaci opacné. Pro zvolenou cestu bereme za
rezervu kapacity minimalni rezervu kapacity z jejich hran.
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Ford-Fulkersoniiv algoritmus (1956)

Vstupem je sit S = (V, E, z,s,w) a vystupem maximalni mozny
tok f : E — R.
@ Inicializace: zadame f(e) = 0 pro vSechny hrany e € E a
najdeme mnozinu vrcholll U C V/, do kterych existuje
nenasycend cesta ze zdroje z.
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Ford-Fulkersoniiv algoritmus (1956)

Vstupem je sit S = (V, E, z,s,w) a vystupem maximalni mozny
tok f : E — R.

e Inicializace: zaddme f(e) = 0 pro vSechny hrany e € E a
najdeme mnozinu vrcholll U C V/, do kterych existuje
nenasycend cesta ze zdroje z.

@ Hlavni cyklus: Dokud s € U opakujeme
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Ford-Fulkersoniiv algoritmus (1956)

Vstupem je sit S = (V, E, z,s,w) a vystupem maximalni mozny
tok f : E — R.

e Inicializace: zaddme f(e) = 0 pro vSechny hrany e € E a
najdeme mnozinu vrcholll U C V/, do kterych existuje
nenasycend cesta ze zdroje z.

@ Hlavni cyklus: Dokud s € U opakujeme

e zvolime nenasycenou cestu P ze zdroje z do s a zvétsime tok f
u vSech hran této cesty o jeji minimalni rezervu
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Ford-Fulkersoniiv algoritmus (1956)

Vstupem je sit S = (V, E, z,s,w) a vystupem maximalni mozny
tok f : E — R.

e Inicializace: zaddme f(e) = 0 pro vSechny hrany e € E a
najdeme mnozinu vrcholll U C V/, do kterych existuje
nenasycend cesta ze zdroje z.

@ Hlavni cyklus: Dokud s € U opakujeme

e zvolime nenasycenou cestu P ze zdroje z do s a zvétsime tok f
u vSech hran této cesty o jeji minimalni rezervu
e aktualizujeme U.
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Ford-Fulkersoniiv algoritmus (1956)

Vstupem je sit S = (V, E, z,s,w) a vystupem maximalni mozny
tok f: E — R.

@ Inicializace: zadame f(e) = 0 pro vSechny hrany e € E a
najdeme mnozinu vrcholll U C V/, do kterych existuje
nenasycend cesta ze zdroje z.

@ Hlavni cyklus: Dokud s € U opakujeme

e zvolime nenasycenou cestu P ze zdroje z do s a zvétsime tok f
u vSech hran této cesty o jeji minimalni rezervu
e aktualizujeme U.

@ na vystup ddme maximalni tok f a minimalni ez C tvoreny

vSemi hranami vychdzejicimi z U a koncicimi v dopliiku V' \ U.
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Diikaz spravnosti algoritmu

Jak jsme vidéli, velikost kazdého toku je nejvyse rovna hodnoté
kteréhokoliv Fezu. Stadi nam tedy ukdzat, ze v okamziku zastaveni
algoritmu jsme vygenerovali fez i tok se stejnou hodnotou.
Algoritmus se zastavi, jakmile neexistuje nenasycend cesta ze
zdroje z do stoku s. To znamend, ze U neobsahuje s a pro vSechny
hrany e z U do zbytku je f(e) = w(e), jinak bychom museli
koncovy vrchol e pfidat k U.
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Diikaz spravnosti algoritmu

Jak jsme vidéli, velikost kazdého toku je nejvyse rovna hodnoté
kteréhokoliv Fezu. Stadi nam tedy ukdzat, ze v okamziku zastaveni
algoritmu jsme vygenerovali fez i tok se stejnou hodnotou.
Algoritmus se zastavi, jakmile neexistuje nenasycend cesta ze
zdroje z do stoku s. To znamend, ze U neobsahuje s a pro vSechny
hrany e z U do zbytku je f(e) = w(e), jinak bychom museli
koncovy vrchol e pfidat k U.

Zaroven ze stejného dlvodu vsechny hrany e, které zacinaji

v komplementu V' \ U a konéi v U musi mit tok f(e) = 0.
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Pro velikost toku celé sité jisté plati

Il = > f(e) - > f(e).

hrany z U do V' \ U hrany z V' \ U do U

Tento vyraz je ovSsem v okamziku zastaveni roven

> fe) = > w(e) = [C],

hrany z U do V \ U hrany z U do V \ U

coz jsme chtéli dokazat.
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Pro velikost toku celé sité jisté plati

Il = > f(e) - > f(e).

hrany z U do V' \ U hrany z V' \ U do U

Tento vyraz je ovSsem v okamziku zastaveni roven

> fe) = > w(e) = [C],

hrany z U do V \ U hrany z U do V \ U

coz jsme chtéli dokazat.
Zbyva ovsem ukazat, Ze algoritmus skutecné zastavi.
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Zastaveni Ford-Fulkersonova algoritmu

Pro celociselné kapacity hran sité uvedeny algoritmus vzdy skonci.
V obecném pripadé nejen, Ze algoritmus skoncCit nemusi, prislusné
toky dokonce ani nemusi k maximalnimu toku konvergovat.
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Zastaveni Ford-Fulkersonova algoritmu

Tvrzeni

Pro celociselné kapacity hran sité uvedeny algoritmus vzdy skonci.
V obecném pripadé nejen, Ze algoritmus skoncCit nemusi, prislusné
toky dokonce ani nemusi k maximalnimu toku konvergovat.

| 5\

Diikaz.
Dikaz ukonceni v celoCiselném pripadé vyplyva z toho, ze vzdy
sytime cestu o celociselné hodnoté€. [

v
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Zastaveni Ford-Fulkersonova algoritmu

Tvrzeni

Pro celociselné kapacity hran sité uvedeny algoritmus vzdy skonci.
V obecném pripadé nejen, Ze algoritmus skoncCit nemusi, prislusné
toky dokonce ani nemusi k maximalnimu toku konvergovat.

Diikaz.
Dikaz ukonceni v celoCiselném pripadé vyplyva z toho, ze vzdy
sytime cestu o celociselné hodnoté€. [

Poznamka

| A

Ford-Fulkersonliv algoritmus ma sloZitost v nejhorsim pripadé
O(E -|f]), kde |f| je hodnota maximalniho toku.

A
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Edmonds-Karpiv algoritmus

Vylepsenim zakladniho Ford-Fulkersonova algoritmu je
Edmonds-Karpiiv algoritmus, ve kterém zvétSujeme tok podél
nejkratsi nenasycené cesty — tj. sit prohleddvame do Sifky.

U tohoto algoritmu jiz je zaruceno zastaveni, navic je jeho Casova
slozitost ohrani¢ena O(VE?), nezavisle na hodnoté maximalniho
toku.
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Chod algoritmu je ilustrovan na obrazku. Vlevo jsou vybarveny dvé
nejkratsi nenasycené cesty ze zdroje do stoku (horni ma dvé hrany,
spodni tfi). Jsou vyznadeny Cervené. Napravo je pak nasycena dalsi
cesta v poradi a je vyznacena modre. Je nyni zjevné, Ze nemlze
existovat dalSi nenasycend cesta ze zdroje do stoku. Proto
algoritmus v tomto okamziku skondi.
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Zobecnéni siti

V praktickych aplikacich mohou byt na sité kladeny dalsi
pozadavky:

@ maximalni kapacita vrcholl — snadno se prevede na zakladni
pripad zdvojenim vrcholi, které spojime hranou o dané
kapacité;

@ minimalni kapacita hran — napt. aby nedochazelo k zanaseni
potrubi. V tomto pripadé Ize modifikovat inicializaci, je ale
tfeba otestovat existenci pfipustného toku (podobné jako
v Gloze linedrniho progamovani).
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Véta (Mengerova)

Pro kazdé dva vrcholy v a w v grafu G = (V, E) je pocet hranové
riznych cest z v do w roven minimalnimu poctu hran, které je

tfeba odstranit, aby se v a w ocitly v riznych komponentach
vzniklého grafu.

Plyne snadno z véty o maximdlnim toku a minimalnim rezu v siti,
kde jsou kapacity vSech hran (v obou smérech) rovny 1. O




Dalsi aplikace
0®00

Bipartitni parovani

Hezkym vyuzitim tok( v siti je FeSeni Glohy bipartitniho parovani.
Ukolem je najit v bipartitnim grafu maximalni podmnoZinu hran
takovou, aby zaddné dvé hrany nesdilely vrchol.
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Bipartitni parovani

Hezkym vyuzitim tok( v siti je FeSeni Glohy bipartitniho parovani.
Ukolem je najit v bipartitnim grafu maximalni podmnozZinu hran
takovou, aby zaddné dvé hrany nesdilely vrchol.

Jde o abstraktni variantu docela obvyklé Glohy — tfeba sparovani
klukd a holek k tanci v tane¢nich, kdybychom méli predem zndmé
moznosti, ze kterych vybirdme (napf. aby dvojici netvoril par prilis
vyskové nesourody).
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Bipartitni parovani

Hezkym vyuzitim tok( v siti je FeSeni Glohy bipartitniho parovani.
Ukolem je najit v bipartitnim grafu maximalni podmnozZinu hran
takovou, aby zaddné dvé hrany nesdilely vrchol.

Jde o abstraktni variantu docela obvyklé Glohy — tfeba sparovani
klukd a holek k tanci v tane¢nich, kdybychom méli predem zndmé
moznosti, ze kterych vybirdme (napf. aby dvojici netvoril par prilis
vyskové nesourody).

Tento problém docela snadno prevedeme na hledani maximalniho
toku. Pfiddme si uméle navic ke grafu zdroj, ktery propojime
hranami jdoucimi do vSech vrcholil v jedné skupiné v bipartitnim
grafu, zatimco ze vsech vrcholi ve druhé skupiné vedeme hranu do
pridaného stoku. VSechny hrany opatfime maximalni kapacitou 1 a
hleddme maximalni tok. Za pary pak bereme hrany s nenulovym
(tj. zfejmé jednotkovym) tokem.
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Madarsky algoritmus (Konig, Egervary, Kuhn)

Oznacdujme kvilli jednoduchosti popisu vrcholy jedné skupiny

v bipartitnim grafu jako €ervené, vrcholy druhé skupiny jako
modré. Budeme predpokladat, ze vrcholy jsou obarveny tak, ze
pocet Cervenych vrcholli nepfevysuje pocet modrych.
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Madarsky algoritmus (Konig, Egervary, Kuhn)

Oznacdujme kvilli jednoduchosti popisu vrcholy jedné skupiny

v bipartitnim grafu jako €ervené, vrcholy druhé skupiny jako
modré. Budeme predpokladat, ze vrcholy jsou obarveny tak, ze
pocet Cervenych vrcholli nepfevysuje pocet modrych.

Necht je dén bipartitni graf G = (V, E) a parovani M C E.
M-alternujici cestou v G nazveme takovou cestu v G, jejiz hrany
tvori stfidavé hrany z M a z E \ M.
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Madarsky algoritmus (Konig, Egervary, Kuhn)

Oznacdujme kvilli jednoduchosti popisu vrcholy jedné skupiny

v bipartitnim grafu jako €ervené, vrcholy druhé skupiny jako
modré. Budeme predpokladat, ze vrcholy jsou obarveny tak, ze
pocet Cervenych vrcholli nepfevysuje pocet modrych.

Necht je dén bipartitni graf G = (V, E) a parovani M C E.
M-alternujici cestou v G nazveme takovou cestu v G, jejiz hrany
tvori stfidavé hrany z M a z E \ M. M-rozsifujici cestou v G
nazveme M-alternujici cestu, kterd spojuje dosud neprirazeny
cerveny vrchol u s dosud neprirazenym modrym vrcholem v.
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Algoritmus pro nalezeni maximalniho parovani

@ Nalezneme libovolné parovani M. Oznacdime vSechny Cervené
vrcholy jako pripustné.

@ Vyberme néktery dosud nepfirazeny pripustny Cerveny vrchol
v (pokud neexistuje, jsme hotovi) a naleznéme pro néj (napf.
prostfednictvim prohleddvani do hloubky) M-alternujici strom
s kofenem ve v (pokud neexistuje, ozname v jako nepfipustny
a proces opakujme s jingym vrcholem). Pokud strom obsahuje
néjakou M-rozsitujici cestu, odstranime M-hrany v této cesté
z M a ostatni hrany této cesty do M pfidame. Oznacmé
vsechny Cervené vrcholy jako prfipustné a proces opakujme.
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Datové struktury

Obvykle (Kofenové pésténé) binarni stromy nesouci informaci
v uzlech.

@ AVL stromy (vyvazené), podobné red-black stromy
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Datové struktury

Obvykle (Kofenové pésténé) binarni stromy nesouci informaci
v uzlech.

@ AVL stromy (vyvazené), podobné red-black stromy
@ B-stromy (2-3 stromy, B* stromy)
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Datové struktury

Obvykle (Kofenové pésténé) binarni stromy nesouci informaci
v uzlech.

@ AVL stromy (vyvazené), podobné red-black stromy
@ B-stromy (2-3 stromy, B* stromy)

@ bindrni halda, Fibonacciho halda
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Datové struktury

Obvykle (Kofenové pésténé) binarni stromy nesouci informaci
v uzlech.

@ AVL stromy (vyvazené), podobné red-black stromy
@ B-stromy (2-3 stromy, B* stromy)
@ bindrni halda, Fibonacciho halda
@ a mnoho dalSich
V této oblasti odkdzeme na predmét Ndvrh algoritmi a dalsi, my si

pouze ukazeme vyuziti bindrnich stromi v kédovani (Huffmanav
algoritmus).
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Pracujeme s pésténymi binarnimi stromy, kde mame navic kazdou
hranu obarvenou nékterym symbolem z dané vystupni abecedy A
(¢asto A = {0,1}). Kédovymi slovy C jsou slova nad abecedou A,
na kterd prevadime symboly vstupni abecedy. Nasim Gkolem je
reprezentovat dany text pomoci vhodnych kédovych slov nad
vystupni abecedou.

Je snadno vidét, ze je uzitecné chtit, aby seznam kddovych slov byl
bezprefixovy (v opatném pfipadé muize nastat problém

s dekédovanim).
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Pracujeme s pésténymi binarnimi stromy, kde mame navic kazdou
hranu obarvenou nékterym symbolem z dané vystupni abecedy A
(¢asto A = {0,1}). Kédovymi slovy C jsou slova nad abecedou A,
na kterd prevadime symboly vstupni abecedy. Nasim Gkolem je
reprezentovat dany text pomoci vhodnych kédovych slov nad
vystupni abecedou.

Je snadno vidét, ze je uzitecné chtit, aby seznam kddovych slov byl
bezprefixovy (v opatném pfipadé muize nastat problém

s dekédovanim).

Priklad

Text: MADAM, I’M ADAM

C ={0,1,00,01,10,11,000} Pokud symboly pfifazujeme tak, jak
prichazeji na fadu, dostaneme

M=0,A=1,D=00,,=01,/ =10,/=11,. = 000. Pfitom ale
napf. neni jasné dekddovani retézce 01001 — je to MADA, MI,
nebo ,DA?
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Prefixovy kéd C spliiuje, Ze Zadny prvek C neni prefixem jiného
slova z C.

Ke konstrukci binarnich prefixovych kédi (tj. nad abecedou

A ={0,1}) vyuZzijeme bindrnich stromi. Oznacime-li hrany
vychazejici z kazdého uzlu 0, resp. 1, a oznacime-li navic listy
stromu symboly vstupni abecedy, dostaneme prefixovy kéd nad A
pro tyto symboly zfetézenim oznadeni hran na cesté z korene do
prislusného listu.

Takto vytvoreny kdd je zfejmé prefixovy.
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Prefixovy kéd C spliiuje, Ze Zadny prvek C neni prefixem jiného
slova z C.

Ke konstrukci binarnich prefixovych kédi (tj. nad abecedou

A ={0,1}) vyuZzijeme bindrnich stromi. Oznacime-li hrany
vychazejici z kazdého uzlu 0, resp. 1, a oznacime-li navic listy
stromu symboly vstupni abecedy, dostaneme prefixovy kéd nad A
pro tyto symboly zfetézenim oznadeni hran na cesté z korene do
prislusného listu.

Takto vytvoreny kdd je zfejmé prefixovy.

Udélame-li tuto konstrukci navic tak, abychom odrazili ¢etnost
symboll vstupni abecedy v kédovaném textu, dosdhneme tak
dokonce bezztratové komprese dat.
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Huffmandv algoritmus

Necht M je seznam cCetnosti symbolli vstupni abecedy v textu.
Algoritmus postupné zkonstruuje optimalni bindrni strom (tzv.
minimum-weight binary tree) a pfifazeni symbold listam.

@ Vyber dvé nejmensi Cetnosti wy, wo z M. Vyrob strom se
dvéma listy oznacenymi pfisluSnymi symboly a kofenem
oznalenym w; + wsp , odeber z M hodnoty wy, w, a nahrad je
hodnotou wy + ws. Tento krok opakuj; pouze v pfipadé, ze
vybrana hodnota z M je souCtem, pak nevyrabé&j novy list, ale
»pripoj* prislusny jiz existujici podstrom.



	Toky v sítích
	Problém maximálního toku v síti
	Dal¹í aplikace
	Bipartitní párování
	Stromové datové struktury a prefixové kódy


