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Motto: spojiteé a diskretni modely se vzajemné
potrebuji a doplnuji.

Mame v penézence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3
pétikorunové. Z automatu, ktery nevraci, chceme mineralku za 22
K¢&. Kolika zplisoby to umime, aniz bychom ztratili preplatek?
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[ Jelslelelolelele]

Motto: spojiteé a diskretni modely se vzajemné

potrebuji a doplnuji.

Mame v penézence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3
pétikorunové. Z automatu, ktery nevraci, chceme mineralku za 22
K¢&. Kolika zplisoby to umime, aniz bychom ztratili preplatek?

Hledame zjevné Cisla /, j a k takova, ze i + j + k = 22 a zaroven

ie€{0,1,2,3,4} j{0,2,4,6,8 10}, kK € {0,5,10,15}.
Uvazme soucin polynomi (tfeba nad redlnymi Cisly)
(x4 x ) (O x4 xOxB 4 x10) (xO x5 4 x 104 x15),
Mélo by byt ziejmé, Ze hledany pocet feseni je diky

(Cauchyovskému) zpiisobu nisobeni polynomii pravé koeficient
u x?2 ve vysledném polynomu.
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[ Jelslelelolelele]

Motto: spojiteé a diskretni modely se vzajemné

potrebuji a doplnuji.

Mame v penézence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3
pétikorunové. Z automatu, ktery nevraci, chceme mineralku za 22
K¢&. Kolika zplisoby to umime, aniz bychom ztratili preplatek?

Hledame zjevné Cisla i, j a k takova, Ze i + j + k = 22 a zaroven
ie€{0,1,234} je{0,2,46,8,10}, k € {0,5,10,15}.

Uvazme soucin polynomi (tfeba nad redlnymi Cisly)

(O x 323X 0424 x xS 3 x10) (X0 x5+x 10 x15).

Mélo by byt ziejmé, Ze hledany pocet feseni je diky

(Cauchyovskému) zpiisobu nisobeni polynomii pravé koeficient

u x?2 ve vysledném polynomu. Skute¢né tak dostdvame Etyfi

moznosti 3x5+3%x24+1x1, 3x5+2%x24+3x1,
2x54+5%x24+2%x1a2x54+4%2+4x%1,
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Predchozi priklad asi vypadal spi$ jako slozity zapis jednoduchych
»backtrackingovych Gvah®. Nasledujici priklad ukazuje, Ze tento
postup Ize ale s vyhodou zobecnit.
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Predchozi priklad asi vypadal spi$ jako slozity zapis jednoduchych
»backtrackingovych Gvah®. Nasledujici priklad ukazuje, Ze tento
postup Ize ale s vyhodou zobecnit.

Necht /, J jsou konecné mnoziny nezapornych celych Cisel. Potom
je pro dané r € N pocet FeSeni (7, j) rovnice i + j = r spliujicich

i € 1,j € Jroven koeficientu u x” v polynomu (3=, x)(32;c, ).
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Predchozi priklad asi vypadal spi$ jako slozity zapis jednoduchych
»backtrackingovych Gvah. Nasledujici priklad ukazuje, Ze tento
postup Ize ale s vyhodou zobecnit.

Necht /, J jsou konecné mnoziny nezapornych celych Cisel. Potom
je pro dané r € N pocet FeSeni (/, ) rovnice i + j = r spliujicich

i € 1,j € Jroven koeficientu u x” v polynomu (3=, x')(32;c, ).

Kolika zplisoby miizeme pomoci minci (1, 2, 5, 10, 20 a 50 K¢)
zaplatit platbu 100 K¢&?
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[e] Jsleleloelele]

Predchozi priklad asi vypadal spi$ jako slozity zapis jednoduchych
»backtrackingovych Gvah. Nasledujici priklad ukazuje, Ze tento
postup Ize ale s vyhodou zobecnit.

Necht /, J jsou konecné mnoziny nezapornych celych Cisel. Potom
je pro dané r € N pocet FeSeni (/, ) rovnice i + j = r spliujicich

i € 1,j € Jroven koeficientu u x” v polynomu (3=, x')(32;c, ).

Priklad
Kolika zplisoby miizeme pomoci minci (1, 2, 5, 10, 20 a 50 K¢)
zaplatit platbu 100 K¢&?

Hledame prirozena Cisla a1, a, a5, a10, 320 a asg takova, ze a; je
nasobkem i pro vSechna i € {1,2,5,10,20,50} a zaroven
a1+ a» + as + a1g + ax + aso = 100.
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Predchozi priklad asi vypadal spi$ jako slozity zapis jednoduchych
»backtrackingovych Gvah. Nasledujici priklad ukazuje, Ze tento
postup Ize ale s vyhodou zobecnit.

Necht /, J jsou konecné mnoziny nezapornych celych Cisel. Potom
je pro dané r € N pocet FeSeni (/, ) rovnice i + j = r spliujicich

i € 1,j € Jroven koeficientu u x” v polynomu (3=, x')(32;c, ).

Priklad
Kolika zplisoby miizeme pomoci minci (1, 2, 5, 10, 20 a 50 K¢)
zaplatit platbu 100 K¢&?

Hledame prirozena Cisla a1, a, a5, a10, 320 a asg takova, ze a; je
nasobkem i pro vSechna i € {1,2,5,10,20,50} a zaroven

a1+ a» + as + a0 + axo + aso = 100. Podobné jako vyse je vidét,
7e pozadovany podet Ize ziskat jako koeficient u x1%° v
A4+x+x>+ .. )1+ +x"+ .. )+ x> +x0+..)

A4+x0 x4+ YA+ x4+ )+ x4+ x10 1)
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Podobnym zpiisobem miizeme znovu velmi snadno odvodit nékteré
kombinatorické vztahy, které zname jiz z drivéjska. Vyuzijeme
pfitom binomickou vétu.
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[ele] lelelelelele}

Podobnym zpiisobem miiZzeme znovu velmi snadno odvodit nékteré
kombinatorické vztahy, které zname jiz z drivéjska. Vyuzijeme
pfitom binomickou vétu.

Véta (binomicka)
Prone N areR plati

= (3)+ (D) ()t (D)

Na levou stranu se mizeme divat jako na soucin n polynomii,
prava je zapisem polynomu vzniklého jejich roznasobenim.
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[ele] lelelelelele}

Podobnym zpiisobem miiZzeme znovu velmi snadno odvodit nékteré
kombinatorické vztahy, které zname jiz z drivéjska. Vyuzijeme
pfitom binomickou vétu.

Véta (binomicka)
Prone N areR plati

= (3)+ (D)t ()t (D)

Na levou stranu se mizeme divat jako na soucin n polynomii,
prava je zapisem polynomu vzniklého jejich roznasobenim.
Dosazenim Cisel x = 1, resp. x = —1 dostavime zndmé vzorce:

Disledek

® > koo (Z) =2",
C ZZ:O(—l)k<Z> =0.
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[ele]e] Telelelele}

Podivime se ted na obé& strany v binomické vété ,spojityma
o¢ima“ a s vyuZzitim vlastnosti derivaci odvodime dalsi vztah mezi
kombinacnimi Cisly.

Disledek

Plati
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[ele]e] Telelelele}

Podivime se ted na obé& strany v binomické vété ,spojityma
o¢ima“ a s vyuZzitim vlastnosti derivaci odvodime dalsi vztah mezi
kombinacnimi Cisly.

Disledek
Plati

k (Z) = nm1
k=0
Dikaz.

Na obé strany binomické véty se podivame jako na polynomialni
funkce. Derivaci levé strany dostaneme n(1 + x)"~1, derivaci pravé
strany (Elen po &lenu) pak S°7_; k(})x*~. Dosazenim x = 1

dostaneme tvrzeni. )
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(Formalni) mocninné rady

Bud déna nekone¢nd posloupnost a = (ag, a1, a2, . . .). Jeji
vytvortujici funkci rozumime (formalni) mocninnou fadu tvaru

o
E aix' =ag+aix+apx .
i=0




Vytvotujici funkce
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(Formalni) mocninné rady

Bud déna nekone¢nd posloupnost a = (ag, a1, a2, . . .). Jeji
vytvortujici funkci rozumime (formalni) mocninnou fadu tvaru

o
E aix' =ag+aix+apx .
i=0

Poznamka

| |

O formalni mocninné fadé hovofime proto, Ze se zatim na tuto
fadu divame Cisté formdlné jako na jiny zapis dané posloupnosti a
nezajimame se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamena, Ze
formalni mocninna fada neni funkce a nemiizeme do ni dosazovat.
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[elelsle] lolelele]

(Formalni) mocninné rady

Bud déna nekone¢nd posloupnost a = (ag, a1, a2, . . .). Jeji
vytvortujici funkci rozumime (formalni) mocninnou fadu tvaru

o
E aix' =ag+aix+apx .
i=0

Poznamka

O formalni mocninné fadé hovofime proto, Ze se zatim na tuto
fadu divame Cisté formdlné jako na jiny zapis dané posloupnosti a
nezajimame se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamena, Ze
formalni mocninna fada neni funkce a nemdzeme do ni dosazovat.
To ovsem vzapéti napravime, kdyz s vyuZitim znalosti z analyzy
nekonecnych fad prejdeme od formalnich mocninnnych fad

k prislusnym funkcim.
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Priklad

Posloupnosti samych jednicek odpovida formalni mocninnd rada

1+ x+x?+x34 ... Z analyzy vime, 7e stejné zapsand mocninna
fada konverguje pro x € (0,1) a jeji soucet je roven funkci

1/(1 — x). Stejné tak obracené, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy rady v bodé 0, dostaneme ziejmé plivodni fadu.
Takovéto ,,zakédovani posloupnosti Cisel do funkce a zpét je
klicovym obratem v teorii vytvorujicich funkci.




Vytvotujici funkce

000008000

Priklad

Posloupnosti samych jednicek odpovida formalni mocninnd rada

1+ x+x?+x34 ... Z analyzy vime, 7e stejné zapsand mocninna
fada konverguje pro x € (0,1) a jeji soucet je roven funkci

1/(1 — x). Stejné tak obracené, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy rady v bodé 0, dostaneme ziejmé plivodni fadu.
Takovéto ,,zakédovani posloupnosti Cisel do funkce a zpét je
klicovym obratem v teorii vytvorujicich funkci.

Jak jsme jiZz zminili, tento obrat lze ale pouZzit pouze tehdy, pokud
vime, ze fada alespon v néjakém okoli 0 konverguje. Casto ale

i

»diskrétni” matematici pouzivaji nasledujici ,,podvod":
e pomoci formalnich mocninnych fad odvodi néjaky vztah
(formuli, rekurenci,. .. ) bez toho, aby se zajimali
o konvergenci
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000008000

Priklad

Posloupnosti samych jednicek odpovida formalni mocninnd rada
14+ x+x2+x3+---. Z analyzy vime, e stejn& zapsana mocninnj |
fada konverguje pro x € (0,1) a jeji soucet je roven funkci

1/(1 — x). Stejné tak obracené, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy rady v bodé 0, dostaneme ziejmé plivodni fadu.

Takovéto ,,zakédovani posloupnosti Cisel do funkce a zpét je
klicovym obratem v teorii vytvorujicich funkci.

Jak jsme jiZz zminili, tento obrat lze ale pouZzit pouze tehdy, pokud
vime, ze fada alespon v néjakém okoli 0 konverguje. Casto ale

i

»diskrétni” matematici pouzivaji nasledujici ,,podvod":
e pomoci formalnich mocninnych fad odvodi néjaky vztah
(formuli, rekurenci,. .. ) bez toho, aby se zajimali
o konvergenci
e jinymi prostredky (asto matematickou indukci) tento vztah
dokazou



Vytvotujici funkce

[elelelelele] tele}

Vytvorujici funkce v praxi vyuzivame:
@ k nalezeni explicitni formule pro n-ty ¢len posloupnosti;

o Casto vytvorujici funkce vychazeji z rekurentnich vztahd,
obcas ale diky nim odvodime rekurentni vztahy nové;
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[elelelelele] tele}

Vytvorujici funkce v praxi vyuzivime:
@ k nalezeni explicitni formule pro n-ty ¢len posloupnosti;
e Casto vytvorujici funkce vychazeji z rekurentnich vztahd,
obcas ale diky nim odvodime rekurentni vztahy nové;
e vypocet pramérd i jinych statistickych zavislosti (napf.
pramérna slozitost algoritmu);
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[elelelelele] tele}

Vytvorujici funkce v praxi vyuzivime:

("]

(-]

k nalezeni explicitni formule pro n-ty ¢len posloupnosti;

casto vytvorujici funkce vychazeji z rekurentnich vztahi,
obcas ale diky nim odvodime rekurentni vztahy nové;

vypocet praméra ¢i jinych statistickych zavislosti (napf.
pramérna slozitost algoritmu);
diikaz riiznych identit;

Casto je nalezeni presného vztahu prilis obtizné, ale mnohdy
staci vztah priblizny nebo asymptotické chovani.
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Exponencialni vytvorujici funkce

Kromé vyse zminénych vytvorujicich funkci se v praxi rovnéz casto
objevuji jejich tzv. exponencidlni varianty.

=Y &~

n>0
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Exponencialni vytvorujici funkce

Kromé vyse zminénych vytvorujicich funkci se v praxi rovnéz casto
objevuji jejich tzv. exponencidlni varianty.

=Y &~

n>0

Poznamka

Jméno vychazi z toho, ze exponencidlni funkce €* je
(exponencialni) vytvorujicifunkci pro zakladni posloupnost
(1,1,1,1,...).

Pozdéji ukazeme nékteré priklady (napf. Cayleyho vétu), kdy je
pouziti exponencidlnich vytvorujicich funkci vyhodnéjsi.
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Dosazovani do mocninnych rad

Nasledujici vétu znate z matematické analyzy z lonského semestru:

Bud (ag, a1, az, . .. ) posloupnost redlnych Cisel. Plati-li pro néjaké
K € R, Ze pro vSechna n > 1 je |a,| < K", pak fada

a(x) = Z apx"

n>0

konverguje pro kaZdé x € (—., 7). Soucet této fady tedy definuje
funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznacujeme rovnéz a(x).
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Dosazovani do mocninnych rad

Nasledujici vétu znate z matematické analyzy z lonského semestru:

Bud (ag, a1, az, . .. ) posloupnost redlnych Cisel. Plati-li pro néjaké
K € R, Ze pro vSechna n > 1 je |a,| < K", pak fada

a(x) = Z apx"

n>0

konverguje pro kaZdé x € (—., 7). Soucet této fady tedy definuje
funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznacujeme rovnéz a(x).
Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoli 0 je jednoznacné
urena pavodni posloupnost, nebot ma a(x) v 0 derivace vsech
rada a plati
alm(0)

nl

n =
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Operace s vytvofujicimi funkcemi
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
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[ Jelelelolole}

Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Scitani (a; + b;) posloupnosti ¢len po Elenu odpovidd soucet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvorujicich funkci.
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[ Jelelelolole}

Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Scitani (a; + b;) posloupnosti ¢len po Elenu odpovidd soucet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvorujicich funkci.
e Vyndasobeni (« - a;) viech ¢lenli posloupnosti stejnym skaldrem
a odpovida vynasobeni - a(x) pfislusné vytvorujici funkce.
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[ Jelelelolole}

Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Scitani (a; + b;) posloupnosti ¢len po Elenu odpovidd soucet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvorujicich funkci.
e Vyndasobeni (« - a;) viech ¢lenli posloupnosti stejnym skaldrem
a odpovida vynasobeni - a(x) pfislusné vytvorujici funkce.
o Vynasobeni vytvorujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji doplnéni nulami.



Operace s vytvofujicimi funkcemi

[ Jelelelolole}

Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:

e Scitani (a; + b;) posloupnosti ¢len po Elenu odpovidd soucet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkci.

e Vyndasobeni (« - a;) viech ¢lenli posloupnosti stejnym skaldrem
a odpovida vynasobeni - a(x) pfislusné vytvorujici funkce.

o Vynasobeni vytvorujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji doplnéni nulami.

e Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechani
prvnich k mist posloupnosti) nejprve od a(x) odeCteme
polynom by (x) odpovidaji posloupnosti (ag,...,ax_1,0,...) a
poté pod&lime vytvotujici funkci xX.
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[ Jelelelolole}

Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:

e Scitani (a; + b;) posloupnosti ¢len po Elenu odpovidd soucet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkci.
Vynasobeni (« - a;) viech ¢lenli posloupnosti stejnym skaldrem
a odpovida vynasobeni - a(x) pfislusné vytvorujici funkce.
Vynasobeni vytvotujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji doplnéni nulami.
Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechani
prvnich k mist posloupnosti) nejprve od a(x) odeCteme
polynom by (x) odpovidaji posloupnosti (ag,...,ax_1,0,...) a
poté pod&lime vytvotujici funkci xX.
Substituci polynomu f(x) s nulovym absolutnim &lenem za x
vytvofime specifické kombinace ¢len( plvodni posloupnosti.
Jednoduse je vyjadfime pro f(x) = ax, coz odpovidd
vynasobeni k—tého ¢lenu posloupnosti skaldrem o, Dosazeni
f(x) = x" nam do posloupnosti mezi kazdé dva Cleny vlozi
n—1 nul.

(]
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Priklad

Vidéli jsme, ze 1/(1 — x) je vytvotujici funkci posloupnosti ze
samych jednicek. Substituci 2x za x tak dostaneme tvrzeni, ze
1/(1 — 2x) je vytvorujici funkci posloupnosti (1,2,4,8,...).




Operace s vytvofujicimi funkcemi
o] lelelelele]

Priklad

Vidéli jsme, ze 1/(1 — x) je vytvotujici funkci posloupnosti ze
samych jednicek. Substituci 2x za x tak dostaneme tvrzeni, ze
1/(1 — 2x) je vytvorujici funkci posloupnosti (1,2,4,8,...).

S vyuzitim substituce —x za x dostaneme, Ze je-li a(x) vytvorujici
pro (a0, a1, ... ), je (a(x) + a(—x))/2 vytvotujici pro

30,0, an, 07 .. )




Operace s vytvofujicimi funkcemi
o] lelelelele]

Priklad

Vidéli jsme, ze 1/(1 — x) je vytvotujici funkci posloupnosti ze
samych jednicek. Substituci 2x za x tak dostaneme tvrzeni, ze
1/(1 — 2x) je vytvorujici funkci posloupnosti (1,2,4,8,...).

S vyuzitim substituce —x za x dostaneme, Ze je-li a(x) vytvorujici
pro (a0, a1, ... ), je (a(x) + a(—x))/2 vytvotujici pro

30,0, an, 07 .. )

Priklad
Urcete vytvorujici funkci posloupnosti

(1,1,2,2,4,4,8.8,...).




Operace s vytvofujicimi funkcemi
o] lelelelele]

Priklad
Vidéli jsme, ze 1/(1 — x) je vytvotujici funkci posloupnosti ze
samych jednicek. Substituci 2x za x tak dostaneme tvrzeni, ze
1/(1 — 2x) je vytvorujici funkci posloupnosti (1,2,4,8,...).

S vyuzitim substituce —x za x dostaneme, Ze je-li a(x) vytvorujici
pro (a0, a1, ... ), je (a(x) + a(—x))/2 vytvotujici pro

30,0, an, 07 .. )

Priklad
Urcete vytvorujici funkci posloupnosti

(1,1,2,2,4,4,8.8,...).

Reseni

Podle predchoziho prikladu je 1/(1 — 2x) vytvofujici funkci
posloupnosti (1,2,4,8,...). Substituci x?> za x dostaneme
vytvotujici funkei 1/(1 — 2x?) pro (1,0,2,0,4,0,...) a celkem pak
je (1 + x)/(1 — 2x2) hledanou vytvotujici funkci.




Operace s vytvofujicimi funkcemi

[ole] lelelele}

Dalsimi dulezitymi operacemi, které se pfi praci s vytvorujicimi
funkcemi Casto objevuji, jsou:
e Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2a2,3a3,...), Clen s indexem k je (k + 1)aky1 (.
mocninnou fadu derivujeme ¢len po ¢lenu).



Operace s vytvofujicimi funkcemi

[ole] lelelele}

Dalsimi dulezitymi operacemi, které se pfi praci s vytvorujicimi
funkcemi Casto objevuji, jsou:

e Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2a2,3a3,...), Clen s indexem k je (k + 1)aky1 (.
mocninnou fadu derivujeme ¢len po ¢lenu).

o Integrovani: funkce [, a(t)dt vytvofuje posloupnost
(0, a0, %31, %32, %33, ...), pro k > 1 je ¢len s indexem k je
%ak_l (zfejmé je derivaci piislusné mocninné fady ¢len po
¢lenu pavodni funkce a(x)).


file:///ak-i

Operace s vytvofujicimi funkcemi

[ole] lelelele}

Dalsimi dulezitymi operacemi, které se pfi praci s vytvorujicimi
funkcemi Casto objevuji, jsou:

e Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2a2,3a3,...), Clen s indexem k je (k + 1)aky1 (.
mocninnou fadu derivujeme ¢len po ¢lenu).

o Integrovani: funkce [, a(t)dt vytvofuje posloupnost
(0, a0, %31, %32, %33, ...), pro k > 1 je ¢len s indexem k je
%ak_l (zfejmé je derivaci piislusné mocninné fady ¢len po
¢lenu pavodni funkce a(x)).

e Nasobeni Fad: soucin a(x)b(x) je vytvorujici funkci
posloupnosti (co, ¢1, ¢, . .. ), kde

Ck = Z a,-bj.
i+i=k
(tj. ¢leny v soudinu az po ck jsou stejné jako v soucinu
(ag + aix +aox? + -+ akxk)(bo + bix+ box2+ - bkxk).

Posloupnost ¢ byva také nazyvana konvoluci posloupnosti
a, b.



Operace s vytvofujicimi funkcemi

[elele] lelele]

Priklad
Jaka je vytvorujici funkce pro posloupnost druhych mocnin
(12,22,32,...)?

Reseni

Lze ocekdvat, ze bude snazsi bude nejprve urdit vytvorujici funkce
pro (1,2,3,...). Podle pfedchoziho vime, ze 1/(1 — x) vytvofi
posloupnost samych jednicek a jeji derivace 1/(1 — x)? pak
posloupnost (1,2,3,...). Jak ale zjistit funkci odpovidajici druhym
mochinam?




Operace s vytvofujicimi funkcemi

[elele] lelele]

Priklad
Jaka je vytvorujici funkce pro posloupnost druhych mocnin
(12,22,32,...)?

Regeni

Lze ocekdvat, ze bude snazsi bude nejprve urdit vytvorujici funkce
pro (1,2,3,...). Podle pfedchoziho vime, ze 1/(1 — x) vytvofi
posloupnost samych jednicek a jeji derivace 1/(1 — x)? pak
posloupnost (1,2,3,...). Jak ale zjistit funkci odpovidajici druhym
mocninam? Druhou derivaci dostaneme 2/(1 — x)3, k ni
odpovidajici posloupnost je (1 x 2,2 x 3,3 x 4,...), jejiz ¢len

s indexem k je (k + 2)(k + 1). Snadno vidime, Ze vyslednou
vytvorujici funkci je tedy

2 1
WEm=  ap




Operace s vytvofujicimi funkcemi

[elelele] lele]

Priklad

Uvazme jeden specidlni pfipad nasobeni vytvorujicich funkci a(x) a
b(x), je-li a(x) = 1/(1 — x). Pak konvoluci pfislusnych posloupnosti
je posloupnost, jejiz vytvorujici funkce je ddna mocninnou fadou

(L x+x>+x3 4+ Y bo+bix+box®+ ) =
= bo + (bo+ bu)x + (bo + by + bo)x* + -
Vyjadreno slovy, vynasobenim funkce b(x) funkei 1/(1 — x)

dostaneme vytvorujici funkci posloupnosti ¢aste¢nych soucth
pavodni posloupnosti (b, by, by, ... ).




Operace s vytvofujicimi funkcemi
®0

P¥ehled mocninnych Fad:

= X

n>0
| 1 x"
n — —
1—x n’
n>1
Xn
X e
€= Z n!’
n>0
2n+1
sinx =) (-1)"———,
2V Gy
Sy
cosx = » (—1)" ,
= (2n)!



Operace s vytvofujicimi funkcemi
000000e

Poznamka
@ Posledni vzorec

(1+x) = g <1:>x"

je tzv. zobecnénda binomicka véta, kde pro r € R je
binomicky koeficient definovan vztahem

(;) _ e )

Specialng klademe (() = 1.



Operace s vytvofujicimi funkcemi

)O000e

Poznamka

@ Posledni vzorec
(=3 ()
k>0

je tzv. zobecnénda binomicka véta, kde pro r € R je
binomicky koeficient definovan vztahem

(;) _ e )

Specialng klademe (() = 1.

@ Pro n € N z uvedeného vztahu snadno dostaneme

1 _(n—1 . n P n+ k-1 Ky
1) \n-1)"\n-1)" n—1 )~



Aplikace vytvotujicich funkei

Plan prednasky

© Aplikace vytvotujicich funkci



Aplikace vytvotujicich funkei
®00000

Fibonacciho Cisla a zlaty rez

Pripomenime, ze Fibonacciho cisla jsou dana rekurentnim
predpisem
Fo = 07 F1 = ].7 Fn+2 = Fn+1 =+ Fn.

Jiz dfive jste si uvadéli vSemozné vyskyty této posloupnosti
v prfirodé, v matematice nebo v teoretické informatice. Nasim cilem
bude (opét) najit formuli pro vypocet n-tého ¢lenu posloupnosti.



Aplikace vytvotujicich funkei
®00000

Fibonacciho Cisla a zlaty rez

Pripomenime, ze Fibonacciho cisla jsou dana rekurentnim
predpisem
Fo = 07 F1 = ].7 Fn+2 = Fn+1 =+ Fn.

Jiz dfive jste si uvadéli vSemozné vyskyty této posloupnosti
v prfirodé, v matematice nebo v teoretické informatice. Nasim cilem
bude (opét) najit formuli pro vypocet n-tého ¢lenu posloupnosti.
UvaZme vytvorujici funkci F(x) Fibonacciho posloupnosti. Pak
ziejmé

F(x) — xF(x) — x*F(x) = x,
a tedy

X

F(x) =

1—x—x2



Aplikace vytvotujicich funkei
080000

Priklad — pokr.

Nasim cilem je odvodit vztah pro n-ty ¢len posloupnosti

odpovidajici vytvotujici funkci F(x) = .



Aplikace vytvotujicich funkei
080000

Priklad — pokr.

Nasim cilem je odvodit vztah pro n-ty ¢len posloupnosti
odpovidajici vytvotujici funkci F(x) = .
Vyuzijeme k tomu rozklad na parcialni zlomky a dostaneme
X A B
5 s

1—x—x X—x1 X—xp

kde xi, x5 jsou kofeny polynomu 1 — x — x? a A, B vhodné
konstanty odvozené z pocatecnich podminek.



Aplikace vytvotujicich funkei
080000

Priklad — pokr.

Nasim cilem je odvodit vztah pro n-ty ¢len posloupnosti
odpovidajici vytvotujici funkci F(x) = .
Vyuzijeme k tomu rozklad na parcialni zlomky a dostaneme
X A B
5 s

1—x—x X—x1 X—xp

kde x1, x> jsou kofeny polynomu 1 — x — x? a A, B vhodné
konstanty odvozené z pocatecnich podminek. Po substituci
A = 1/x1, Ao = 1/x? dostavame vztah

X a b

1—X—X2_1—)\1X+1—)\2X7

odkud snadno pomoci znalosti o vytvorujicich funkcich



Aplikace vytvotujicich funkei
[ele] lelelo]

Priklad — zavér

S vyuzitim pocatecnich podminek dostavame
1
Fr=—

s[5 -(=9))

Jisté je zajimavé, Ze tento vyraz plny iracionalnich Cisel je vidy
celociselny.




Aplikace vytvotujicich funkei
[ele] lelelo]

Priklad — zavér

S vyuzitim pocatecnich podminek dostavame
1
Fr=—

s[5 -(=9))

Jisté je zajimavé, Ze tento vyraz plny iracionalnich Cisel je vidy
celociselny.

Uvézime-li navic, ze (1 — v/5)/2 ~ —0.618, vidime, Ze pro viechna
pfirozena Cisla Ize F, snadno spoditat zaokrouhlenim cisla

(B




Aplikace vytvotujicich funkei
[ele] lelelo]

Priklad — zavér

S vyuzitim pocatecnich podminek dostavame
1
Fr=—

s[5 -(=9))

Jisté je zajimavé, Ze tento vyraz plny iracionalnich Cisel je vidy
celociselny.

Uvézime-li navic, ze (1 — v/5)/2 ~ —0.618, vidime, Ze pro viechna
pfirozena Cisla Ize F, snadno spoditat zaokrouhlenim cisla
%(H—zﬁ)". Navic je vid&t, %e limp_oo Fn/Fni1 = 1/ A1 ~ 0.618,
coz je pomér znamy jako zlaty fez — objevuje se jiz od antiky

v architekture, vytvarném uméni i hudbé.




Aplikace vytvotujicich funkei
[ele] lelelo]

Priklad — zavér

S vyuzitim pocatecnich podminek dostavame
1
Fr=—

s[5 -(=9))

Jisté je zajimavé, Ze tento vyraz plny iracionalnich Cisel je vidy
celociselny.

Uvézime-li navic, ze (1 — v/5)/2 ~ —0.618, vidime, Ze pro viechna
pfirozena Cisla Ize F, snadno spoditat zaokrouhlenim cisla
%(H—zﬁ)". Navic je vid&t, %e limp_oo Fn/Fni1 = 1/ A1 ~ 0.618,
coz je pomér znamy jako zlaty fez — objevuje se jiz od antiky

v architekture, vytvarném uméni i hudbé.

Analogicky postup je mozné pouzit pri feSeni obecnych linearnich
diferencnich rovnic k-tého stupné s konstatnimi koeficienty. Ma-li
charakteristicka rovnice jednoduché kofeny, je situace jednodussi —
viz dfive.




Aplikace vytvotujicich funkei
000800

Péstované binarni stromy a Catalanova disla

S vyuzitim vytvofujicich funkci urime formuli pro pocet b,
péstovanych binarnich strom( na n vrcholech.



Aplikace vytvotujicich funkei
000800

Péstované binarni stromy a Catalanova disla

S vyuzitim vytvofujicich funkci urime formuli pro pocet b,
péstovanych binarnich strom( na n vrcholech. Prozkoumanim
pfipad( pro malad n vidime, Ze

bo=1,b1 =1, by =2, bs =5.



Aplikace vytvotujicich funkei
000800

Péstované binarni stromy a Catalanova disla

S vyuzitim vytvofujicich funkci urime formuli pro pocet b,
péstovanych binarnich strom( na n vrcholech. Prozkoumanim
pfipad( pro malad n vidime, Ze

bo=1,by =1by=2,b3=5.
Snadno nahlédneme, Ze pro n > 1 vyhovuje b, rekurentni formuli

b, = bobp—1 + bibp—o+ -+ + by_1bo.



Aplikace vytvotujicich funkei
000800

Péstované binarni stromy a Catalanova disla

S vyuzitim vytvofujicich funkci urime formuli pro pocet b,
péstovanych binarnich strom( na n vrcholech. Prozkoumanim
pfipad( pro malad n vidime, Ze

bo=1,b; =1,by =2,b3 =5.
Snadno nahlédneme, Ze pro n > 1 vyhovuje b, rekurentni formuli
b, = bobp—1 + bibp—o+ -+ + by_1bo.

Necht b(x) je odpovidajici vytvorujici funkce. Prava strana
uvedené rekurence je vlastné koeficientem u x"~1 v soucinu

b(x) - b(x), tj. ¢lenem u x" v xb(x)?. Je tedy xb(x)? vytvotujici po
tutéz posloupnost jako b(x) s vyjimkou prvniho ¢lenu.



Aplikace vytvotujicich funkei
000800

Péstované binarni stromy a Catalanova disla

S vyuzitim vytvofujicich funkci urime formuli pro pocet b,
péstovanych binarnich strom( na n vrcholech. Prozkoumanim
pfipad( pro malad n vidime, Ze

bo=1,b; =1,by =2,b3 =5.
Snadno nahlédneme, Ze pro n > 1 vyhovuje b, rekurentni formuli
b, = bobp—1 + bibp—o+ -+ + by_1bo.

Necht b(x) je odpovidajici vytvorujici funkce. Prava strana
uvedené rekurence je vlastné koeficientem u x"~1 v soucinu

b(x) - b(x), tj. ¢lenem u x" v xb(x)?. Je tedy xb(x)? vytvotujici po
tutéz posloupnost jako b(x) s vyjimkou prvniho ¢lenu. Tedy

b(x) = 1+ xb(x)?, z &eho dostaneme (pro x pevné zvolené)

1+ +1—4x
b¥) = —Fo—



Aplikace vytvotujicich funkei
000080

Péstované binarni stromy — pokr.

Ve vzorci
14++/1—4x
b(x) = ———
2x
ale znaménko + neprichazi v Gvahu, protoze pro x — 04 ma limitu
00, zatimco vytvorujici funkce pro nasi posloupnost musi mit v 0
hodnotu by = 1.



Aplikace vytvotujicich funkei
000080

Péstované binarni stromy — pokr.

Ve vzorci

1++v1—4x
B = —r

ale znaménko + neprichazi v Gvahu, protoze pro x — 04 ma limitu
00, zatimco vytvorujici funkce pro nasi posloupnost musi mit v 0
hodnotu by = 1.

Pomoci zobecnéné binomické véty pak ziskame rozvoj

1—4x)/2 = 3 —_4)k % xk
(1-40"7 =3 (-4 (2
k=0

a po vydéleni 1 — /1 — 4x vyrazem 2x (tj. posunem vlevo a
vydélenim 2) dostaneme

1 1/2 1 (2n
_ = (_\nt+1 -
b = 2( R (n—l—l) n—l—l(n)7

coz jsou znama (a vyznamnd) Catalanova disla.




Aplikace vytvotujicich funkei
00000

Catalanova cisla

Kromé toho, ze Catalanova Cisla vyjadfuji pocet binarnich
péstovanych stromii, vystupuji rovnéz jako:
@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znaki X a Y takovych, ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X
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00000

Catalanova cisla

Kromé toho, ze Catalanova Cisla vyjadfuji pocet binarnich
péstovanych stromii, vystupuji rovnéz jako:
@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znaki X a Y takovych, ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X
e podobné fronty u pokladny (Skoruny a 10koruny) tak, aby

nezdsobend pokladna mohla vzdy vrétit (zaroven dostaneme
pravdépodobnost, ze ndhodnd fronta , projde")
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00000

Catalanova cisla

Kromé toho, ze Catalanova Cisla vyjadfuji pocet binarnich
péstovanych stromii, vystupuji rovnéz jako:
@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znaki X a Y takovych, ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X
e podobné fronty u pokladny (Skoruny a 10koruny) tak, aby
nezdsobend pokladna mohla vzdy vrétit (zaroven dostaneme
pravdépodobnost, ze ndhodnd fronta , projde")
@ pocet korektné ozavorkovanych vyrazl sloZzenych z levych a
pravych zavorek
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Catalanova cisla

Kromé toho, ze Catalanova Cisla vyjadfuji pocet binarnich
péstovanych stromii, vystupuji rovnéz jako:
@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znaki X a Y takovych, ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X
e podobné fronty u pokladny (Skoruny a 10koruny) tak, aby
nezdsobend pokladna mohla vzdy vrétit (zaroven dostaneme
pravdépodobnost, ze ndhodnd fronta , projde")
@ pocet korektné ozavorkovanych vyrazl sloZzenych z levych a
pravych zavorek

e pocet monotdnnich cest z [0, 0] do [n, n] podél stran
jednotkovych Ctvercl, které neprekroci diagonalu
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Catalanova cisla

Kromé toho, ze Catalanova Cisla vyjadfuji pocet binarnich
péstovanych stromii, vystupuji rovnéz jako:
@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znaki X a Y takovych, ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X
e podobné fronty u pokladny (Skoruny a 10koruny) tak, aby
nezdsobend pokladna mohla vzdy vrétit (zaroven dostaneme
pravdépodobnost, ze ndhodnd fronta , projde")
@ pocet korektné ozavorkovanych vyrazl sloZzenych z levych a
pravych zavorek
e pocet monotdnnich cest z [0, 0] do [n, n] podél stran
jednotkovych Ctvercl, které neprekroci diagonalu

e pocet raznych triangulaci konvexniho (n + 2)-Ghelniku.



