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Motto: spojité a diskrétni modely se vzajemné
potrebuji a doplnuji.

Mame v penézence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3
pétikorunové. Z automatu, ktery nevraci, chceme mineralku za 22
K¢. Kolika zpisoby to umime, aniz bychom ztratili preplatek?
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Motto: spojité a diskrétni modely se vzajemné

potrebuji a doplnuji.

Mame v penézence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3
pétikorunové. Z automatu, ktery nevraci, chceme mineralku za 22
K¢. Kolika zpisoby to umime, aniz bychom ztratili preplatek?

Hledame zjevné Cisla i, j a k takova, ze i + j + k = 22 a zaroven
i€{0,1,2,3,4}, j€{0,2,4,6,8,10}, k € {0,5,10,15}.

Uvazme soucin polynomi (tfeba nad redlnymi Cisly)

(x4 3 x) (P x4 x O xB4xA0) (O 4x 5 4 x 104 x1P).

Mélo by byt zfejmé, Ze hledany pocet feseni je diky

(Cauchyovskému) zptlisobu nasobeni polynomu pravé koeficient
u x?2 ve vysledném polynomu.
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Motto: spojité a diskrétni modely se vzajemné

potrebuji a doplnuji.

Mame v penézence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3
pétikorunové. Z automatu, ktery nevraci, chceme mineralku za 22
K¢. Kolika zpisoby to umime, aniz bychom ztratili preplatek?

Hledame zjevné Cisla i, j a k takova, ze i + j + k = 22 a zaroven
i€{0,1,2,3,4}, j€{0,2,4,6,8,10}, k € {0,5,10,15}.

Uvazme soucin polynomi (tfeba nad redlnymi Cisly)

(x4 3 x) (P x4 x O xB4xA0) (O 4x 5 4 x 104 x1P).

Mélo by byt zfejmé, Ze hledany pocet feseni je diky

(Cauchyovskému) zptlisobu nasobeni polynomu pravé koeficient

u x%2 ve vysledném polynomu. Skute¢né tak dostdvame Etyfi

moznosti 35 +3%x2+1x1,3x5+2%x24+3x%1,
2%¥54+5%x2+2x1a2x5+4%x2+4x1.



Predchozi priklad asi vypadal spis$ jako slozity zapis jednoduchych
»backtrackingovych Gvah". Nasledujici priklad ukazuje, Ze tento

postup lze ale s vyhodou zobecnit.
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postup lze ale s vyhodou zobecnit.

Necht /, J jsou konecné mnoziny nezdpornych celych Cisel. Potom
je pro dané r € N pocet feseni (i, /) rovnice i 4+ j = r spliujicich

i €1,j € Jroven koeficientu u x” v polynomu (3=, x")(32;¢ ;%)
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zaplatit platbu 100 K¢?




Predchozi priklad asi vypadal spis$ jako slozity zapis jednoduchych
»backtrackingovych Gvah". Nasledujici priklad ukazuje, Ze tento
postup lze ale s vyhodou zobecnit.

Necht /, J jsou konecné mnoziny nezdpornych celych Cisel. Potom
je pro dané r € N pocet feseni (i, /) rovnice i 4+ j = r spliujicich

i €1,j € Jroven koeficientu u x” v polynomu (3=, x")(32;¢ ;%)

Kolika zplisoby mizeme pomoci minci (1, 2, 5, 10, 20 a 50 K¢)
zaplatit platbu 100 K¢?

Hledame prirozena Cisla a1, as, as, a10, a20 a asg takova, Ze a; je
nasobkem i pro viechna i € {1,2,5,10,20,50} a zdroven
air + a» + as + a1p + a2 + asp = 100.



Predchozi priklad asi vypadal spis$ jako slozity zapis jednoduchych
»backtrackingovych Gvah". Nasledujici priklad ukazuje, Ze tento
postup lze ale s vyhodou zobecnit.

Necht /, J jsou konecné mnoziny nezdpornych celych Cisel. Potom
je pro dané r € N pocet feseni (i, /) rovnice i 4+ j = r spliujicich

i €1,j € Jroven koeficientu u x” v polynomu (3=, x")(32;¢ ;%)

Kolika zplisoby mizeme pomoci minci (1, 2, 5, 10, 20 a 50 K¢)
zaplatit platbu 100 K¢?

Hledame prirozena Cisla a1, as, as, a10, a20 a asg takova, Ze a; je
nasobkem i pro viechna i € {1,2,5,10,20,50} a zdroven

a1+ ax + as + a10 + azx + asg = 100. Podobné jako vyse je vidét,
e pozadovany pocet lze ziskat jako koeficient u x%0 v

A+x+x2+. )1+ +x+.. )0+ +x19+..)
A+ x4 X0 YA+ xP x4 ) A+ X0 X100 )
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Podobnym zplsobem mizeme znovu velmi snadno odvodit nékteré

kombinatorické vztahy, které zname jiz z drivéjska. Vyuzijeme
pritom binomickou vétu.
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Podobnym zplsobem mizeme znovu velmi snadno odvodit nékteré

kombinatorické vztahy, které zname jiz z drivéjska. Vyuzijeme
pritom binomickou vétu.

Véta (binomicka)

Pron e N ar e R plati

= (3)+ (D) (e (D)

Na levou stranu se mizeme divat jako na soucin n polynomd,
prava je zapisem polynomu vzniklého jejich roznasobenim.
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Podobnym zplsobem mizeme znovu velmi snadno odvodit nékteré

kombinatorické vztahy, které zname jiz z drivéjska. Vyuzijeme
pritom binomickou vétu.

Véta (binomicka)

Pron e N ar e R plati

= (3)+ (D) (e (D)

Na levou stranu se mizeme divat jako na soucin n polynomd,
prava je zapisem polynomu vzniklého jejich roznasobenim.
Dosazenim Cisel x = 1, resp. x = —1 dostadvame znamé vzorce:

Dusledek
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Podivdme se ted na obé& strany v binomické vété ,spojityma
o¢ima" a s vyuzitim vlastnosti derivaci odvodime dalsi vztah mezi
kombinacnimi Cisly.
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Podivdme se ted na obé& strany v binomické vété ,spojityma
o¢ima" a s vyuzitim vlastnosti derivaci odvodime dalsi vztah mezi
kombinacnimi Cisly.

Disledek
Plati

Diikaz.

Na obé strany binomické véty se podivame jako na polynomialni
funkce. Derivaci levé strany dostaneme n(1 + x)"~!, derivaci pravé
strany (Elen po &lenu) pak >_7_; k(})x*~1. Dosazenim x = 1

dostaneme tvrzeni. ]
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(Formalni) mocninné rady

Bud dana nekone¢nd posloupnost a = (ag, a1, a2, . . .). Jeji
vytvorujici funkci rozumime (formdlni) mocninnou fadu tvaru

o0
E aix' = ag+aix +ax .
i=0
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(Formalni) mocninné rady

Bud dana nekone¢nd posloupnost a = (ag, a1, a2, . . .). Jeji
vytvorujici funkci rozumime (formdlni) mocninnou fadu tvaru

o0
E aix' = ag+aix +ax .
i=0

Poznamka

O formalni mocninné fadé hovorime proto, ze se zatim na tuto
radu divdme Cisté formalné jako na jiny zapis dané posloupnosti a
nezajimame se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamen3, ze
formalni mocninna fada neni funkce a nemizeme do ni dosazovat.

A
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(Formalni) mocninné rady

Bud dana nekone¢nd posloupnost a = (ag, a1, a2, . . .). Jeji
vytvorujici funkci rozumime (formdlni) mocninnou fadu tvaru

o0
E aix' = ag+aix +ax .
i=0

Poznamka

O formalni mocninné fadé hovorime proto, ze se zatim na tuto
radu divdme Cisté formalné jako na jiny zapis dané posloupnosti a
nezajimame se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamen3, ze
formalni mocninna fada neni funkce a nemizeme do ni dosazovat.
To ovsem vzdapéti napravime, kdyz s vyuzitim znalosti z analyzy
nekonecnych fad prejdeme od formalnich mocninnnych rad

k prislusnym funkcim.

A




Priklad

Posloupnosti samych jednicek odpovida formalni mocninna rada
1+x+x%+x34---. Z analyzy vime, Ze stejné zapsana mocninna
fada konverguje pro x € (0,1) a jeji soucet je roven funkci

1/(1 — x). Stejné tak obracené, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy rady v bodé 0, dostaneme zfejmé pivodni radu.
Takovéto ,,zakddovani* posloupnosti Cisel do funkce a zpét je
klicovym obratem v teorii vytvorujicich funkci.
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1/(1 — x). Stejné tak obracené, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy rady v bodé 0, dostaneme zfejmé pivodni radu.
Takovéto ,,zakddovani* posloupnosti Cisel do funkce a zpét je
klicovym obratem v teorii vytvorujicich funkci.

Jak jsme jiz zminili, tento obrat lze ale pouzit pouze tehdy, pokud
vime, Ze fada alespoti v néjakém okoli 0 konverguje. Casto ale
»diskrétni matematici pouzivaji nasledujici ,,podvod":
@ pomoci formalnich mocninnych fad odvodi néjaky vztah
(formuli, rekurenci,. .. ) bez toho, aby se zajimali
o konvergenci
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Posloupnosti samych jednicek odpovida formalni mocninna rada
1+x+x%+x34---. Z analyzy vime, Ze stejné zapsana mocninna
fada konverguje pro x € (0,1) a jeji soucet je roven funkci

1/(1 — x). Stejné tak obracené, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy rady v bodé 0, dostaneme zfejmé pivodni radu.
Takovéto ,,zakddovani* posloupnosti Cisel do funkce a zpét je
klicovym obratem v teorii vytvorujicich funkci.

Jak jsme jiz zminili, tento obrat lze ale pouzit pouze tehdy, pokud
vime, Ze fada alespon v néjakém okoli 0 konverguje. Casto ale
»diskrétni matematici pouzivaji nasledujici ,,podvod":
@ pomoci formalnich mocninnych fad odvodi néjaky vztah
(formuli, rekurenci,. .. ) bez toho, aby se zajimali
o konvergenci
@ jinymi prostfedky (Casto matematickou indukci) tento vztah
dokazou



Vytvotujici funkce
000000e00

Vytvorujici funkce v praxi vyuzivame:
@ k nalezeni explicitni formule pro n-ty ¢len posloupnosti;

@ Casto vytvorujici funkce vychazeji z rekurentnich vztahi,
obcas ale diky nim odvodime rekurentni vztahy nové;
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@ vypocet priamérl ¢i jinych statistickych zavislosti (napt.
primérna slozitost algoritmu);
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Vytvorujici funkce v praxi vyuzivame:

k nalezeni explicitni formule pro n-ty ¢len posloupnosti;

Casto vytvorujici funkce vychazeji z rekurentnich vztahi,
obcas ale diky nim odvodime rekurentni vztahy nové;

vypocet primérl ¢i jinych statistickych zavislosti (napt.
primérna slozitost algoritmu);
diikaz rdznych identit;

Casto je nalezeni presného vztahu pfilis obtizné, ale mnohdy
staci vztah pfiblizny nebo asymptotické chovani.
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Exponencidlni vytvorujici funkce

Kromé vyse zminénych vytvorujicich funkci se v praxi rovnéz Casto
objevuji jejich tzv. exponencidlni varianty.

g(x) = Zgn%';-

n>0
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Exponencidlni vytvorujici funkce

Kromé vyse zminénych vytvorujicich funkci se v praxi rovnéz Casto
objevuji jejich tzv. exponencidlni varianty.

g(x) = Zgn%

n>0

Poznamka

Jméno vychazi z toho, Ze exponencialni funkce e* je
(exponencialni) vytvorujicifunkci pro zadkladni posloupnost
(1,1,1,1,...).

Pozdéji ukazeme nékteré priklady (napf. Cayleyho vétu), kdy je
pouziti exponencidlnich vytvorujicich funkci vyhodnéjsi.
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Dosazovani do mocninnych rad

Nasledujici vétu znate z matematické analyzy z loniského semestru:

Bud'(ag, a1, az, . . . ) posloupnost realnych ¢&isel. Plati-li pro néjaké
K € R, Ze pro vSechna n > 1 je |a,| < K", pak rada

a(x) = Z gy

n>0

konverguje pro kaZdé x € (—%, %) Soucet této fady tedy definuje
funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznacujeme rovnéz a(x).
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Dosazovani do mocninnych rad

Nasledujici vétu znate z matematické analyzy z loniského semestru:

Bud'(ag, a1, az, . . . ) posloupnost realnych ¢&isel. Plati-li pro néjaké
K € R, Ze pro vSechna n > 1 je |a,| < K", pak rada

a(x) = Z gy

n>0

konverguje pro kaZdé x € (—%, %) Soucet této fady tedy definuje
funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznacujeme rovnéz a(x).
Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoli 0 je jednoznacné
uréena pivodni posloupnost, nebot ma a(x) v 0 derivace vSech
rada a plati

a("(0)

n!

dpn =
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Scitani (a; + bj) posloupnosti ¢len po ¢lenu odpovida soudet
a(x) + b(x) prislusnych vytvorujicich funkci.
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Scitani (a; + bj) posloupnosti ¢len po ¢lenu odpovida soudet
a(x) + b(x) prislusnych vytvorujicich funkci.
@ Vyndsobeni (« - a;) vdech &lentd posloupnosti stejnym skaldrem
a odpovida vynadsobeni « - a(x) pfislusné vytvorujici funkce.
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi radami:
e Scitani (a; + bj) posloupnosti ¢len po ¢lenu odpovida soudet
a(x) + b(x) prislusnych vytvorujicich funkci.
@ Vyndsobeni (« - a;) vdech &lentd posloupnosti stejnym skaldrem
a odpovida vynadsobeni « - a(x) pfislusné vytvorujici funkce.
@ Vynasobeni vytvorujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji dopInéni nulami.
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi radami:
e Scitani (a; + bj) posloupnosti ¢len po ¢lenu odpovida soudet
a(x) + b(x) prislusnych vytvorujicich funkci.
@ Vyndsobeni (« - a;) vdech &lentd posloupnosti stejnym skaldrem
a odpovida vynadsobeni « - a(x) pfislusné vytvorujici funkce.
@ Vynasobeni vytvorujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji dopInéni nulami.
@ Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechani
prvnich k mist posloupnosti) nejprve od a(x) odecteme
polynom by(x) odpovidaji posloupnosti (ag,...,ak-1,0,...) a
poté podélime vytvotujici funkci xX.
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:

e Scitani (a; + bj) posloupnosti ¢len po ¢lenu odpovida soudet
a(x) + b(x) prislusnych vytvorujicich funkci.

@ Vyndsobeni (« - a;) vdech &lentd posloupnosti stejnym skaldrem
a odpovida vynadsobeni « - a(x) pfislusné vytvorujici funkce.

@ Vynasobeni vytvorujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji dopInéni nulami.

@ Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechani
prvnich k mist posloupnosti) nejprve od a(x) odecteme
polynom by(x) odpovidaji posloupnosti (ag,...,ak-1,0,...) a
poté podélime vytvotujici funkci xX.

@ Substituci polynomu f(x) s nulovym absolutnim &lenem za x
vytvorime specifické kombinace ¢len(i pivodni posloupnosti.
Jednoduse je vyjadfime pro f(x) = ax, coz odpovidd
vynasobeni k—tého ¢&lenu posloupnosti skalarem aX. Dosazeni
f(x) = x" nam do posloupnosti mezi kazdé dva ¢leny vloZzi
n—1 nul.
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Priklad

Vidéli jsme, ze 1/(1 — x) je vytvotujici funkci posloupnosti ze
samych jednicek. Substituci 2x za x tak dostaneme tvrzeni, ze
1/(1 — 2x) je vytvotujici funkci posloupnosti (1,2,4,8,...).
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Priklad

Vidéli jsme, ze 1/(1 — x) je vytvotujici funkci posloupnosti ze
samych jednicek. Substituci 2x za x tak dostaneme tvrzeni, ze
1/(1 — 2x) je vytvotujici funkci posloupnosti (1,2,4,8,...).

S vyuzitim substituce —x za x dostaneme, Ze je-li a(x) vytvorujici
pro (ag, a1, ... ), je (a(x) + a(—x))/2 vytvotujici pro

ao,O, 22,0,...).
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Priklad

Vidéli jsme, ze 1/(1 — x) je vytvotujici funkci posloupnosti ze
samych jednicek. Substituci 2x za x tak dostaneme tvrzeni, ze
1/(1 — 2x) je vytvotujici funkci posloupnosti (1,2,4,8,...).

S vyuzitim substituce —x za x dostaneme, Ze je-li a(x) vytvorujici
pro (ag, a1, ... ), je (a(x) + a(—x))/2 vytvotujici pro

ao,O, 22,0,...).

Priklad
Urcete vytvorujici funkci posloupnosti

(1,1,2,2,4,4,8,8,...).
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0@000

Vidéli jsme, ze 1/(1 — x) je vytvotujici funkci posloupnosti ze
samych jednicek. Substituci 2x za x tak dostaneme tvrzeni, ze
1/(1 — 2x) je vytvotujici funkci posloupnosti (1,2,4,8,...).

S vyuzitim substituce —x za x dostaneme, Ze je-li a(x) vytvorujici
pro (ag, a1, ... ), je (a(x) + a(—x))/2 vytvotujici pro

ao,O, 22,0,...).

Priklad

Urcete vytvorujici funkci posloupnosti

(1,1,2,2,4,4,8,8,...).

Podle predchoziho prikladu je 1/(1 — 2x) vytvotujici funkci
posloupnosti (1,2,4,8,...). Substituci x> za x dostaneme
vytvorujici funkci 1/(1 — 2x2) pro (1,0,2,0,4,0,...) a celkem pak
je (14 x)/(1 — 2x?) hledanou vytvorujici funkci.




Operace s vytvorfujicimi funkcemi
00®00

Dalsimi ddlezitymi operacemi, které se pfi praci s vytvorujicimi
funkcemi Casto objevuji, jsou:
@ Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2a2,3a3,...), ¢len s indexem k je (k + 1)ak+1 (tj.
mocninnou fadu derivujeme ¢len po ¢lenu).
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Dalsimi ddlezitymi operacemi, které se pfi praci s vytvorujicimi
funkcemi Casto objevuji, jsou:

@ Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2a2,3a3,...), ¢len s indexem k je (k + 1)ak+1 (tj.
mocninnou fadu derivujeme ¢len po ¢lenu).

@ Integrovani: funkce fOX a(t) dt vytvoruje posloupnost
(0, ao, %al, %32, %83, ...), pro k > 1 je ¢len s indexem k je
%ak_l (zfejmé je derivaci pfislusné mocninné fady ¢len po
¢lenu pavodni funkce a(x)).



Operace s vytvofujicimi funkcemi
00®00

Dalsimi ddlezitymi operacemi, které se pfi praci s vytvorujicimi
funkcemi Casto objevuji, jsou:

@ Derivovani podle x: funkce a'(x) vytvofuje posloupnost
(a1,2az,3as,...), ¢len s indexem k je (k + 1)aky1 (tj.
mocninnou fadu derivujeme ¢len po ¢lenu).

@ Integrovani: funkce fOX a(t) dt vytvoruje posloupnost
(0, ao, %al, %32, %83, ...), pro k > 1 je ¢len s indexem k je
%ak_l (zfejmé je derivaci pfislusné mocninné fady ¢len po
¢lenu pavodni funkce a(x)).

e Nasobeni fad: souéin a(x)b(x) je vytvorujici funkci
posloupnosti (co, c1, ¢2, . .. ), kde

Ck = Z a,'b_,'.
i+j=k
(tj. ¢leny v soudinu az po c jsou stejné jako v soucinu
(ao + aix + 32X2 + -+ aka)(bo + bix + b2X2 -+ .- kak).

Posloupnost ¢ byva také nazyvana konvoluci posloupnosti
a, b.
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v
Priklad

Jaka je vytvorujici funkce pro posloupnost druhych mocnin
(12,22,32...)?

Reseni

Lze ocekavat, ze bude snazsi bude nejprve urcit vytvorujici funkce
pro (1,2,3,...). Podle pfedchoziho vime, ze 1/(1 — x) vytvofi
posloupnost samych jednicek a jeji derivace 1/(1 — x)? pak
posloupnost (1,2,3,...). Jak ale zjistit funkci odpovidajici druhym
mocninam?




Operace s vytvofujicimi funkcemi
000e0
v
Priklad

Jaka je vytvorujici funkce pro posloupnost druhych mocnin
(12,22,32...)?

Regeni

Lze ocekavat, ze bude snazsi bude nejprve urcit vytvorujici funkce
pro (1,2,3,...). Podle pfedchoziho vime, ze 1/(1 — x) vytvofi
posloupnost samych jednicek a jeji derivace 1/(1 — x)? pak
posloupnost (1,2,3,...). Jak ale zjistit funkci odpovidajici druhym
mocninam? Druhou derivaci dostaneme 2/(1 — x)3, k ni
odpovidajici posloupnost je (1 x 2,2 x 3,3 x 4,...), jejiz &len

s indexem k je (k 4+ 2)(k + 1). Snadno vidime, Ze vyslednou
vytvorujici funkci je tedy

2 1
)= Gxp ~ Aoxr
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Priklad

Uvazme jeden specialni pfipad nasobeni vytvorujicich funkci a(x) a
b(x), je-li a(x) = 1/(1 — x). Pak konvoluci pfislusnych posloupnosti
je posloupnost, jejiz vytvorujici funkce je dana mocninnou rfadou

(I4+x+x2+x3+--)(bo+ bix + box® +---) =
Zbo+(bo+b1)X+(bo+b1+b2)X SRR
Vyjadfeno slovy, vyndsobenim funkce b(x) funkci 1/(1 — x)

dostaneme vytvorujici funkci posloupnosti ¢asteénych soucti
plvodni posloupnosti (b, by, by, ... ).
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Prehled mocninnych rad:

1 n
= X s
1—x =
1 x"
| = —
"1 x § n’
Xn
X -
& = Z n!’
n>0
2n+1
X
sinx = — ,
;)( (2n+1)!
S
cosx = » (—1)" ,
= (2n)!
(0 =3 ()%
k>0



Operace s vytvorfujicimi funkcemi
oce
Poznamka

@ Posledni vzorec

(1+x)" =Y <l:)xk

je tzv. zobecnéna binomicka véta, kde pro r € R je
binomicky koeficient definovan vztahem

Specidlng klademe () = 1.




Operace s vytvorfujicimi funkcemi
oce
Poznamka

@ Posledni vzorec

(1+XY::§:<;)xk

je tzv. zobecnéna binomicka véta, kde pro r € R je
binomicky koeficient definovan vztahem

(D _ dp=p=erlp =)

Specidlng klademe () = 1.

@ Pro n € N z uvedeného vztahu snadno dostaneme

1 _(n—1 i n P n+k—1 Ky
1-—x)r \n-1)"\n-1)" n—1 )~




Aplikace vytvotujicich funkci

Plan prednasky

© Aplikace vytvorujicich funkci



Aplikace vytvotujicich funkci
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Fibonacciho Cisla a zlaty rez

Pripomenme, Ze Fibonacciho Cisla jsou dana rekurentnim

predpisem
Fo=0,F1 =1 Fpio=Fp1+ Fy.

Jiz drive jste si uvadéli vSemozné vyskyty této posloupnosti
v pfirodé, v matematice nebo v teoretické informatice. Nasim cilem
bude (opét) najit formuli pro vypocet n-tého ¢lenu posloupnosti.
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Fibonacciho Cisla a zlaty rez

Pripomenme, Ze Fibonacciho Cisla jsou dana rekurentnim
predpisem
Fo=0,F1 =1,Fpio = Foy1+ Fp.

Jiz drive jste si uvadéli vSemozné vyskyty této posloupnosti
v pfirodé, v matematice nebo v teoretické informatice. Nasim cilem
bude (opét) najit formuli pro vypocet n-tého ¢lenu posloupnosti.
Uvazme vytvotujici funkci F(x) Fibonacciho posloupnosti. Pak
zrejmé

F(x) — xF(x) — x*F(x) = x,

a tedy
X

F(x) =

1 —x—x2'



Aplikace vytvotujicich funkci
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Priklad — pokr.

Nasim cilem je odvodit vztah pro n-ty ¢len posloupnosti

odpovidajici vytvorujici funkci F(x) = .
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Priklad — pokr.

Nasim cilem je odvodit vztah pro n-ty ¢len posloupnosti
odpovidajici vytvorujici funkci F(x) = .
Vyuzijeme k tomu rozklad na parcidlni zlomky a dostaneme

X A B

1—-x—x2 x—x3 X—x3

kde x1, x> jsou koteny polynomu 1 — x — x? a A, B vhodné
konstanty odvozené z pocatecnich podminek.
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Priklad — pokr.

Nasim cilem je odvodit vztah pro n-ty ¢len posloupnosti
odpovidajici vytvorujici funkci F(x) = .
Vyuzijeme k tomu rozklad na parcidlni zlomky a dostaneme

X A B

1—-x—x2 x—x3 X—x3

kde x1, x> jsou koteny polynomu 1 — x — x? a A, B vhodné
konstanty odvozené z pocatecnich podminek. Po substituci
A1 = 1/x1, A2 = 1/x? dostavame vztah

X a b

1—x—x2_1—)\1x+1—)\2x’

odkud snadno pomoci znalosti o vytvorujicich funkcich

Fo=a- A +b-)j.
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Priklad — zavér

S vyuzZitim pocatecnich podminek dostavame
1
Fr=—

() (7))

Jisté je zajimavé, ze tento vyraz plny iraciondlnich Cisel je vzdy
celociselny.
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Priklad — zavér

S vyuzZitim pocatecnich podminek dostavame

(=) (%))

Jisté je zajimavé, ze tento vyraz plny iraciondlnich Cisel je vzdy
celociselny.

Uvézime-li navic, e (1 — /5)/2 ~ —0.618, vidime, e pro viechna
prirozena Cisla lze F, snadno spocitat zaokrouhlenim disla

1 (1+\/§)n_

NG

1

Fp=
V5

2
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Priklad — zavér

S vyuzZitim pocatecnich podminek dostavame
1
Fr=—

s|(57) (2]

Jisté je zajimavé, ze tento vyraz plny iraciondlnich Cisel je vzdy
celociselny.

Uvézime-li navic, e (1 — /5)/2 ~ —0.618, vidime, e pro viechna
prirozena Cisla lze F, snadno spocitat zaokrouhlenim disla
%(”—f)". Navic je vidét, e lim, oo Fr/Fni1 = 1/M\1 ~ 0.618,
coz je pomér zndmy jako zlaty fez — objevuje se jiz od antiky

v architekture, vytvarném uméni i hudbé.
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Priklad — zavér

S vyuzZitim pocatecnich podminek dostavame
1
Fr=—

s[5 -(=9))

Jisté je zajimavé, ze tento vyraz plny iraciondlnich Cisel je vzdy
celociselny.

Uvézime-li navic, e (1 — /5)/2 ~ —0.618, vidime, e pro viechna
prirozena Cisla lze F, snadno spocitat zaokrouhlenim disla
%(”—f)n. Navic je vidét, e lim, oo Fr/Fni1 = 1/M\1 ~ 0.618,
coz je pomér zndmy jako zlaty fez — objevuje se jiz od antiky

v architekture, vytvarném uméni i hudbé.

Analogicky postup je mozné pouZit pfi feseni obecnych linedrnich
diferenénich rovnic k-tého stupné s konstatnimi koeficienty. Ma-li
charakteristicka rovnice jednoduché koreny, je situace jednodussi —
viz dfive.
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Péstované binarni stromy a Catalanova dCisla

S vyuzitim vytvorujicich funkci uréime formuli pro pocet b,
péstovanych bindrnich stromi na n vrcholech.
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Péstované binarni stromy a Catalanova dCisla

S vyuzitim vytvorujicich funkci uréime formuli pro pocet b,
péstovanych bindrnich stromi na n vrcholech. Prozkoumanim
pripadd pro mala n vidime, Ze

bo=1b=1,by =2, bs=5.
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Péstované binarni stromy a Catalanova dCisla

S vyuzitim vytvorujicich funkci uréime formuli pro pocet b,
péstovanych bindrnich stromi na n vrcholech. Prozkoumanim
pripadd pro mala n vidime, Ze

bp=1,by =1,by=2,b3 =5.
Snadno nahlédneme, Ze pro n > 1 vyhovuje b, rekurentni formuli

bn = bObnfl + blbnf2 + -+ bn71b0~
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Péstované binarni stromy a Catalanova dCisla

S vyuzitim vytvorujicich funkci uréime formuli pro pocet b,
péstovanych bindrnich stromi na n vrcholech. Prozkoumanim
pripadd pro mala n vidime, Ze

bp=1,by =1,by=2,b3 =5.
Snadno nahlédneme, Ze pro n > 1 vyhovuje b, rekurentni formuli
bn = bObnfl + blbnf2 + -+ bn71b0~

Necht b(x) je odpovidajici vytvorujici funkce. Prava strana
uvedené rekurence je vlastné koeficientem u x"~1 v soudinu

b(x) - b(x), tj. ¢lenem u x" v xb(x)?. Je tedy xb(x)? vytvotujici po
tutéz posloupnost jako b(x) s vyjimkou prvniho ¢lenu.
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Péstované binarni stromy a Catalanova dCisla

S vyuzitim vytvorujicich funkci uréime formuli pro pocet b,
péstovanych bindrnich stromi na n vrcholech. Prozkoumanim
pripadd pro mala n vidime, Ze

bp=1,by =1,by=2,b3 =5.
Snadno nahlédneme, Ze pro n > 1 vyhovuje b, rekurentni formuli
bn = bObnfl + blbnf2 + -+ bn71b0~

Necht b(x) je odpovidajici vytvorujici funkce. Prava strana
uvedené rekurence je vlastné koeficientem u x"~1 v soudinu

b(x) - b(x), tj. ¢lenem u x" v xb(x)?. Je tedy xb(x)? vytvotujici po
tutéz posloupnost jako b(x) s vyjimkou prvniho ¢lenu. Tedy

b(x) = 1 + xb(x)?, z &ehoz dostaneme (pro x pevné zvolené)

_1:|:\/1—4x

b(x) o
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Péstované binarni stromy — pokr.

Ve vzorci
1++1—4x
b(x) = ——F——
2x
ale znaménko + nepfichazi v Gvahu, protoze pro x — 05 ma limitu
00, zatimco vytvorujici funkce pro nasi posloupnost musi mit v 0
hodnotu by = 1.
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Péstované binarni stromy — pokr.

Ve vzorci

1++1-—4x
bx) = ——5—

ale znaménko + nepfichazi v Gvahu, protoze pro x — 05 ma limitu
00, zatimco vytvorujici funkce pro nasi posloupnost musi mit v 0
hodnotu by = 1.

Pomoci zobecnéné binomické véty pak ziskdme rozvoj

1—4x1/2:m—4k%xk
(14012 =3 () (2
k=0

a po vydéleni 1 — /1 — 4x vyrazem 2x (tj. posunem vlevo a
vydélenim 2) dostaneme

1, 1/2) 1 (2n
b = 2( 4 <n+1>_n+1<n>’

coz jsou znama (a vyznamna) Catalanova disla.




Aplikace vytvotujicich funkci
oooooe

Catalanova disla

Kromé toho, ze Catalanova ¢isla vyjadfuji pocet binarnich
péstovanych stromd, vystupuji rovnéz jako:
@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znak X a Y takovych, Ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X
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Catalanova disla

Kromé toho, ze Catalanova ¢isla vyjadfuji pocet binarnich
péstovanych stromd, vystupuji rovnéz jako:
@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znak X a Y takovych, Ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X
@ podobné fronty u pokladny (5koruny a 10koruny) tak, aby

nezdsobend pokladna mohla vzdy vratit (zaroven dostaneme
pravdépodobnost, ze ndhodna fronta ,,projde")
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Catalanova disla

Kromé toho, ze Catalanova ¢isla vyjadfuji pocet binarnich
péstovanych stromd, vystupuji rovnéz jako:
@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znak X a Y takovych, Ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X
@ podobné fronty u pokladny (5koruny a 10koruny) tak, aby
nezdsobend pokladna mohla vzdy vratit (zaroven dostaneme
pravdépodobnost, ze ndhodna fronta ,,projde")
@ pocet korektné ozdvorkovanych vyrazl slozenych z levych a
pravych zavorek
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Catalanova disla

Kromé toho, ze Catalanova ¢isla vyjadfuji pocet binarnich
péstovanych stromd, vystupuji rovnéz jako:
@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znak X a Y takovych, Ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X
@ podobné fronty u pokladny (5koruny a 10koruny) tak, aby
nezdsobend pokladna mohla vzdy vratit (zaroven dostaneme
pravdépodobnost, ze ndhodna fronta ,,projde")
@ pocet korektné ozdvorkovanych vyrazl slozenych z levych a
pravych zavorek

e pocet monotdnnich cest z [0, 0] do [n, n] podél stran
jednotkovych Ctvercd, které neprekrodi diagonalu
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Catalanova disla

Kromé toho, ze Catalanova ¢isla vyjadfuji pocet binarnich
péstovanych stromd, vystupuji rovnéz jako:
@ pocet slov délky 2n obsahujicich n znak X a Y takovych, Ze
zadny prefix slova neobsahuje vice Y nez X
@ podobné fronty u pokladny (5koruny a 10koruny) tak, aby
nezdsobend pokladna mohla vzdy vratit (zaroven dostaneme
pravdépodobnost, ze ndhodna fronta ,,projde")
@ pocet korektné ozdvorkovanych vyrazl slozenych z levych a
pravych zavorek
e pocet monotdnnich cest z [0, 0] do [n, n] podél stran
jednotkovych Ctvercd, které neprekrodi diagonalu

@ pocet raznych triangulaci konvexniho (n + 2)-Ghelniku.
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