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ReZeni rekurenci

[ Jelelele]

Mocninné Fady jsou velmi silnym nastrojem pro FeSeni rekurenci.

Tim je min&no vyjadreni &lenu a, jako funkci n. Casto se s pomoci

fad podafii vyresit na prvni pohled velmi slozité rekurence.

Obvykly (takika mechanicky) postup pro feseni rekurenci se sklad4

ze 4 kroki:

@ Zapiseme jedinou rovnici zavislost a, na ostatnich ¢lenech

posloupnosti. Tento vztah musi platit pro vsechna n € Ny
(predpokladajice a_1 = a_» =--- =0).
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(predpokladajice a_1 = a_» =--- =0).

@ Obé strany rovnice vynasobime x" a seCteme pres vSechna
n € No. Na jedné strané tak dostaneme ), a,x", coz je
vytvorujici funkce A(x). Pravou stranu vztahu je pak tfeba
upravit na vyraz rovnéz obsahujici A(x).

@ Zjisténa rovnice se vyresi vzhledem k A(x).

Q Vysledné A(x) se rozvine do mocninné Fady, pficemz
koeficient u x" udava a,, tj. a, = [x"]A(x) .
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Rekurzivné propojené posloupnosti

Nékdy dokazeme snadno vyjadrit hledany pocet jen pomoci vice
vzajemné provazanych posloupnosti.
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Rekurzivné propojené posloupnosti

Nékdy dokazeme snadno vyjadrit hledany pocet jen pomoci vice
vzajemné provazanych posloupnosti.

Kolika zplisoby mizeme pokryt (nerozlienymi) kostkami domina
obdélnik 3 x n?

Snadno zjistime, ze ¢; = 0, ¢, = 3,¢3 = 0, déle klademe ¢ =1
(nejde jen o konvenci, m3 to svou logiku).

Najdeme rekurzivni vztah — diskusi chovani ,na kraji* zjistime, Ze
Cn =2 14Cn2, I'n =Cn1+rn—2, o =0, =1, kde r, je pocet
pokryti obdélniku 3 x n, ze kterého jsme odstranili levy horni roh.
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Reseni (pokr.)

Hodnoty ¢, a r, pro nékolik malych n jsou:

n|0 1 2 3 4 5 6 7
¢, |1 0 3 0 11 0 41 O
m| 0 1 0 4 0 15 0 56
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Reseni (pokr.)

o Krok 1: ¢, =2r,—1+cha+[n=0], r,=upn_1+ r_o.
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Reseni (pokr.)

o Krok 1: ¢, =2r,—1+cha+[n=0], r,=upn_1+ r_o.
o Krok 2:
C(x) = 2xR(x) + x2C(x) +1, R(x) = xC(x) + x2R(x).
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Reseni (pokr.)
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C(x) = 2xR(x) + x2C(x) +1, R(x) = xC(x) + x2R(x).
e Krok 3:
1— x? X
CWO=TZera Y=g
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Reseni (pokr.)

o Krok 1: ¢, =2r,—1+cha+[n=0], r,=upn_1+ r_o.

o Krok 2:
C(x) = 2xR(x) + x2C(x) +1, R(x) = xC(x) + x2R(x).
e Krok 3:
1— x? X
C(X):1—4X2—|—X4’ R(X):1—4X2—|—X4'
2

o Krok 4: Vidime, ze obé funkce jsou funkcemi x*, usetfime si
praci tim, 7e uvazime funkci D(z) = 1/(1 — 4z + z?), pak
totiz C(x) = (1 — x?)D(x?), tj.

[*"]C(x) = [x*")(1 = x*) D(x?) = [x"[(1 — x)D(x), a tedy
Con = dn - dn—l-
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[ele]ele] ]

Reseni (zavér)
Kofeny 1 — 4x + x2 jsou 2 + /3 a 2 — \/3 a jiz standardnim
zpusobem obdrzime
L _CEV 23y
T3-Vv3 o 343
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[ele]ele] ]

Reseni (zavér)
Kofeny 1 — 4x + x2 jsou 2 + /3 a 2 — \/3 a jiz standardnim
zpusobem obdrzime
_@tVA -y
§— /8 3+v3

Podobné jako u Fibonacciho posloupnosti je druhy scitanec pro
velka n zanedbatelny a pro vSechna n lezi mezi 0 a 1, proto

Cn

- 152%

Napr. coo = 413403.




Exponencialni vytvoFujici funkce

Plan prednasky

© Exponencidlni vytvorujici funkce



Exponencialni vytvoFujici funkce
[ lsleleleolelele)]

Exponencialni vytvorujici funkce

Nékdy miva vytvorujici funkce posloupnosti (a,) komplikované
vlastnosti, pfi¢emz posloupnost (a,/n!) ma vytvorujici funkci
daleko jednodussi. V takovych piipadech rad€ji pracujeme s tzv.
exponencialnimi vytvotujicimi funkcemi

—~ Xn
A) =) an T
n>0 ’

Jméno vychazi z toho, ze vytvorujici funkci zdkladni posloupnosti
(1,1,1,1,...) je €.
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[ lsleleleolelele)]

Exponencialni vytvorujici funkce

Nékdy miva vytvorujici funkce posloupnosti (a,) komplikované
vlastnosti, pfi¢emz posloupnost (a,/n!) ma vytvorujici funkci
daleko jednodussi. V takovych piipadech rad€ji pracujeme s tzv.
exponencialnimi vytvotujicimi funkcemi

A(x) = Zan);—’;.

n>0

Jméno vychazi z toho, ze vytvorujici funkci zdkladni posloupnosti
(1,1,1,1,...) je €.

Zdiraznéme, ze exponencialni vytvorujici funkce se od obycejnych
lisi i standardnimi operacemi.



Exponencialni vytvoF
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e Vyndsobenim x ziskdme funkci posloupnosti (na,_1).
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@ Derivaci ziskdme funkci odpovidajici posunuti doleva.
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[o] lelelelelele}

e Vyndsobenim x ziskdme funkci posloupnosti (na,_1).
@ Derivaci ziskdme funkci odpovidajici posunuti doleva.

o Integraci ziskame funkci odpovidajici posunuti doprava.
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[o] lelelelelele}

(]

Vynéasobenim x ziskdme funkci posloupnosti (na,—1).

Derivaci ziskdme funkci odpovidajici posunuti doleva.

Integraci ziskdme funkci odpovidajici posunuti doprava.
Soutinem dvou funkei F(x) a G(x) ziskame funkci H(x),
kterd odpovida posloupnosti h, = >, (1) fk&n—k, tzv.
binomické konvoluci f, a g,.



Exponencialni vytvoFujici funkce
[els] lelelelele)]

Reste rekurenci danou vztahy go = 0, g1 = 1 a predpisem

n
En = _2ngn—1 S Z (k) Bk8n—k-

k>0

Reseni

Vzhledem k rekurentnimu vztahu, ktery obsahuje binomickou
konvoluci posloupnosti, se zdd vhodné vyuZzit exponencialnich
vytvofujicich funkci. Oznaéme G(x) pfislusnou exponencidlni
mocninnou fadu. Budeme postupovat v obvyklych ¢tyrech krocich.
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Reste rekurenci danou vztahy go = 0, g1 = 1 a predpisem

n
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k>0

Regeni

Vzhledem k rekurentnimu vztahu, ktery obsahuje binomickou
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Reste rekurenci danou vztahy go = 0, g1 = 1 a predpisem

n
En = _2ngn—1 S Z (k) Bk8n—k-

k>0

Regeni

Vzhledem k rekurentnimu vztahu, ktery obsahuje binomickou
konvoluci posloupnosti, se zda vhodné vyuzit exponencialnich
vytvorujicich funkci. Oznaéme @(x) prisluSnou exponencidlni
mocninnou fadu. Budeme postupovat v obvyklych ¢tyrech krocich.

o Krok 1: g, = —2ngn—1+ > k>0 (1) gkgn—k +[n=1].
o Krok 2: G(x) = —2xG(x) + G(x)2 + x.
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[olele] lelelele}

Reseni (pokr.)

o Krok 3: ReSenim kvadratické rovnice dostaneme
G(x) =1/2(1 4 2x £ V1 + 4x?). Dosazenim x = 0 vidime, Ze
odpovida znaménko —, proto je feSenim funkce

1+2x — 1+ 4x2
5 '

G(x) =
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Reseni (pokr.)
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e Krok 4: Pomoci zobecnéné binomické véty rozvineme G(x) do
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- ()
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Reseni (pokr.)

o Krok 3: ReSenim kvadratické rovnice dostaneme
G(x) =1/2(1 4 2x £ V1 + 4x?). Dosazenim x = 0 vidime, Ze
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(8- (")
()4 ()

postupné dostaneme
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Reseni (pokr.)
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[olelelel Telele}

Regeni (dokoncent)
1 2k —2
\/1—|—4x2:1+zz~(—1)k_1~2~< >.x2’<.

o k—1
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[olelelel Telele}

Regeni (dokoncent)

1 2k —2
\/1—|—4x2:1+zz~(—1)k_1~2~< >.x2’<.

o k—1

Odtud, protoze

ng” = _1—|—2X—\/1—|—4X2
n - - 2 )

mame gox11 =0




Regeni (dokoncent)

1 L
\/1+4x2:14—§:z~(—n e

Odtud, protoze

mame gok+1 =0 a

1
g = (-1

Exponencialni vytvoFujici funkce

[olelelel Telele}

<2k - 2) 2k
= k—1

~ 1+2x —V1+4x2
= G(X) = )

2

2k —2

k_1>.@m!:
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[olelelel Telele}

Reseni (dokonéent)

1 2k —2
\/1—|—4x2:1+zz~(—1)k_1~2~< >.x2’<.

= k—1

Odtud, protoze

X7 - 1+2x — 1+ 4x2
Zg” B - 2 :
mame gok+1 =0 a

g = (-1)F- %(2: _‘f) (2K = (=1)* - (2K G,

kde C, je n-té Catalanovo dislo.




Exponencialni vytvoFujici funkce
[elslelelo] lele]

Cayleyho formule

Pripomenme, Ze jsme jiz diive dokazali, Ze pocet strom( na n
vrcholech je k(K,) = n"2. DokaZeme tento vysledek jesté jednou
pomoci exponencialnich vytvorujicich funkci.

Oznacme pro jednoduchost t, = (Kp,). Jiz dfive jsme vidéli, Ze
t1 = tp = 1, t3 = 3. Lze rovnéz snadno spocitat t; = 16.
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Cayleyho formule

Pripomenme, Ze jsme jiz diive dokazali, Ze pocet strom( na n
vrcholech je k(K,) = n"2. DokaZeme tento vysledek jesté jednou
pomoci exponencialnich vytvorujicich funkci.

Oznacme pro jednoduchost t, = (Kp,). Jiz dfive jsme vidéli, Ze
t1 = tp = 1, t3 = 3. Lze rovnéz snadno spocitat t; = 16.
Rekurentni vztah ziskdme tak, Ze zafixujeme jeden vrchol v a
mozné piipady rozdélime podle poctu komponent v grafu, ktery
dostaneme z koster K, tak, Ze odstranime vrchol v a hrany s nim
incidentni.
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[elslelelo] lele]

Cayleyho formule

Pripomenme, Ze jsme jiz diive dokazali, Ze pocet strom( na n
vrcholech je k(K,) = n"2. DokaZeme tento vysledek jesté jednou
pomoci exponencialnich vytvorujicich funkci.

Oznacme pro jednoduchost t, = (Kp,). Jiz dfive jsme vidéli, Ze
t1 = tp = 1, t3 = 3. Lze rovnéz snadno spocitat t; = 16.
Rekurentni vztah ziskdme tak, Ze zafixujeme jeden vrchol v a
mozné piipady rozdélime podle poctu komponent v grafu, ktery
dostaneme z koster K, tak, Ze odstranime vrchol v a hrany s nim
incidentni.

Pak pron > 1

1 -1
S E T T A SR

m>0 " ki+-4kn=n—1
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[elslelelo] lele]

Cayleyho formule

Pripomenme, Ze jsme jiz diive dokazali, Ze pocet strom( na n
vrcholech je k(K,) = n"2. DokaZeme tento vysledek jesté jednou
pomoci exponencialnich vytvorujicich funkci.

Oznacme pro jednoduchost t, = (Kp,). Jiz dfive jsme vidéli, Ze
t1 = tp = 1, t3 = 3. Lze rovnéz snadno spocitat t; = 16.
Rekurentni vztah ziskdme tak, Ze zafixujeme jeden vrchol v a
mozné piipady rozdélime podle poctu komponent v grafu, ktery
dostaneme z koster K, tak, Ze odstranime vrchol v a hrany s nim
incidentni.

Pak pron > 1

1 -1
S 1P VR Pl CET RS

m>0 " ki+-4kn=n—1

Napf. pro n =4 mame tq4 = 3t3 + 6t1t2 + tf.
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[olelelelele? Te}

Osklivé vypadajici rekurenci zjednodusime substituci u,, = nt,,.
Dostavame pro n > 1

oy
nl ml kql k!
m>0 ki+-tkm=n—1 1 m

a je vidét, e vnitini sumu dostaneme jako koeficient u x"~ 1 v

m-té mocniné fady U(x) = 3 up%;.
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[olelelelele? Te}

Osklivé vypadajici rekurenci zjednodusime substituci u,, = nt,,.
Dostavame pro n > 1

oy
nl ml kql k!
m>0 ki+-tkm=n—1 1 m

a je vidét, Ze vnitfni sumu dostaneme jako koeficient u x"~ 1 v

m-té mocning fady U(x) = 3 upy. Proto je

=" — U(X)’”

m>0

a tedy

U(x) = U0



Exponencialni vytvoFujici funkce

[olelelelelele] }

Pro dokonceni vypoctu budeme potiebovat tvzeni, které uvedeme
bez diikazu.

Definice

Zobecnénou exponencialni mocninnou fadou &;(x) nazyvame fadu

Er(x) =) (th+ 1)“1—?.

k>0
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[olelelelelele] }

Pro dokonceni vypoctu budeme potiebovat tvzeni, které uvedeme
bez diikazu.

Definice

Zobecnénou exponencialni mocninnou fadou &;(x) nazyvame fadu

Er(x) =) (th+ 1)“1—?.

k>0

Snadno je vidét, ze & = e, déle oznalujeme E(x) = &1(x).



Exponencialni vytvoFujici funkce

[olelelelelele] }

Pro dokonceni vypoctu budeme potiebovat tvzeni, které uvedeme
bez diikazu.

Definice
Zobecnénou exponencialni mocninnou fadou &;(x) nazyvame fadu

Xk
E(x) = }{:(tk-+-1)k—175a

k>0

Snadno je vidét, ze & = €*, dale oznalujeme £(x) = &1(x).
Fakt: InE:(x) = x - &(x), t]. spec. £(x) = &€, ~
Srovndnim tohoto vztahu s vye uvedenym U(x) = <V vidime,
e U(x) = xE(x).



Exponencialni vytvoFujici funkce

[olelelelelele] }

Pro dokonceni vypoctu budeme potiebovat tvzeni, které uvedeme
bez diikazu.

Definice

Zobecnénou exponencialni mocninnou fadou &;(x) nazyvame fadu

Xk
E(x) = }{:(tk-+-1)k—175a

k>0

Snadno je vidét, ze & = €*, dale oznalujeme £(x) = &1(x).
Fakt: InE:(x) = x - &(x), t]. spec. £(x) = &€, ~
Srovndnim tohoto vztahu s vye uvedenym U(x) = <V vidime,
e U(x) = xE(x).

Proto

o= = P R0(0) = (0 - D! G) = 72



