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Zobrazeni a funkce vice proménnych

V diferencidlnim a integralnim poctu funkci jedné proménné jsme
se (jak uz nazev napovidd) zabyvali zobrazenimi

f:R—R.

PFirozené se nabizi otdzka, jak prislusné pojmy zobecnit pro pripad
zobrazeni
f:R" - R"
Za¢neme dvéma specialnimi pripady:
@ n=1 — funkce vice proménnych

@ m=1 — kfivka v prostoru R”



Zobrazeni a funkce vice proménnych
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Definice

Zobrazeni f : R"” — R nazyvame redlna funkce vice proménnych
(ty obvykle znadime x1, ..., x,). Pro n = 2 nebo n = 3 ¢asto misto
Cislovanych proménnych pouZivame pismena x, y, z. To znamen3,
ze funkce f definované v , prostoru” E, = R" budou znaceny

f:R"S (x1,...,%7) — f(x1,...,xn) €ER

a napt. funkce f definované v ,roviné" E, = R? budou znaleny

f:R?3 (x,y) — f(x,y) €R
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Definice

Zobrazeni f : R"” — R nazyvame redlna funkce vice proménnych
(ty obvykle znadime x1, ..., x,). Pro n = 2 nebo n = 3 ¢asto misto
Cislovanych proménnych pouZivame pismena x, y, z. To znamen3,
ze funkce f definované v , prostoru” E, = R" budou znaceny

f:R"S (x1,...,%7) — f(x1,...,xn) €ER

a napt. funkce f definované v ,roviné" E, = R? budou znaleny

f:R?3 (x,y) — f(x,y) €R

Defini¢ni obor A C R"” — mnozina, kde je funkce definovéna.
(Cast)'/m tkolem - nejen - v pisemkach byva nalézt k dané formuli
pro funkci co nejvétsi definiéni obor, na kterém ma tato formule
smysl.)
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Definiéni obor funkce

Naleznéte a v roviné zobrazte definiéni obor funkce

f(x,y) = arccos(x® + y* — 1) + 1/ |x| + |y| — V2.
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Definiéni obor funkce

Priklad

Naleznéte a v roviné zobrazte definiéni obor funkce

f(x,y) = arccos(x® + y* — 1) + 1/ |x| + |y| — V2.

Reseni

| \

Funkce arccos pripousti
argument pouze z intervalu
[-1,1], odmocnina pfipousti
pouze nezaporny argument.
Defini¢nim oborem je tedy
mnozina bodi (x, y)
vyznacena na obrazku.
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Definiéni obor funkce

Priklad
Naleznéte a v roviné zobrazte definiéni obor funkce

f(x,y) = arccos(x® + y* — 1) + 1/ |x| + |y| — V2.

Reseni

Funkce arccos pripousti
argument pouze z intervalu
[-1,1], odmocnina pfipousti
pouze nezaporny argument. —7
Defini¢nim oborem je tedy

mnozina bodi (x, y) X
vyznacena na obrazku.

TN\
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Definice

Grafem funkce vice proménnych je podmnozina
Gr C R" x R = R"*! spliiujici

Gr={(x1,- -y Xn F(x1,...,xn)); (X1,--.,%n) € A},

kde A je defini¢ni obor funkce f.
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Definice

Grafem funkce vice proménnych je podmnozina
Gr C R" x R = R"*! spliiujici

Gr={(x1,- -y Xn F(x1,...,xn)); (X1,--.,%n) € A},
kde A je defini¢ni obor funkce f.

Priklad

Grafem funkce definované v E

X+y

f(Xa}/) = m

je plocha na obrazku,
maximalnim defini¢nim
oborem je E> \ {(0,0)}.
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Vrstevnice funkce dvou proménnych

U funkci dvou proménnych uvazujeme pro lepsi nazornou predstavu
rovnéz tzv. vrstevnice funkce (obdoba vrstevnic v geografickém
smyslu).
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Vrstevnice funkce dvou proménnych

U funkci dvou proménnych uvazujeme pro lepsi nazornou predstavu
rovnéz tzv. vrstevnice funkce (obdoba vrstevnic v geografickém
smyslu).

Necht f : R? — R je funkce dvou proménnych, ¢ € R. MnoZinu

fo=(x,y) €R?: f(x,y)=c

nazyvame vrstevnice funkce f na drovni c.
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Vrstevnice funkce dvou proménnych

U funkci dvou proménnych uvazujeme pro lepsi nazornou predstavu
rovnéz tzv. vrstevnice funkce (obdoba vrstevnic v geografickém
smyslu).

Necht f : R? — R je funkce dvou proménnych, ¢ € R. MnoZinu

fo=(x,y) €R?: f(x,y)=c

nazyvame vrstevnice funkce f na drovni c.

Ztejmé jde v pripad€ vrstevnice na drovni ¢ o prfimou analogii fezu
grafu funkce f rovinou z = c. Pro predstavu o grafu funkce dvou
proménnych jsou samoziejmé uzitené rovnéz rezy rovinami x =0
(bokorys), y = 0 (narys), z =0 (pddorys).
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Pomoci vrstevnic a Fezli uréete graf funkce f(x,y) = v/x% + y2.




Zobrazeni a funkce vice proménnych
ooooe

Pomoci vrstevnic a Fezli uréete graf funkce f(x,y) = v/x% + y2.

Viz ilustrace v programu Maple.
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Topologie euklidovskych prostort

Euklidovsky prostor E, je mnozina bodt (bez volby soufadnic)
spolu se zamérenim R", coz je vektorovy prostor moznych
priristkd, které umime k bodim prostoru E, pricitat.
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Topologie euklidovskych prostort

Euklidovsky prostor E, je mnozina bodt (bez volby soufadnic)
spolu se zamérenim R", coz je vektorovy prostor moznych
priristkd, které umime k bodim prostoru E, pricitat.

Navic je na R" definovan standardni skaldrni soucin
u-v=>y11xyi kde u=(x1,...,xp) av=(y1,...,Yn) jsou
libovolné vektory.
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Topologie euklidovskych prostort

Euklidovsky prostor E, je mnozina bodt (bez volby soufadnic)
spolu se zamérenim R", coz je vektorovy prostor moznych
priristkd, které umime k bodim prostoru E, pricitat.

Navic je na R" definovan standardni skaldrni soucin
u-v=>y11xyi kde u=(x1,...,xp) av=(y1,...,Yn) jsou
libovolné vektory.

Proto je na E, ddna metrika, tj. funkce vzdalenosti ||Q — P|| dvojic
bodi P, Q predpisem

1Q = PII? = JJull* = ZX”

kde u je vektor, jehoz prictenim k P obdr2|me Q. Napt. v E, je
vzdalenost bodli P; = (x1,y1) a P, = (x2,y2) dana
1P2 = Pi]? = (xi = %) + (y1 — y2)*.
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Topologie euklidovskych prostort

Euklidovsky prostor E, je mnozina bodt (bez volby soufadnic)
spolu se zamérenim R", coz je vektorovy prostor moznych
priristkd, které umime k bodim prostoru E, pricitat.

Navic je na R" definovan standardni skaldrni soucin
u-v=>y11xyi kde u=(x1,...,xp) av=(y1,...,Yn) jsou
libovolné vektory.

Proto je na E, ddna metrika, tj. funkce vzdalenosti ||Q — P|| dvojic
bodi P, Q predpisem

1Q = PII? = JJull* = ZX”

kde u je vektor, jehoz prictenim k P obdr2|me Q. Napt. v E, je
vzdalenost bodli P; = (x1,y1) a P, = (x2,y2) dana

P2 = P1]* = (1 — x2)* + (y1 — y2)*.

Trojuhelnikova nerovnost pro kazdé tfi body P, Q, R

IR=Pl=[(Q—P)+(R-Q) <(Q@-P)+I(R- Q)
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Rozsiteni pojmi topologie R pro body P; libovolného
Euklidovského E,:
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Rozsiteni pojmi topologie R pro body P; libovolného
Euklidovského E,:

Definice
o Cauchyovska posloupnost — ||P; — Pj|| < e, pro kazdé pevné
zvolené € > 0 az na kone¢né mnoho vyjimecnych hodnot i/, j
(nebo taky ||P; — Pj|| < € pro v8echna i,j > N a vhodné
N eN),
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Rozsiteni pojmi topologie R pro body P; libovolného
Euklidovského E,:

Definice

o Cauchyovska posloupnost — ||P; — Pj|| < e, pro kazdé pevné
zvolené € > 0 az na kone¢né mnoho vyjimecnych hodnot i/, j
(nebo taky ||P; — Pj|| < € pro v8echna i,j > N a vhodné
N eN),

@ konvergentni posloupnost — ||P; — P|| < e, pro kazdé pevné
zvolené € > 0 az na konecné mnoho vyjimeénych hodnot i, j,
bod P pak nazyvame limitou posloupnosti P;,
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Rozsiteni pojmi topologie R pro body P; libovolného
Euklidovského E,:

Definice

o Cauchyovska posloupnost — ||P; — Pj|| < e, pro kazdé pevné
zvolené € > 0 az na kone¢né mnoho vyjimecnych hodnot i/, j
(nebo taky ||P; — Pj|| < € pro v8echna i,j > N a vhodné
N eN),

@ konvergentni posloupnost — ||P; — P|| < e, pro kazdé pevné
zvolené € > 0 az na konecné mnoho vyjimeénych hodnot i, j,
bod P pak nazyvame limitou posloupnosti P;,

@ hromadny bod P mnoZiny A C E, — existuje posloupnost
bodil v A konvergujici k P a vesmés rtiznych od P,
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Definice

@ uzavrend mnozina — obsahuje vSechny své hromadné body,
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Definice

@ uzavrend mnozina — obsahuje vSechny své hromadné body,

@ otevrend mnozina — jeji doplnék je uzavreny,
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Definice

@ uzavrend mnozina — obsahuje vSechny své hromadné body,
@ otevrend mnozina — jeji doplnék je uzavreny,

@ otevrené d—okoli bodu P — mnoZina

O5(P) ={Q € E; [P - Q[ <4},
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Definice

@ uzavrend mnozina — obsahuje vSechny své hromadné body,
@ otevrend mnozina — jeji doplnék je uzavreny,
@ otevrené d—okoli bodu P — mnozina
O5(P) ={Q € Ex; [P - QI <4},
@ hrani¢ni bod P mnoZiny A — kazdé d—okoli bodu P ma
neprazdny prinik s A i s komplementem E, \ A,

Pozn: pozor na kvantifikatory!
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leZi uvnitf A,

Pozn: pozor na kvantifikatory!
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Definice

@ uzavrend mnozina — obsahuje vSechny své hromadné body,
@ otevrend mnozina — jeji doplnék je uzavreny,
@ otevrené d—okoli bodu P — mnozina
O5(P) ={Q € Ex; [P - QI <4},
@ hrani¢ni bod P mnoZiny A — kazdé d—okoli bodu P ma
neprazdny prinik s A i s komplementem E, \ A,

@ vnitfni bod P mnozZiny A — existuje d—okoli bodu P, které celé
leZi uvnitf A,

@ ohrani¢ena mnoZina — lezi celd v néjakém d—okoli nékterého
svého bodu (pro dostate¢né velké ¢),

Pozn: pozor na kvantifikatory!
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Definice

@ uzavrend mnozina — obsahuje vSechny své hromadné body,
@ otevrend mnozina — jeji doplnék je uzavreny,
@ otevrené d—okoli bodu P — mnozina
O5(P) ={Q € Ex; [P - QI <4},
@ hrani¢ni bod P mnoZiny A — kazdé d—okoli bodu P ma
neprazdny prinik s A i s komplementem E, \ A,

@ vnitfni bod P mnozZiny A — existuje d—okoli bodu P, které celé
leZi uvnitf A,

@ ohrani¢ena mnoZina — lezi celd v néjakém d—okoli nékterého
svého bodu (pro dostate¢né velké ¢),

@ kompaktni mnoZina — uzavrena a ohrani¢end mnozina.

Pozn: pozor na kvantifikatory!
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Pro podmnoziny A C E, v euklidovskych prostorech plati:
© A je otevrena, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spocetného
systému é—okoli,
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Pro podmnoziny A C E, v euklidovskych prostorech plati:
© A je otevrena, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spocetného
systému é—okoli,
@ kazdy bod a € A je bud vnitfni nebo hraniéni,
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Pro podmnoziny A C E, v euklidovskych prostorech plati:
© A je otevrena, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spocetného
systému é—okoli,
@ kazdy bod a € A je bud vnitfni nebo hraniéni,

@ kazdy hrani¢ni bod je bud izolovanym nebo hromadnym
bodem A,
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Pro podmnoziny A C E, v euklidovskych prostorech plati:

© A je otevrena, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spocetného
systému é—okoli,

@ kazdy bod a € A je bud vnitfni nebo hraniéni,

@ kazdy hrani¢ni bod je bud izolovanym nebo hromadnym
bodem A,

Q A je kompaktni, prdvé kdyz kazda v ni obsaZzend nekonecnd
posloupnost ma podposloupnost konvergujici k bodu v A,
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Pro podmnoziny A C E, v euklidovskych prostorech plati:

© A je otevrena, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spocetného
systému é—okoli,

@ kazdy bod a € A je bud vnitfni nebo hraniéni,

@ kazdy hrani¢ni bod je bud izolovanym nebo hromadnym
bodem A,

Q A je kompaktni, prdvé kdyz kazda v ni obsaZzend nekonecnd
posloupnost ma podposloupnost konvergujici k bodu v A,

© A je kompaktni, pravé kdyZ kaZdé jeji oteviené pokryti
obsahuje konecné podpokryti,
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Q Jsou-li A CR™ B CR" otevrené, je otevrena i mnozina
A x B C R™",
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ooooe

Q Jsou-li A CR™ B CR" otevrené, je otevrena i mnozina
Ax B CR™.

Q Jsou-li A CR™ B CR" uzavrené, je uzaviena i mnozina
Ax B CRM™",
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ooooe

Q Jsou-li A CR™ B CR" otevrené, je otevrena i mnozina
A x B C R™",
Q Jsou-li AC R™, B C R" uzavrené, je uzaviena i mnozina
J
Ax B CR™",
© Jsou-li ACR™ B C R" kompaktni, je kompaktni i mnoZina
Ax B C R™,
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UZ na prikladu s vrstevnicemi jsme vidéli priklad ,,prostorovych®
kFivek.

Krivka je zobrazeni ¢ : R — E,.
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UZ na prikladu s vrstevnicemi jsme vidéli priklad ,,prostorovych®
kFivek.

Krivka je zobrazeni ¢ : R — E,.

Je tfeba rozlisovat kfivku a jeji obraz v E,:

Obrazem kfivky t — (cos(t),sin(t)),t € R v roviné E; je
jednotkova kruznice, stejné jako v pripadé jiné krivky
t — (cos(t3),sin(t3)),t € R.
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Analogicky k funkcim v jedné proménné:

o Limita: lime_, c(t) € E,

Limity, derivace i integraly Ize spoditat po jednotlivych n
souradnych slozkach.
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Analogicky k funkcim v jedné proménné:

o Limita: lime_, c(t) € E,

@ Derivace: C,(to) = ”thto w c Rn

Limity, derivace i integraly Ize spoditat po jednotlivych n
souradnych slozkach.
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Analogicky k funkcim v jedné proménné:

o Limita: lime_, c(t) € E,

@ Derivace: C,(to) = |imt4)t0 (c(t)—c(n)) c Rn

t—1tp
o Integral: fab c(t)dt € R".

Limity, derivace i integraly Ize spoditat po jednotlivych n
souradnych slozkach.
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Analogie souvislosti Riemannova integralu a primitivni funkce (=
antiderivace) pro kfivky:
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Analogie souvislosti Riemannova integralu a primitivni funkce (=
antiderivace) pro kfivky:

Véta

Je-li ¢ : R — R" kfivka spojitd na intervalu [a, b], pak existuje jeji
Riemanndv integral fab c(t)dt. Navic je krivka

C(t) = /t o(s)ds € R”

dobre definovand, diferencovatelnd a plati C'(t) = c(t) pro
vSechny hodnoty t € [a, b].
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e
Pozndmka

Ne vse funguje tak jako u funkci jedné proménné:




Zobrazeni a funkce vice proménnych
000®0

Poznamka

Ne vse funguje tak jako u funkci jedné proménné:
Véta o stfedni hodnoté dava pro kfivku c(t) = (c1(t), ..., ca(t))
existenci Cisel t; takovych, ze

ci(b) — ci(a) = (b—a) - ¢i(t;).

Tato Cisla ale budou obecné rlizna, nem(izeme proto vyjadrit
rozdilovy vektor koncovych bodi c(b) — c(a) jako ndsobek
derivace krivky v jediném bodé.
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Poznamka

Ne vse funguje tak jako u funkci jedné proménné:
Véta o stfedni hodnoté dava pro kfivku c(t) = (c1(t), ..., ca(t))
existenci Cisel t; takovych, ze

ci(b) — ci(a) = (b—a) - ¢i(t;).

Tato Cisla ale budou obecné rlizna, nem(izeme proto vyjadrit
rozdilovy vektor koncovych bodi c(b) — c(a) jako ndsobek
derivace krivky v jediném bodé.

Napf. v roviné E; pro c(t) = (x(t), y(t)) takto dostavame

c(b) - c(a) = (x'(§)(b—a),y'(n)(b — a)) = (b—a) - (x'(£), y'(m))

pro dvé (obecné rizné) hodnoty &, n € [a, b].
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Teéna ke krivce

Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € E, — vektor c’(tp) € R" v prostoru zaméfeni R” dany
derivaci.
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Teéna ke krivce

Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € E, — vektor c’(tp) € R" v prostoru zaméfeni R” dany
derivaci.

Pfimka zadana parametricky T : c(to) + 7 - ¢/(to) je tecna ke
krivce ¢ v bodé tp, narozdil od te¢ného vektoru nezdvisi na
parametrizaci kfivky c.
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Teéna ke krivce

Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € E, — vektor c’(tp) € R" v prostoru zaméfeni R” dany
derivaci.

Pfimka zadana parametricky T : c(to) + 7 - ¢/(to) je tecna ke
krivce ¢ v bodé tp, narozdil od te¢ného vektoru nezdvisi na
parametrizaci kfivky c.

V geometrii a fyzice se v souvislosti s kfivkami zavadéji i dalsi
pojmy:

Priklad

Pro kFivku c(t) = (cost, t, t?), t € [0, 3] urete rychlost, velikost
rychlosti a zrychleni v ¢ase t = 0.
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Teéna ke krivce

Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € E, — vektor c’(tp) € R" v prostoru zaméfeni R” dany
derivaci.

Pfimka zadana parametricky T : c(to) + 7 - ¢/(to) je tecna ke
krivce ¢ v bodé tp, narozdil od te¢ného vektoru nezdvisi na
parametrizaci kfivky c.

V geometrii a fyzice se v souvislosti s kfivkami zavadéji i dalsi
pojmy:

Priklad

Pro kFivku c(t) = (cost, t, t?), t € [0, 3] urete rychlost, velikost
rychlosti a zrychleni v ¢ase t = 0.

c/(t) = (—sint,1,2t), "(t) = (— cos t,0,2),
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Teéna ke krivce

Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € E, — vektor c’(tp) € R" v prostoru zaméfeni R” dany
derivaci.

Pfimka zadana parametricky T : c(to) + 7 - ¢/(to) je tecna ke
krivce ¢ v bodé tp, narozdil od te¢ného vektoru nezdvisi na
parametrizaci kfivky c.

V geometrii a fyzice se v souvislosti s kfivkami zavadéji i dalsi
pojmy:

Priklad

Pro kFivku c(t) = (cost, t, t?), t € [0, 3] urete rychlost, velikost
rychlosti a zrychleni v ¢ase t = 0.

c/(t) = (—sint,1,2t), "(t) = (— cos t,0,2),

c'(0) = (0,1,0), |I'(0)|| =1, ¢"(0) = (—1,0,2).
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Teéna ke krivce

Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € E, — vektor c’(tp) € R" v prostoru zaméfeni R” dany
derivaci.

Pfimka zadana parametricky T : c(to) + 7 - ¢/(to) je tecna ke
krivce ¢ v bodé tp, narozdil od te¢ného vektoru nezdvisi na
parametrizaci kfivky c.

V geometrii a fyzice se v souvislosti s kfivkami zavadéji i dalsi
pojmy:

Priklad

Pro kFivku c(t) = (cost, t, t?), t € [0, 3] urete rychlost, velikost
rychlosti a zrychleni v ¢ase t = 0.

c(t) = (—sint,1,2t), "(t) = (— cost,O0, 2),
c'(0) =(0,1,0), [[<'(0)[| = 1, C"(O)—( ;), 2).

Zrychleni ve sméru teény je pak ||c’(0)||( c(0

|
N

"(0))-
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Limita funkce vice proménnych

Definici limity funkce v bodé |ze takrka slovo od slova prepsat
podle situace v pfipadé funkci jedné proménné (okoli bodu jiz ale
samozrejmé vypadaji jinak).
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Limita funkce vice proménnych

Definici limity funkce v bodé |ze takrka slovo od slova prepsat
podle situace v pfipadé funkci jedné proménné (okoli bodu jiz ale
samozrejmé vypadaji jinak).

Definice

Funkce f : R” — R ma ve svém hromadném bodé a € R" limitu
L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje okoli O(a) bodu
a tak, ze pro viechna x € O(a) \ {a} plati f(x) € O(L).
Piseme

lim £(x) = L.

X—a
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Limita funkce vice proménnych

Definici limity funkce v bodé |ze takrka slovo od slova prepsat
podle situace v pfipadé funkci jedné proménné (okoli bodu jiz ale
samozrejmé vypadaji jinak).

Definice
Funkce f : R” — R ma ve svém hromadném bodé a € R" limitu
L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje okoli O(a) bodu
a tak, ze pro viechna x € O(a) \ {a} plati f(x) € O(L).
Piseme

lim £(x) = L.

X—a

Obdobné jde (pfi vhodné definici okoli) limitu definovat i
v ,nevlastnich” bodech (kterych je pro n > 1 jiz 2").
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Limita funkce vice proménnych

Definici limity funkce v bodé |ze takrka slovo od slova prepsat
podle situace v pfipadé funkci jedné proménné (okoli bodu jiz ale
samozrejmé vypadaji jinak).

Definice
Funkce f : R” — R ma ve svém hromadném bodé a € R” limitu
L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje okoli O(a) bodu
a tak, ze pro viechna x € O(a) \ {a} plati f(x) € O(L).
Piseme

lim f(x) = L.

X—a

Obdobné jde (pfi vhodné definici okoli) limitu definovat i

v ,nevlastnich” bodech (kterych je pro n > 1 jiz 2").

Ma-li mit funkce v daném bodé& limitu, nesmi zdleZzet na ,cesté",
po které k danému bodu konvergujeme (analogie limit zleva a
zprava u funkci jedné proménné).
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Vlastnosti limit

Analogické jako v pfipadé jedné proménné:

@ jednoznacnost limity,

2nékdy také o dvou policajtech :)
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Vlastnosti limit

Analogické jako v pfipadé jedné proménné:

@ jednoznacnost limity,

@ Vvéta o trech limitdch 2,

2nékdy také o dvou policajtech :)
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Vlastnosti limit

Analogické jako v pfipadé jedné proménné:

@ jednoznacnost limity,

@ Vvéta o trech limitdch 2,

@ linearita, tj.

lim(c-f(x)+d-g(x))=c-lim f(x)+d- lim g(x),

X—a X—a X—a

2nékdy také o dvou policajtech :)
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Vlastnosti limit

Analogické jako v pfipadé jedné proménné:

@ jednoznacnost limity,

@ Vvéta o trech limitdch 2,

@ linearita, tj.

lim(c-f(x)+d-g(x))=c-lim f(x)+d- lim g(x),

X—a X—a X—a

e multiplikativita, divisibilita,

2nékdy také o dvou policajtech :)
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Vlastnosti limit

Analogické jako v pripadé jedné proménné:
@ jednoznacnost limity,
@ Vvéta o trech limitdch 2,
@ linearita, tj.

lim(c-f(x)+d-g(x))=c-lim f(x)+d- lim g(x),

X—a X—a X—a

multiplikativita, divisibilita,

Je-lilimy_,, f(x) = 0 a funkce g(x) je ohrani¢ena v néjakém
ryzim okoli bodu x, pak

)I(iLna f(x)g(x) = 0.

2nékdy také o dvou policajtech :)
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Vypoctéte limitu funkce f(x,y) = 2 hods (0,0).

vV x2+y?2+1-1
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Priklad

Vypoctéte limitu funkce f(x,y) = 2 hods (0,0).

vV x2+y?2+1-1
Priklad

Vypoctéte limitu funkce f(x, y) = (x + y)sin X sin% v bodé (0, 0).

v
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Priklad

Vypoctéte limitu funkce f(x,y) = 2 hods (0,0).

vV x2+y?2+1-1
Priklad

Vypoctéte limitu funkce f(x, y) = (x + y)sin X sin% v bodé (0, 0).
Priklad

Vypoctéte limitu funkce f(x,y) = ﬁyyz v bodé (0, 0).
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Spojitost funkce

Funkce f : R” — R je spojitd v hromadném bodé a € R", pokud
ma v a vlastni limitu a plati

lim f(x) = f(a).

X—a
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Spojitost funkce

Funkce f : R” — R je spojitd v hromadném bodé a € R", pokud
ma v a vlastni limitu a plati

lim f(x) = f(a).

X—a

| A\

Véta (Weierstrassova)

Spojita funkce na kompaktni mnoZiné zde nabyvd maxima i
minima.
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Spojitost funkce

Funkce f : R” — R je spojitd v hromadném bodé a € R", pokud
ma v a vlastni limitu a plati

lim f(x) = f(a).

X—a

Véta (Weierstrassova)

Spojita funkce na kompaktni mnoZiné zde nabyvd maxima i
minima.

Véta (Bolzanova)

Necht f : R" — R je spojita na otevrené souvislé mnoziné A.
Jsou-li a, b € A takové, Ze f(a) < 0 < f(b), pak existuje c € A
tak, Ze f(c) = 0.




Parcidlni a smérové derivace

Plan prednasky

© Parcidlni a smérové derivace
@ Parcialni derivace
@ Smérové derivace
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Parcidlni derivace jsou nejsnazsim rozsirenim pojmu derivace
funkce jedné proménné, kdy se na funkci f(x,...,x,) vice
proménnych divame jako na funkci jedné proménné x; a ostatni
povazujeme za konstatni.
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Parcidlni derivace jsou nejsnazsim rozsirenim pojmu derivace
funkce jedné proménné, kdy se na funkci f(x,...,x,) vice
proménnych divame jako na funkci jedné proménné x; a ostatni
povazujeme za konstatni.

Definice

Existuje-li limita

1
H * * * * * * *
tl‘l_r;r(l)? (f(XI,...7X"_17Xi —+ t7Xi+17“’7Xn) = f(X]_,...,Xn)),
fikdme, Ze funkce f : R” — R ma v bodé (x7, ..., x}) parcidlni
derivaci podle proménné x; a znacime f.(x{, ..., x;) (pfip.

g)’; (X{,...,xp) nebo £.(x{,...,x3)).
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Parcidlni derivace jsou nejsnazsim rozsirenim pojmu derivace
funkce jedné proménné, kdy se na funkci f(x,...,x,) vice
proménnych divame jako na funkci jedné proménné x; a ostatni
povazujeme za konstatni.

Existuje-li limita
im = (F(x, X, X+ X, xm) — O, X))
t—0 t
fikdme, Ze funkce f : R” — R ma v bodé (x7, ..., x}) parcidlni
dairivaci podle proménné x; a znadime f (x{, ..., x;) (pfip.
* * / * *
5 (XT5- - xp) nebo £ (x{, ..., x7)).

Podobné jako v prfipadé jedné proménné, pokud ma funkce
f : R" — R parcidlni derivace ve vSech bodech néjaké oteviené
mnoziny, jsou tyto derivace rovnéz funkcemi z R” do R.
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Pro funkce v E; dostavame

0 o1
af(xov)/o) = t'm) ?(f(Xo +t,y0) — f(x0, ¥0)) =
o f(x,y0) — f(x0, ¥0)

= |
X—Xo X — Xg ’

0 1
@f(XOLVO) = t"_% ?(f(XOu)/O +t) — f(x0, 0)) =

= lim f(X07y) — f(XO7_y0)'

y=Yo Y=Y
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Pro funkce v E; dostdvame

0 o1
gf(xov)/o) = t'[% ?(f(Xo + t, y0) — f(x0,¥0)) =
o f(x, %) — f(x0, y0)

= |
X—X0 X — XO ’

0 1
@f(xov)/o) = t"_f]}) ?(f(Xoayo +t) — f(x0, 0)) =

— lim f(X07.y) — f(XO7yO)'

Y=Y Y —Y

Poznamka

Parcialni derivace funkce f : R> — R podle x v bodé& (xo, yo) udava
smérnici tecny v bodé (xo, yo, f(x0, o)) ke kfivce, ktera je
prisecikem grafu Gr s rovinou y = yp.
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Parcialni derivace vs. spojitost

Rozdil oproti funkcim jedné proménné!

Protoze parcialni derivace popisuji chovani funkce v okoli daného
bodu jen velmi omezené (pouze ve sméru soufadnych os), mize se
v jinych smérech chovat velmi divoce.

Poznamka

Z existence vsech parcidlnich derivaci v daném bodé neplyne
spojitost v tomto bodé.
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Parcialni derivace vs. spojitost

Rozdil oproti funkcim jedné proménné!

Protoze parcialni derivace popisuji chovani funkce v okoli daného
bodu jen velmi omezené (pouze ve sméru soufadnych os), mize se
v jinych smérech chovat velmi divoce.

Poznamka
Z existence vsech parcidlnich derivaci v daném bodé neplyne
spojitost v tomto bodé.

| \

Priklad
Funkce

f(x,y) = 1 pro x=0 nebo y=0
Y= 0 Jinak

md v bodé (0,0) obé parcialni derivace nulové, pfitom v tomto
bodé neexistuje limita, a tedy neni ani spojita.
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Smérové derivace

Zminény nedostatek parcidlnich derivaci se pokusime napravit
zavedenim derivace v libovolném sméru.
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Smérové derivace

Zminény nedostatek parcidlnich derivaci se pokusime napravit
zavedenim derivace v libovolném sméru.

Definice

Funkce f : R"” — R ma derivaci ve sméru vektoru v € R" v bodé
x € E,, jestlize existuje derivace d, f(x) slozeného zobrazeni
t+— f(x+ tv) v bodé t =0, tj.
1
d,f(x) = Im}) ?(f(x + tv) — f(x)),
t—

¢asto znadime rovnéz f,(x).
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Smérové derivace

Zminény nedostatek parcidlnich derivaci se pokusime napravit
zavedenim derivace v libovolném sméru.

Definice

Funkce f : R"” — R ma derivaci ve sméru vektoru v € R" v bodé
x € E,, jestlize existuje derivace d, f(x) slozeného zobrazeni
t+— f(x+ tv) v bodé t =0, tj.

d,f(x) = tlig})%(f(x + tv) = f(x)),

¢asto znadime rovnéz f,(x).

Specidlni volbou jednotkovych vektor(i ve sméru souradnych os
dostavame pravé parcialni derivace funkce f.
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Smérové derivace jsou definovany pomoci derivaci jedné proménné,
proto tam plati obvykla pravidla pro derivovani.

Véta

Existuji-li pro v € R" smérové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:R" — R v bodé x € E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,
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Smérové derivace jsou definovany pomoci derivaci jedné proménné,
proto tam plati obvykla pravidla pro derivovani.

Véta

Existuji-li pro v € R" smérové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:R" — R v bodé x € E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,
Q d(f £ g)(x) = dvf(x) + dvg(x),
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Smérové derivace jsou definovany pomoci derivaci jedné proménné,
proto tam plati obvykla pravidla pro derivovani.

Véta

Existuji-li pro v € R" smérové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:R" — R v bodé x € E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,
Q d(f £ g)(x) = dvf(x) + dvg(x),
Q d(fg)(x) = dvf(x) g(x) - f(x)dve(x),
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Smérové derivace jsou definovany pomoci derivaci jedné proménné,
proto tam plati obvykla pravidla pro derivovani.
Véta

Existuji-li pro v € R" smérové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:R" — R v bodé x € E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,

Q@ dy(f +g)(x) = df(x) + dug(x),

© dy(f8)(x) = duf(x)g(x) - f(x)dvg(x)

© prog(x) # 0 je dy 3§ = iy (df () 8(x) = F(x)dvg(x)).

|
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Smérové derivace jsou definovany pomoci derivaci jedné proménné,
proto tam plati obvykla pravidla pro derivovani.
Véta

Existuji-li pro v € R" smérové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:R" — R v bodé x € E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,

Q@ dy(f +g)(x) = df(x) + dug(x),

© dy(f8)(x) = duf(x)g(x) - f(x)dvg(x)

© prog(x) # 0 je dy 3§ = iy (df () 8(x) = F(x)dvg(x)).

|
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Smérové derivace jsou definovany pomoci derivaci jedné proménné,
proto tam plati obvykla pravidla pro derivovani.
Véta

Existuji-li pro v € R" smérové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:R" — R v bodé x € E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,

Q@ dy(f +g)(x) = df(x) + dug(x),

© dy(f8)(x) = duf(x)g(x) - f(x)dvg(x)

© prog(x) # 0 je dy 3§ = iy (df () 8(x) = F(x)dvg(x)).

|

|

Poznamka
Neplati ale aditivita vzhledem ke smériim:

du-i-vf(x) 7& duf(X) + dvf(x)
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Smérové derivace vs. spojitost

Ze nam ke spojitosti nepomohlo ani zavedeni smérovych derivaci,
ukazuje nasledujici priklad.

Priklad
Funkce definovana predpisem

X

mimo pocatek a 7(0,0) = 0, md v poéatku vSechny smérové
derivace nulové, pfitom zde neni spojita.
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Smérové derivace vs. spojitost

Ze nam ke spojitosti nepomohlo ani zavedeni smérovych derivaci,
ukazuje nasledujici priklad.

Priklad
Funkce definovana predpisem

Foy) = 22

mimo pocatek a 7(0,0) = 0, md v poéatku vSechny smérové
derivace nulové, pfitom zde neni spojita.

Ke spojitosti potfebujeme silnéjsi pojem, tzv. totdlni diferencidl,
ktery si zavedeme pfristé.
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