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Parcidlni a smérové derivace
®00

Parcidlni derivace jsou nejsnazsim rozsirenim pojmu derivace
funkce jedné proménné, kdy se na funkci f(x,...,x,) vice
proménnych divame jako na funkci jedné proménné x; a ostatni
povazujeme za konstatni.
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®00

Parcidlni derivace jsou nejsnazsim rozsirenim pojmu derivace
funkce jedné proménné, kdy se na funkci f(x,...,x,) vice
proménnych divame jako na funkci jedné proménné x; a ostatni
povazujeme za konstatni.

Definice

Existuje-li limita

1
U * * * * * * *
lim = (f(xl,...,x,-_l,x,- + X, X)) — f(xl,...,xn)),
t—0 t
fikdme, Ze funkce f : E, — R ma v bodé [x{, ..., x}] parcidlni
derivaci podle proménné x; a znacime f.(x{, ..., x;) (pfip.

g)’; (X{,...,xp) nebo £.(x{,...,x3)).
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®00

Parcidlni derivace jsou nejsnazsim rozsirenim pojmu derivace
funkce jedné proménné, kdy se na funkci f(x,...,x,) vice
proménnych divame jako na funkci jedné proménné x; a ostatni
povazujeme za konstatni.

Existuje-li limita

lim — (FOG, - X X+ X, X)) — OG-, X)),
fikdme, Ze funkce f : E, — R ma v bodé [x{, ..., x}] parcidlni
derivaci podle proménné x; a znacime f.(x{, ..., x;) (pfip.
of (% * ! [ * *
5 (XT5- - xp) nebo £ (x{, ..., x7)).

Podobné jako v prfipadé jedné proménné, pokud ma funkce
f . E, — R parcidlni derivace ve vsech bodech néjaké otevrené
mnoziny, jsou tyto derivace rovnéz funkcemi z E, do R.
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Pro funkce v E; dostavame

0 o1
g'((xo,)/o) = t"_fPO ;(f(xo + t, y0) — f(x0,¥0)) =

~ im f(x, y0) — f(x0, ¥0)
x—Xo X — Xg ’

0 o1
@f(xov)/o) = t'[% ?(f(XOJ/O +t) — f(x0, y0)) =

= lim f(X07y) — f(X07y0)‘

Y—=Y0 Y —Y
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Pro funkce v E; dostavame

0 o1
gf(xo,}/o) = t"_fPO ;(f(xo + t, y0) — f(x0,¥0)) =

o f(x,y0) — f(x0, ¥0)
= lim ,
x—Xo X — Xo

0 o1
@f(xov)/o) = t'[% ?(f(XOaYO +t) — f(x0, y0)) =

lim f(X07y) — f(X():yO)
y—=Xo Y=

Poznamka

Parcialni derivace funkce f : E; — R podle x v bodé [xp, yo] udava
smérnici tecny v bodé [xo, yo, (X0, ¥o)] ke kFivce, kterd je
prisecikem grafu Gr s rovinou y = yp.
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Parcialni derivace vs. spojitost

Rozdil oproti funkcim jedné proménné!

Protoze parcialni derivace popisuji chovani funkce v okoli daného
bodu jen velmi omezené (pouze ve sméru soufadnych os), mize se
v jinych smérech chovat velmi divoce.

Poznamka

Z existence vsech parcidlnich derivaci v daném bodé neplyne
spojitost v tomto bodé.
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Parcialni derivace vs. spojitost

Rozdil oproti funkcim jedné proménné!

Protoze parcialni derivace popisuji chovani funkce v okoli daného
bodu jen velmi omezené (pouze ve sméru soufadnych os), mize se
v jinych smérech chovat velmi divoce.

Poznamka
Z existence vsech parcidlnich derivaci v daném bodé neplyne
spojitost v tomto bodé.

| \

Priklad
Funkce

f(x,y) = 1 pro x=0 nebo y=0
Y= 0 Jinak

md v bodé [0, 0] obé parcialni derivace nulové, pfitom v tomto
bodé neexistuje limita, a tedy neni ani spojita.
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Smérové derivace

Zminény nedostatek parcidlnich derivaci se pokusime napravit
zavedenim derivace v libovolném sméru.
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Smérové derivace

Zminény nedostatek parcidlnich derivaci se pokusime napravit
zavedenim derivace v libovolném sméru.

Definice

Funkce f : R"” — R ma derivaci ve sméru vektoru v € R" v bodé
x € E,, jestlize existuje derivace d, f(x) slozeného zobrazeni
t+— f(x+ tv) v bodé t =0, tj.
1
d,f(x) = Im}) ?(f(x + tv) — f(x)).
t—

Smérovou derivaci v bodé x ¢asto znadime rovnéz f,(x).
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Smérové derivace

Zminény nedostatek parcidlnich derivaci se pokusime napravit
zavedenim derivace v libovolném sméru.

Definice

Funkce f : R"” — R ma derivaci ve sméru vektoru v € R" v bodé
x € E,, jestlize existuje derivace d, f(x) slozeného zobrazeni
t+— f(x+ tv) v bodé t =0, tj.
1
d,f(x) = Im}) ?(f(x + tv) — f(x)).
t—

Smérovou derivaci v bodé x ¢asto znadime rovnéz f,(x).

Specidlni volbou jednotkovych vektor(i ve sméru souradnych os
dostavame pravé parcialni derivace funkce f.
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Smérové derivace jsou tedy bézné derivace funkce jedné proménné
¢(t) = f(x + tv), proto i pro né plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta

Existuji-li pro v € R" smérové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx € E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,
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Smérové derivace jsou tedy bézné derivace funkce jedné proménné
¢(t) = f(x + tv), proto i pro né plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta

Existuji-li pro v € R" smérové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx € E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,
Q d(f +g)(x) = dvf(x) + dvg(x),
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Smérové derivace jsou tedy bézné derivace funkce jedné proménné
¢(t) = f(x + tv), proto i pro né plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta

Existuji-li pro v € R" smérové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx € E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,
Q d(f +g)(x) = dvf(x) + dvg(x),
Q d(fg)(x) = dvf(x) g(x) + f(x)dve(x),
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Smérové derivace jsou tedy bézné derivace funkce jedné proménné
¢(t) = f(x + tv), proto i pro né plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta
Existuji-li pro v € R" smérové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx € E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,

Q d,(f £g)(x)=d,f(x)=*dg(x),

Q d(fg)(x) = dvf(x) g(x) + f(x)dve(x),

© pro g(x) # 0 je d L) = 5 (d f(x) g(x) — f(x)dvg(x)).
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Smérové derivace jsou tedy bézné derivace funkce jedné proménné
¢(t) = f(x + tv), proto i pro né plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta
Existuji-li pro v € R" smérové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx € E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,

Q d,(f £g)(x)=d,f(x)=*dg(x),

Q d(fg)(x) = dvf(x) g(x) + f(x)dve(x),

© pro g(x) # 0 je d L) = 5 (d f(x) g(x) — f(x)dvg(x)).
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Smérové derivace jsou tedy bézné derivace funkce jedné proménné
¢(t) = f(x + tv), proto i pro né plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta
Existuji-li pro v € R" smérové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx € E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,

Q du(f +g)(x) = dvf(x) £ dvg(x),

0 d,(f2)(x) = duf(x)g(x) + F(x)dg(x)

© prog(x) # 0 je dv ) = iy (df () 8(x) — F(x)dug(x)).

Poznamka

Neplati ale aditivita vzhledem ke smérim:

dysvf(x) # duf(x) + d,f(x).

Rovnéz je vidét z vySe uvedené véty, ze smérova derivace nezdvisi
jen na ,,sméru‘ vektoru, ale i na jeho velikosti.
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Smérové derivace vs. spojitost

Ze nam ke spojitosti nepomohlo ani zavedeni smérovych derivaci,
ukazuje nasledujici priklad.

Priklad
Funkce definovana predpisem

4.2
fx,y) = ———
(x,y) X8+ y4
mimo pocétek a f(0,0) = 0, ma v polatku vSechny smérové
derivace nulové, pfitom zde neni spojita (nebot pfi konvergenci ,,po
riznych paraboldch” dostdvame riizné limity).

o’




Parcidlni a smérové derivace
ocoe

Smérové derivace vs. spojitost

Ze nam ke spojitosti nepomohlo ani zavedeni smérovych derivaci,
ukazuje nasledujici priklad.

Priklad

Funkce definovana predpisem

4.2
Xy
fx,y) = ———
(x,y) X8+ y4
mimo pocétek a f(0,0) = 0, ma v polatku vSechny smérové
derivace nulové, pfitom zde neni spojita (nebot pfi konvergenci ,,po
riznych paraboldch” dostdvame riizné limity).

Jiz v pripadé limit jsme vidéli, Ze nestali zkoumat chovani funkce
ve sméru soufadnych os (parcidlni derivace), ani po pfimkach
(smérové derivace), proto by nds uvedené chovani nemélo
prekvapit.
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Smérové derivace vs. spojitost

Ze nam ke spojitosti nepomohlo ani zavedeni smérovych derivaci,
ukazuje nasledujici priklad.

Priklad

Funkce definovana predpisem

4.2
Xy
fx,y) = ———
(x,y) X8+ y4
mimo pocétek a f(0,0) = 0, ma v polatku vSechny smérové
derivace nulové, pfitom zde neni spojita (nebot pfi konvergenci ,,po
riznych paraboldch” dostdvame riizné limity).

Jiz v pripadé limit jsme vidéli, Ze nestali zkoumat chovani funkce
ve sméru soufadnych os (parcidlni derivace), ani po pfimkach
(smérové derivace), proto by nds uvedené chovani nemélo
prekvapit.

Ke spojitosti potfebujeme silnéjsi pojem, tzv. totdlni diferencidl,
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Diferencial funkce jedné proménné

V minulém semestru jste si fikali, ze diferencial dy funkce jedné
proménné v bodé xp je prirtstek na teéné ke grafu funkce y = f(x)
v tomto bodé a jeho existence je ekvivalentni existenci derivace
tamtéz.
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Diferencial funkce jedné proménné

V minulém semestru jste si fikali, ze diferencial dy funkce jedné
proménné v bodé xp je prirtstek na teéné ke grafu funkce y = f(x)
v tomto bodé a jeho existence je ekvivalentni existenci derivace
tamtéz.

Ukazali jste si, Ze diferencial zavislé proménné dy je linearni
funkci diferencidlu nezavislé proménné dx, splnujici

dy = f'(xo) - dx.
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Diferencial funkce jedné proménné

V minulém semestru jste si fikali, ze diferencial dy funkce jedné
proménné v bodé xp je prirtstek na teéné ke grafu funkce y = f(x)
v tomto bodé a jeho existence je ekvivalentni existenci derivace
tamtéz.

Ukazali jste si, Ze diferencial zavislé proménné dy je linearni
funkci diferencidlu nezavislé proménné dx, splnujici

dy = f'(xo) - dx.

Formalné fikdme, ze funkce f : R — R je diferencovatelna v xg,
pokud existuje A € R tak, ze

lim f(Xo + h) - f(Xo) — Ah

h—0 h =0

(Pfitom z definice derivace snadno plyne, Ze pak A = f'(xp).)
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N4asledujici definice vérné sleduje chovani diferencidlu funkci jedné
proménné:
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N4asledujici definice vérné sleduje chovani diferencidlu funkci jedné
proménné:

Definice

Funkce f : E, — R je diferencovatelnd v bodé x, jestlize existuje
vektor a = (a1, ...,a,) € R" takovy, ze pro vSechny
»sméry“v € R" plati

lim i(f(x—i—v)— f(x)—a-v)=0.

v=0 [[v]]
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N4asledujici definice vérné sleduje chovani diferencidlu funkci jedné
proménné:

Definice

Funkce f : E, — R je diferencovatelnd v bodé x, jestlize existuje
vektor a = (a1, ...,a,) € R" takovy, ze pro vSechny

»sméry“v € R" plati

lim i(f(x—i—v)— f(x)—a-v)=0.

v=0 [[v]]

Linedrni funkci df definovanou predpisem v — a- v (zavislou na
vektorové proménné v) nazyvame diferencial funkce f.

V literature se lasto také rikd totdlni diferencial df funkce f.
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Diferencial vs. spojitost

Diky tomuto zesileni parcidlnich a smérovych derivaci jiz
dostavame spojitost:

Je-li funkce f : R" — R diferencovatelna v bodé x € R", pak je
v tomto bodé spojita.
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Diferencial vs. spojitost

Diky tomuto zesileni parcidlnich a smérovych derivaci jiz
dostavame spojitost:

Je-li funkce f : R" — R diferencovatelna v bodé x € R", pak je
v tomto bodé spojita.

Dukaz: Z diferencovatelnosti f v bodé x plyne
f(x+v) = F(x) = a- v+ 7(v), kde lim, o T = 0.

vib
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Diferencial vs. spojitost

Diky tomuto zesileni parcidlnich a smérovych derivaci jiz
dostavame spojitost:

Je-li funkce f : R" — R diferencovatelna v bodé x € R", pak je
v tomto bodé spojita.

Dukaz: Z diferencovatelnosti f v bodé x plyne
f(x+v) = F(x) = a- v+ 7(v), kde lim, o T = 0.
Proto:

lim (f(x +v) — f(x)) = lim (a- v+ 7(v)) =0,

v—0 v—0

a tedy
Iim0 f(x+v)="f(x).
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Je-li funkce f diferencovatelna v bodé x, pak md v tomto bodé
vSechny smérové (a tedy i parcidlni) derivace. Pro libovolné v € R"
Je pritom d, f(x) = df(x)(v), tj. v oznaleni z definice diferencidlu

dyf(x)=a-v.
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Je-li funkce f diferencovatelna v bodé x, pak md v tomto bodé
vSechny smérové (a tedy i parcidlni) derivace. Pro libovolné v € R"
Je pritom d, f(x) = df(x)(v), tj. v oznaleni z definice diferencidlu

dyf(x)=a-v.

dyf(x) = lim %(f(x+ tv) — f(x)) = ||n?) (df( )(tv) + 7(tv)) =

=df(x)(v) + vl I|m u =df(x)(v)=a-v.
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Je-li funkce f diferencovatelna v bodé x, pak md v tomto bodé
vSechny smérové (a tedy i parcidlni) derivace. Pro libovolné v € R"
Je pritom d, f(x) = df(x)(v), tj. v oznaleni z definice diferencidlu

dyf(x)=a-v.

dyf(x) = lim %(f(x+ tv) — f(x)) = ||n?) (df( )(tv) + 7(tv)) =

=df(x)(v) + vl I|m u =df(x)(v)=a-v.

Poznamka
Z predchoziho je ihned vidét, Ze vektor parcidlnich derivaci f/(x) je
primo roven vektoru a.
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Uvazujme f : E; — R se spojitymi parcialnimi derivacemi.
Diferencial v pevném bodé [xo, yo] je linearni funkce df : E;, — R

of of
df = 55X+ 5,9

na prirGstcich se souradnicemi danymi pravé parcidlnimi derivacemi.
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Uvazujme f : E; — R se spojitymi parcialnimi derivacemi.
Diferencial v pevném bodé [xo, yo] je linearni funkce df : E, — R

of of
df = 55X+ 5,9

na prirGstcich se souradnicemi danymi pravé parcidlnimi derivacemi.
Obecnéji v pripadé funkci vice proménnych piseme obdobné
of of of

df:—dx1+—dxz+-'~+a

oxq O0xo Xn dxn (+)

a plati:

Necht f : E,, — R je funkce n proménnych, ktera ma v okoli bodu
x € E, spojité parcialni derivace. Pak existuje jeji diferencial df v
bodé x a jeho souradné vyjadreni je ddno rovnici ().
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Priblizné vypocty

Podobné jako v pripadé diferencialu funkci jedné proménné lze i
diferencial funkce vice proménnych vyuzit k (velmi) pfibliznym
vypoctim.

0,053-0,02

Pomoci diferencidlu priblizné vypocéteme e
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Priblizné vypocty

Podobné jako v pripadé diferencialu funkci jedné proménné lze i
diferencial funkce vice proménnych vyuzit k (velmi) pfibliznym
vypoctim.

Priklad

Pomoci diferencidlu priblizné vypocéteme e

0,053—0,02

| A\

Reseni
Vyuzijeme diferencial funkce f(x,y) = e v bod& x = [0, 0]
s diferencemi v = (0, 05; —0,02). Mame

df(x,y) = 1Y 3x2dx + e dy,

a tedy df(0,0) = 0dx + 1dy, co¥ celkem dava odhad %05 ~0.02 —
£(0,05; —0,02) ~ £(0,0) + df(0,05; —0,02) = 1 — 0,02 = 0,98

v
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Tecna nadrovina ke grafu funkce

Pro f : E; — R a pevny bod [xp, yo] € E> uvazme rovinu v Ej3:

of of
z = f(x0, y0) + a(xoa)/o)(x —x0) + a*y(xodfo)(y - )0)-

Je to jedind rovina prochazejici (xo, yo), ve které lezi derivace a
tedy i te¢ny viech krivek c(t) = (x(t), y(t), f(x(t), y(t))). Rikime
ji tecnad rovina ke grafu funkce f.
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Tecna nadrovina ke grafu funkce

Pro f : E; — R a pevny bod [xp, yo] € E> uvazme rovinu v Ej3:

z = f(x0, y0) + g)i(XOaYO)(X — xo0) + g;(mm&(y — Yo)-
Je to jedind rovina prochazejici (xo, yo), ve které lezi derivace a
tedy i te¢ny viech krivek c(t) = (x(t), y(t), f(x(t), y(t))). Rikime
ji tecnad rovina ke grafu funkce f.
Na obrazku jsou zobrazeny dvé te¢né roviny ke grafu funkce
f(x,y) = sin(x) cos(y). Cervena &ra je obrazem kfivky
c(t) = (t. t,f(t, ).




Parcidlni a smérové derivace
oce

Obecné pro f : E, — R je te¢nou rovinou afinni nadrovina v E, 1.
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Obecné pro f : E, — R je te¢nou rovinou afinni nadrovina v E, 1.
Tato nadrovina

@ prochazi bodem (x, f(x))
@ jeji zaméreni je grafem linedrniho zobrazeni df (x) : E, — R,
tj. diferencidlu v bodé x € E,.



Parcidlni a smérové derivace
oce

Obecné pro f : E, — R je te¢nou rovinou afinni nadrovina v E, 1.
Tato nadrovina

@ prochazi bodem (x, f(x))
@ jeji zaméfeni je grafem linedrniho zobrazeni df (x) : E, — R,
tj. diferencidlu v bodé x € E,.

Analogie s funkcemi jedné proménné:
Diferencovatelna funkce f ma na E, v bodé x € E,, nulovy
diferencidl tehdy a jen tehdy, kdyzZ jeji sloZeni s libovolnou kfivkou
prochazejici timto bodem zde ma stacionarni bod.
To ovSem neznamend, ze v takovém bodé musi mit f aspon
lokalné bud maximum nebo minimum. Stejné jako u funkci jedné
proménné muzeme rozhodovat teprve podle derivaci vyssich.
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Plan prednasky

© Derivace vyssich ¥ada, Taylorova véta
@ Parcialni derivace vyssich radu
@ Hessian — aproximace 2. radu
@ Taylorova véta
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Pro pevny priristek v € R” je vycisleni diferenciali na tomto
priristku opét operace na funkcich f : E, — R

f i dyf = df(v).

Vysledkem je df(v) : E, — R. Jestlize je tato funkce opét
diferencovatelna, mizeme tento proces opakovat.
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®0

Pro pevny priristek v € R” je vycisleni diferenciali na tomto
priristku opét operace na funkcich f : E, — R

f i dyf = df(v).

Vysledkem je df(v) : E, — R. Jestlize je tato funkce opét
diferencovatelna, mizeme tento proces opakovat.
Pro parcialni derivace druhého fadu piseme

2 2
(O D P O
ox;  Ox; Ox;0x; Ox;0x;

v pfipadé opakované volby i = j piSeme také

00, o,
ox; 0Ox; TOx2 T 9x2’

1 1
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Uplné stejné postupujeme pri dalSich iteracich a hovorime o
parcialnich derivacich k-tého fadu
Ok
Ixjy ... Ox;,

Necht f : E, — R je k-krat diferencovatelna funkce se spojitymi
parcialnimi derivacemi az do rddu k vietné v okoli bodu x € R".
Pak vsechny parcialni derivace nezavisi na poradi derivovani.
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oe

Uplné stejné postupujeme pri dalSich iteracich a hovorime o
parcialnich derivacich k-tého fadu
Ok
Ixjy ... Ox;,

Necht f : E, — R je k-krat diferencovatelna funkce se spojitymi
parcialnimi derivacemi az do rddu k vietné v okoli bodu x € R".
Pak vsechny parcialni derivace nezavisi na poradi derivovani.

Specidlné tedy pro n = 2 plati (pfi alternativnim zpasobu zapisu
parcialnich derivaci):

fry (X0, ¥0) = fx(X0, o)
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Definice

Je-li f: E, — R libovolna dvakrat diferencovatelna funkce v bodé
X, nazyvame symetrickou matici

9*f O*f
Ox10x1 (X) toe Ox10xn (X)

o (£

82f. 82f.
OxnOX1 (X) tt OXnOXn (X)

Hessovou matici (pfip. Hessianem) funkce f v bodé x. Casto byva
Hessidn znacen f”(x).
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@00

Definice

Je-li f: E, — R libovolna dvakrat diferencovatelna funkce v bodé
X, nazyvame symetrickou matici

2 2
an- 6)?1821 (X) e 8;?1617;,, (X)
HF (x) =( (x)) = e
%0 2F 2 F
OxpOx1 (X) T OxpOxn (X)

Hessovou matici (pfip. Hessianem) funkce f v bodé x. Casto byva
Hessidn znacen f”(x).

Poznamka

Analogicky jako v pripadé parcialnich derivaci lze definovat i
smérové derivace vysSich Fadl v bodé x € E,. Pak plati (za
predpokladu spojitosti jedné ze stran v x)

fuv (X) = fuu(x) = uT Hf (x)v = (Hf (x)u) - v.
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oeo

Pro kfivku c(t) = (x(t),y(t)) = (x0 + &t, yo + nt) maji funkce

f f
B(t) = f(x0,y0) + %(Xo,yo)ﬁ + gy(XO,YO)U

1
+5 (fxx(x07)/0)§2 + 2f, (X0, yo)én + fyy(XOJ/o)nz)

v bodé (xo, yo) stejné derivace do druhého fadu véetné.
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oeo

Pro kfivku c(t) = (x(t),y(t)) = (x0 + &t, yo + nt) maji funkce

f f
B(t) = f(x0,y0) + %(Xo,yo)é + gy(XO,YO)U

1
+5 (fxx(XmYO)éQ + 2f, (X0, yo)én + fyy(XOJ/o)nz)

v bodé (xo, yo) stejné derivace do druhého fadu véetné.
Funkci 3 lze psat vektorové takto:

(0 = flro.0) + 8rGao) - (5) + 6 o) ()

nebo (3(t) = f(xo, y0) + df (x0, y0)(v) + 3 Hf (x0, y0)(v, v), kde
v = (&,n) = c/(t) je prirGstek zadany derivaci kfivky c(t) a
Hessian symetricka 2—forma.
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Tecnd rovina je vynesena spolu s kvadratickym pfriblizenim pro
funkci f(x,y) = sin(x) cos(y).
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Tecnd rovina je vynesena spolu s kvadratickym pfriblizenim pro
funkci f(x,y) = sin(x) cos(y).

Obecné pro funkece f : E, — R, body x = [x1,...,x,] € Ep a
prirastky v = (&1,...,&n) klademe

k
= S ) &6

oxi, ...0x;
1<it,cyig<n 1 "k
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[ Jelelelo)

Taylorova véta

Taylorova véta pro funkci jedné proménné aproximovala danou
funkci v okoli bodu xg Taylorovym polynomem, pticemz zaroven
udavala chybu, jiz se pfi tomto odhadu dopoustime.
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[ Jelelelo)

Taylorova véta

Taylorova véta pro funkci jedné proménné aproximovala danou
funkci v okoli bodu xg Taylorovym polynomem, pticemz zaroven
udavala chybu, jiz se pfi tomto odhadu dopoustime.

U funkci vice proménnych je situace podobnd, pouze formdiné
slozitéjsi.

Taylorovym polynomem funkce f stupné m (se stfedem) v bodé x*
nazyvame polynom (vice proménnych), ktery ma s funkci f stejnou
funkéni hodnotu v daném bodé x* a stejnou hodnotu vsech
parcidlnich derivaci az do fadu m vcetné.
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Véta (Taylorova)

Necht ma funkce f : E, — R v bodé x* a néjakém jeho okoli
spojité parcidlni derivace az do rddu m + 1. Pak pro v € R" plati:

f(x) = f(x" +v) = Tm(x) + Rn(x),
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0®000
Véta (Taylorova)

Necht ma funkce f : E, — R v bodé x* a néjakém jeho okoli
spojité parcidlni derivace az do rddu m + 1. Pak pro v € R" plati:

f(x) = f(x" +v) = Tm(x) + Rn(x),
kde
To(x) = () 4 dF(Y(W) 4 2 F(YW) 4+ d7F((),

resp.

1

CES TR OIS U

Rm(x) =

je Taylortiv polynom, resp. zbytek v Taylorové vzorci a v = x — x*
Jje vektor diferenci.
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0®000
Véta (Taylorova)

Necht ma funkce f : E, — R v bodé x* a néjakém jeho okoli
spojité parcidlni derivace az do rddu m + 1. Pak pro v € R" plati:

f(x) = f(x" +v) = Tm(x) + Rn(x),
kde
To(x) = () 4 dF(Y(W) 4 2 F(YW) 4+ d7F((),

resp.

1

CES TR OIS U

Rm(x) =

je Taylortiv polynom, resp. zbytek v Taylorové vzorci a v = x — x*
Jje vektor diferenci.

Dukaz: pomérné snadny s vyuzitim Taylorovy véty pro funkci
F(t) = f(x* +t-v) iedné proménné t.
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PFiblizme si uvedené pojmy ve dvou proménnych:
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00e00

PFiblizme si uvedené pojmy ve dvou proménnych:
Tecéna rovina: f(xp, o) + df (xo0, ¥0)(x — X0, ¥ — Y0)
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00e00

PFiblizme si uvedené pojmy ve dvou proménnych:
Tecéna rovina: f(xp, o) + df (xo0, ¥0)(x — X0, ¥ — Y0)
Vyraz tretiho radu

O3 f
Ox0y?

O3f
Ox20y

O3F
2 3
& dy3 g

3 837( 3 2
d f(x,y)(f,n)zﬁé’ +3 &n+3



Derivace vyssich rada, Taylorova véta

00e00

PFiblizme si uvedené pojmy ve dvou proménnych:

Tecéna rovina: f(xp, o) + df (xo0, ¥0)(x — X0, ¥ — Y0)

Vyraz tretiho radu

8 f 63f O3f 4
oy T 5

O*f
PFly)6m = 558 35,25,

a obecné
Kk okF
d“F(x,y)(&n) = Z <£> Wfk%ne-
(=0

Poznamka

|

Uvedené vyrazy Vam jisté (moznd, snad?) pfipominaji binomickou
vétu. Tak si je Ize rovnéz ,neformalné” zapamatovat:

*Fxy)(em) = (56 + 5om)

pricemz j-té mocniny nahrazujeme j-tymi parcidlnimi derivacemi.
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Aproximace

Taylorova véta nam (stejné jako v jednorozmérném pripadé) dava
lepSi moznosti aproximace funkci v okoli bodu neZ pouhy
diferencial.

PFenost vypoctu samozfejmé pfimo ovlivni i volba funkce, jejiz
hodnoty budeme aproximovat.
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Aproximace

Taylorova véta nam (stejné jako v jednorozmérném pripadé) dava
lepSi moznosti aproximace funkci v okoli bodu neZ pouhy
diferencial.

PFenost vypoctu samozfejmé pfimo ovlivni i volba funkce, jejiz
hodnoty budeme aproximovat.

’ v Vil v v 3_
Pomoci Taylorovy véty priblizné vypocteme e%:05°—0.02
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Reseni

PFibliznou hodnotu vypoc¢teme pomoci Taylorova polynomu 2.
stupné funkce f(x,y) = e *Y v bodé& [0, 0] s diferencemi
v = (& n) =(0,05; —0,02).
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Reseni

PFibliznou hodnotu vypoc¢teme pomoci Taylorova polynomu 2.

stupné funkce f(x,y) = e *Y v bodé& [0, 0] s diferencemi

v = (& n) =(0,05; —0,02).

Parcialni derivace jsou: ,
3 3

%:ex'i_y.?’)(z’ %:ex+y7 %:

3 2 3 3
e .(3x2 - 3x% + 6x), gT; =1y .3x2 Xty

Pf _
oy? —

)




Derivace vyssich rada, Taylorova véta
ooooe

Reseni

|
<
N

PFibliznou hodnotu vypoc¢teme pomoci Taylorova polynomu 2.
stupné funkce f(x,y) = e *Y v bodé& [0, 0] s diferencemi

v = (& n) =(0,05; —0,02).

Parcialni derivace jsou:

of _ o34y 3,2 Of 3+y ﬁ

ox — 3x7, 5, =, Ga

X34y | 3+y 2 9%f _ X34y
e -(3x2 - 3x% 4 6x), 2 axy = 3x%, gz =e .
Pak

T2(0+§7O+77) =

= £(0,0) +df(0,0) - (&, 1) + (€, ) - d*£(0,0) - (f,) -

=1+7+7%
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Reseni

|
<
N

PFibliznou hodnotu vypoc¢teme pomoci Taylorova polynomu 2.
stupné funkce f(x,y) = e *Y v bodé& [0, 0] s diferencemi

v = (& n) =(0,05; —0,02).

Parcialni derivace jsou:

of _ o34y 3,2 Of 3+y ﬁ

ax — 3x7, 5, =, Ga

3ty Pf _ o34y 3,2 Pf _ Xty
e -(3x2 - 3x% 4 6x), 2 axy = 3x%, gz =e .
Pak

T2(0+¢,0+n) =
= £(0,0) +df(0,0) - (&, 1) + (€, ) - d*£(0,0) - (f,) -
= 1+79+72

Odtud dostavdme odhad

005°-0.02 1y 1 9 02 4 0,022 = 0, 9804.
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