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Inverzni a implicitni zobrazeni
°

Véta o inverznim zobrazeni

Necht F : E, — E, je spojité diferencovatelné zobrazeni na
néjakém okoli bodu x* € E, a necht je Jacobiho matice D F(x*)
invertibilni. Pak na néjakém okoli bodu x* existuje inverzni
zobrazeni F~! a jeho diferencidl v bodé F(x*) je inverznim
zobrazenim k DYF(x*), tzn. je zadan inverzni matici k Jacobiho
matici zobrazeni F v bodé x*.
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Véta o inverznim zobrazeni

Necht F : E, — E, je spojité diferencovatelné zobrazeni na
néjakém okoli bodu x* € E, a necht je Jacobiho matice D F(x*)
invertibilni. Pak na néjakém okoli bodu x* existuje inverzni
zobrazeni F~! a jeho diferencidl v bodé F(x*) je inverznim
zobrazenim k DYF(x*), tzn. je zadan inverzni matici k Jacobiho
matici zobrazeni F v bodé x*.

Princip dikazu: Z pravidla pro derivovani slozené funkce vyplyva,
ze pokud diferencovatelnd inverze existuje, pak musi byt jeji
Jacobiho matice inverzi k pavodni Jacobiho matici (srovnejte

s pripadem 1 proménné). Ditkaz pomérné komplikovanym
zplisobem vyvozuje, ze diky invertovatelnosti Jacobiho matice
existuje diferencovatelna inverze.
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Véta o implicitni funkci

Pro jednoduchost vylozime ideu v roviné E;:
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Véta o implicitni funkci

Pro jednoduchost vylozime ideu v roviné E;:

Pro spojité diferencovatelnou funkci F(x,y) : E; — R hledejme
body [x, y], ve kterych plati F(x,y) = 0. Pfikladem muze byt
tfeba obvykla (implicitni) definice pfimek a kruznic:

F(x,y)=ax+by+c=0
Fix,y)=(x—5s)2+(y—t)>—r*=0, r>0.
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Véta o implicitni funkci

Pro jednoduchost vylozime ideu v roviné E;:

Pro spojité diferencovatelnou funkci F(x,y) : E; — R hledejme

body [x, y], ve kterych plati F(x,y) = 0. Pfikladem muze byt

tfeba obvykla (implicitni) definice pfimek a kruznic:
F(x,y)=ax+by+c=0
Fix,y)=(x—5s)P2+(y—t)>-r*=0, r>0.

V prvnim pripadé je (pfi b # 0) predpisem zadand funkce

pro vSechna x.
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Véta o implicitni funkci

Pro jednoduchost vylozime ideu v roviné E;:

Pro spojité diferencovatelnou funkci F(x,y) : E; — R hledejme
body [x, y], ve kterych plati F(x,y) = 0. Pfikladem muze byt
tfeba obvykla (implicitni) definice pfimek a kruznic:

F(x,y)=ax+by+c=0
Fix,y)=(x—5s)2+(y—t)>—r*=0, r>0.

V prvnim pripadé je (pfi b # 0) predpisem zadand funkce

pro viechna x. Ve druhém pripadé umime pouze pro [a, b] splfiujici
rovnici kruznice a b # t najit okoli bodu a, na kterém nastane
jedna z moznosti: y = f(x) =t + /(x —s)?> — r,

Y= ()= t—\/x—sP .
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Body [s = r, t] také vyhovuji rovnici kruznice, plati v nich ale
Fy(s £ r,t) =0, coz vystihuje polohu te¢ny ke kruznici v téchto
bodech rovnobézné s osou y. V téchto bodech neumime najit
okoli, na némz by kruZznice byla popsdna jako funkce y = f(x).
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Body [s = r, t] také vyhovuji rovnici kruznice, plati v nich ale
Fy(s £ r,t) =0, coz vystihuje polohu te¢ny ke kruznici v téchto
bodech rovnobézné s osou y. V téchto bodech neumime najit
okoli, na némz by kruZznice byla popsdna jako funkce y = f(x).
Navic umime spoditat i derivace:

f’(x):l 2(x —s) :x—s:_i.
2 (X—S)2—I’2 y—t Fy
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Body [s = r, t] také vyhovuji rovnici kruznice, plati v nich ale
Fy(s £ r,t) =0, coz vystihuje polohu te¢ny ke kruznici v téchto
bodech rovnobézné s osou y. V téchto bodech neumime najit
okoli, na némz by kruZznice byla popsdna jako funkce y = f(x).
Navic umime spoditat i derivace:

1 2(x—5s) _x—s _ F

f'(x) == = —_x
() 2 (X—S)2—I’2 y—t Fy

Naopak, pokud budeme chtit najit zavislost x = f(y) takovou, aby
F(f(y),y) =0, pak v okoli bodt (s =+ r, t) bez problémi uspéjeme.
Vsimnéme si, Zze v téchto bodech je parcialni derivace Fx nenulova.
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Shriime pozorovani (pro pouhé dva priklady):
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Shriime pozorovani (pro pouhé dva priklady):

Pro funkci F(x,y) a bod [a, b] € E; takovy, ze F(a, b) = 0, umime
najit funkci y = f(x) spliiujici F(x, f(x)) = 0, pokud je

Fy(a, b) # 0. V takovém pfipadé umime i vypodist

f'(x) = —Fx/Fy. Z nasledujici véty plyne, Ze takto to plati vzdy,
navic rozsirené i na libovolné pocty proménnych.
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Shriime pozorovani (pro pouhé dva priklady):

Pro funkci F(x,y) a bod [a, b] € E; takovy, ze F(a, b) = 0, umime
najit funkci y = f(x) spliiujici F(x, f(x)) = 0, pokud je

Fy(a, b) # 0. V takovém pfipadé umime i vypodist

f'(x) = —Fx/Fy. Z nasledujici véty plyne, Ze takto to plati vzdy,
navic rozsirené i na libovolné pocty proménnych.

Posledni tvrzeni o derivaci pfitom je dobfe zapamatovalné
(i pochopitelné) z vyrazu pro diferencidl:

0=dF = Fydx+ F,dy = (Fx + F,f'(x)) dx.
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Véta (O implicitni funkci)

Necht F : E 11 — R je spojité diferencovatelna funkce na
otevreném okoli bodu [x*,y*| € E, x R, ve kterém je
F(x*,y*)=0a gg( x*,y*) # 0. Potom existuje spojitd funkce

f : E, — R definovand na néjakém okoli U bodu x* € E, takova,
Ze F(x, f(x)) = 0 pro vSechny x € U.

Navic ma funkce f v okoli bodu x* parcialni derivace spliujici

o (%, ()

ax,( x) = OF (x, f(x))
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Urcete lokalni extrémy funkce z = f(x,y), kterd je urena
implicitn& rovnici F(x,y,z) = x> + y?> 4+ 2> —xz —\2yz = 1.
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s
Priklad

Urcete lokalni extrémy funkce z = f(x,y), kterd je urena
implicitn& rovnici F(x,y,z) = x> + y?> 4+ 2> —xz —\2yz = 1.

Regeni

Derivovanim rovnosti podle x a y dostdvame:
2x+2z-zx—z—x~zx—\6sz:0
2y +2z-2,— x -z, — 2z —V2yz, =0,

odkud vyjadrime

z— 2x V2z =2y
= zyg = ————.
2z —x — /2y Y 2z —x — /2y

Zx
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Reseni (pokr.)

Stacionarni body musi splfiovat: z, = 0, z, = 0, tj. z = 2x = V/2y,
a tedy y = v/2x. Dosazenim do piivodni rovnice dostdvame
stacionarni body [1,1/2,2] a [-1, —v/2, —2]. V té&chto bodech je
F, # 0 (je to zaroven jmenovatel vSech zde vystupujicich zlomku),
proto je v jejich okoli implicitné uréena jista funkce z = f(x, y).
Dalsim derivovanim implicitni rovnice vypocteme parcialni derivace
f 2. fadu:

2 2
—— z,=0, z,=—"-—""———.
2z —x — /2y Y Y 2z —x — /2y

Zxx = —




Inverzni a implicitni zobrazeni
0000080

Reseni (pokr.)

Stacionarni body musi splfiovat: z, = 0, z, = 0, tj. z = 2x = V/2y,
a tedy y = v/2x. Dosazenim do piivodni rovnice dostdvame
stacionarni body [1,1/2,2] a [-1, —v/2, —2]. V té&chto bodech je
F, # 0 (je to zaroven jmenovatel vSech zde vystupujicich zlomku),
proto je v jejich okoli implicitné uréena jista funkce z = f(x, y).
Dalsim derivovanim implicitni rovnice vypocteme parcialni derivace
f 2. fadu:

2 2
—— z,=0, z,=—"-—""———.
2z —x — /2y Y Y 2z —x — /2y

Ve stacionarnich bodech je Hf negativné, resp. pozitivné definitni,
proto zde nastdvaji lokalni maximum, resp. minimum funkce f.

Zxx = —
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Nejobecnéjsi pripad, kdy definujeme implicitné zadané zobrazent,
popisuje nasledujici véta (v pfipadé n=1 kopiruje vétu o implicitni
funkci).
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Nejobecnéjsi pripad, kdy definujeme implicitné zadané zobrazent,
popisuje nasledujici véta (v pfipadé n=1 kopiruje vétu o implicitni
funkci).

Véta (O implicitnim zobrazeni)

Necht F : Ep,n — E, je spojité diferencovatelné zobrazeni na
otevfeném okoli bodu [x*, y*| € Ep,, X Ep = Epyn, v némz plati
F(x*,y*) =0 a det D}F % 0. Potom existuje spojité
diferencovatelné zobrazeni G : E,, — E, definované na néjakém
okoli U bodu x* € E,, s obrazem G(U), ktery obsahuje bod y*, a
takové, Ze F(x, G(x)) = 0 pro vSechny x € U.

Navic je Jacobiho matice D' G zobrazeni G na okoli bodu x*
zadana soucinem matic

D'G(x) = —(DyF)*(x, G(x)) - DyF(x, G(x)).
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Gradient funkce

Definition
Pro spojité diferencovatelnou funkci f(xi,...,x,) : E, — R se

vektor . a
df = —,...,—
<8X17 ’ 8x,,>

nazyva gradient funkce f.
V technické a fyzikalni literature se Casto zapisuje také jako grad f.
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Gradient funkce

Definition

Pro spojité diferencovatelnou funkci f(xi,...,x,) : E, — R se

vektor . a
df = —,...,—
<8X17 ’ 8x,,>

nazyva gradient funkce f.
V technické a fyzikalni literature se Casto zapisuje také jako grad f.

Rovnost f(x1,...,x,) = b's pevnou hodnotou b € R zadava
podmnozinu M C E,, kterd miva vlastnosti (n — 1)—rozmérné
nadplochy.
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Gradient funkce

Definition

Pro spojité diferencovatelnou funkci f(xi,...,x,) : E, — R se

vektor . a
df = —,...,—
<8X17 ’ 8x,,>

nazyva gradient funkce f.
V technické a fyzikalni literature se Casto zapisuje také jako grad f.

Rovnost f(x1,...,x,) = b's pevnou hodnotou b € R zadava
podmnozinu M C E,, kterd miva vlastnosti (n — 1)—rozmérné
nadplochy. Ptesnéji: pokud je vektor parcidlnich derivaci nenulovy,
muzeme lokdlné mnozinu M popsat jako graf spojité
diferencovatelné funkce v n — 1 proménnych.
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Gradient funkce

Definition

Pro spojité diferencovatelnou funkci f(xi,...,x,) : E, — R se

vektor . o
df = —,...,—
<8X17 ’ 8x,,>

nazyva gradient funkce f.
V technické a fyzikalni literature se Casto zapisuje také jako grad f.

Rovnost f(x1,...,x,) = b's pevnou hodnotou b € R zadava
podmnozinu M C E,, kterd miva vlastnosti (n — 1)—rozmérné
nadplochy. Ptesnéji: pokud je vektor parcidlnich derivaci nenulovy,
muzeme lokdlné mnozinu M popsat jako graf spojité
diferencovatelné funkce v n — 1 proménnych.

Hovofime v této souvislosti také o troviitovych mnozinach M,
(analogie vrstevnic v pf. n = 2).
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Na derivacich kfivek lezicich v Groviiové mnoziné My se bude
diferencidl df vzdy vydcislovat nulové:
f(c(t)) = b pro vSechna t, proto

%f(c(t)) — df(c(t)) = 0.
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lo] Jele}

Na derivacich kfivek lezicich v Groviiové mnoziné My se bude
diferencidl df vzdy vydcislovat nulové:
f(c(t)) = b pro vSechna t, proto

d
Ef(c(t)) =df(c'(t)) =0.
Pro obecny vektor v = (v1,...,v,) € E, je velikost pfislusné
smérové derivace funkce f:
f f
duf] =[5+ 5wl = cosil df v

kde ¢ je odchylka vektoru v od gradientu funkce f. Dokazali jsme:
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lo] Jele}

Na derivacich kfivek lezicich v Groviiové mnoziné My se bude
diferencidl df vzdy vydcislovat nulové:
f(c(t)) = b pro vSechna t, proto

d

af(c(t)) =df(c'(t)) =0.
Pro obecny vektor v = (v1,...,v,) € E, je velikost pfislusné
smérové derivace funkce f:
f f
duf] =[5+ 5wl = cosil df v

kde ¢ je odchylka vektoru v od gradientu funkce f. Dokazali jsme:

Smér zadany gradientem v bodé x = (xi,...,xn) je pravé ten
smér, ve kterém funkce f nejrychleji roste.

Tecnd rovina k neprazdné droviiové mnoziné My, v okoli jejiho
bodu s nenulovym gradientem df je uréena ortogonalnim doplrikem
ke gradientu.
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Ndsobklim gradientu v tomto pfipadé fikime normalovy vektor
nadplochy M.

Pro funkci f n proménnych a bod P = (a1, ...,an) € Mp v jehoZ
okoli je My, grafem funkce (n — 1) proménnych je implicitni rovnice
pro tecCnou nadrovinu

_of of

O—aixl(P)'(Xl—al)-l-'“-l-aXn

(P) - (%o — an).
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Example (Model osvétleni 3D objektu)

Pro 2D povrch zndme smér v dopadu svétla, tj. mame mnozZinu M
zadanou implicitné rovnici f(x, y,z) = 0 a vektor v. Intenzitu
osvétleni bodu P € M pak definujme jako Iy cos ¢, kde ¢ je (hel
mezi normdlou zadanou gradientem a vektorem opacnym ke sméru
svétla. (Znaménko Fika, kterou stranu plochy osvétlujeme, Iy je tzv.
svitivost.)

Napf. v = (1,1, -1) (tj. ,8ikmo doli") a

f(x,y,z) =x®>+y?>+22—1. Probod P = (x,y,z) € M

I(P) gradf - v —2x — 2y + 2z
= 0 =
| grad | [}v| 23

Dle ocekavani je plnou intenzitou ly osvétlen bod

P = %(—1,—1, 1) na povrchu koule.

lo.
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Tecné a normalové prostory

Obecné dimenze: funkce F = (f1,...,f,) : Em+n — En @ n rovnic
f;'(Xl,...,Xer,,):b,', izl,...,n.

dle véty o implicitni funkci je ,vétSinou" mnozina vsech reSeni
(X1, ..., Xm+n) grafem zobrazeni G : E,, — E,. Pro pevnou volbu
b= (by,...,bs) je samoziejmé mnozinou M vsech feseni prinik
nadploch M(b;, ;) pfislusejicich jednotlivym rovnicim f; = b;.
Totéz plati pro te€né sméry a normalové sméry:
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Tecné a normalové prostory

Obecné dimenze: funkce F = (f1,...,f,) : Em+n — En @ n rovnic
f;'(Xl,...,Xer,,):b,', izl,...,n.

dle véty o implicitni funkci je ,vétSinou" mnozina vsech reSeni
(X1, ..., Xm+n) grafem zobrazeni G : E,, — E,. Pro pevnou volbu
b= (by,...,bs) je samoziejmé mnozinou M vsech feseni prinik
nadploch M(b;, ;) pfislusejicich jednotlivym rovnicim f; = b;.
Totéz plati pro te€né sméry a normalové sméry:

Afinni podprostor v Ep,, obsahujici pravé vsechny te¢ny k M
bodem P dan rovnicemi:

oh ot

0= 5 (P)-Ga—a)+ o+ 5 2(P): (Xmin = amin)
of, oty

0= axl(P) : (Xl - 31)+ st 8x,,(P) : (Xm+n_ am+n)'
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Tento podprostor se nazyva teény prostor k (implicitné zadané)
plose M v bodé P. Normalovy prostor v bodé P je afinni
podprostor generovany bodem P a gradienty vsech funkci fi,...,f,
v bodé P, tj. tadky Jacobiho matice D'F.
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[e] Jeo}

Tento podprostor se nazyva teény prostor k (implicitné zadané)
plose M v bodé P. Normalovy prostor v bodé P je afinni
podprostor generovany bodem P a gradienty vsech funkci fi,...,f,
v bodé P, tj. tadky Jacobiho matice D'F.

Priklad

Spoctéme te¢nu a normalovy prostor ke kuzeloseéce v E3.
Uvazujme rovnici

0="Ff(x,y,z2)=z—/x2+y?

kuzelu s vrcholem v pocatku a rovinu zadanou

0=g(x,y,z)=z—2x+y+1.

Bod P = (1,0, 1) patfi jak kuzelu, tak roviné a prinik M téchto
dvou ploch je krivka.
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Piiklad (pokr.)

Jeji te€nou v bodé€ P bude pfimka zadana rovnicemi




Tecny a normaly k implicitné zadanym plocham

ooe

Piiklad (pokr.)

Jeji te€nou v bodé€ P bude pfimka zadana rovnicemi

1 1
0=—- ——2x (x—1)— ———=2y y
2/x? +y2 x=1,y=0 2 v x? +y2 x=1,y=0
+1-(z—-1)

= —Xx+z
0=-2(x—1)+y+(z—-1)=-2x+y+z+1




Tecny a normaly k implicitné zadanym plocham
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Priklad (pokr.)
Jeji te€nou v bodé€ P bude pfimka zadana rovnicemi

1 1
0=—- ——2x (x—1)— ———=2y y
2y/x? +y2 x=1,y=0 - v x? +y2 x=1,y=0
+1-(z—-1)

= —Xx+z
0=-2(x—1)+y+(z—-1)=-2x+y+z+1

zatimco rovina kolma k nasi kfivce bodem P bude parametricky
ddna vyrazem

(1,0,1) + 7(-1,0,1) + 0(—2,1,1)

s parametry T a o.




Vazané extrémy

Plan prednasky

© Vaizané extrémy
@ Metoda Lagrangeovych multiplikatort
@ Specialni optimaliza¢ni metody



Vazané extrémy

Jiz drive jsme se zabyvali Glohou nalézt absolutni extrém dané
funkce na (uzaviené) mnoziné, coz vedlo na vysetfeni lokalnich
extrém( funkce na hranici této mnoziny. Jinymi slovy, na hledani
extrémi funkce v bodech, které jsou vazany néjakou dalsi
podminkou.
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Jiz drive jsme se zabyvali Glohou nalézt absolutni extrém dané
funkce na (uzaviené) mnoziné, coz vedlo na vysetfeni lokalnich
extrém( funkce na hranici této mnoziny. Jinymi slovy, na hledani
extrémi funkce v bodech, které jsou vazany néjakou dalsi
podminkou.

Ukazeme nejprve nazorné graficky na pripadu funkci dvou
proménnych obecnou metodu.

Uréete lokalni extrémy funkce f(x,y) = x?y na mnozin&¢ M dané
implicitné rovnici 5x2 + 2y? = 14.




Vazané extrémy

Jiz drive jsme se zabyvali Glohou nalézt absolutni extrém dané
funkce na (uzaviené) mnoziné, coz vedlo na vysetfeni lokalnich
extrém( funkce na hranici této mnoziny. Jinymi slovy, na hledani
extrémi funkce v bodech, které jsou vazany néjakou dalsi
podminkou.

Ukazeme nejprve nazorné graficky na pripadu funkci dvou
proménnych obecnou metodu.

Uréete lokalni extrémy funkce f(x,y) = x?y na mnozin&¢ M dané
implicitné rovnici 5x2 + 2y? = 14.

Viz worksheet v Maplu.
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Metoda Lagrangeovych multiplikator(

V predchozim pfikladu jsme vidéli, ze normalovy vektor (tj.
gradient) funkce, k niz hleddme extrém, musi byt ve vySetfovaném
bodé prvkem normélového prostoru k plose (v témze bodé¢). Toto
samozrejmé plati i obecné.
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Metoda Lagrangeovych multiplikator(

V predchozim pfikladu jsme vidéli, ze normalovy vektor (tj.
gradient) funkce, k niz hleddme extrém, musi byt ve vySetfovaném
bodé prvkem normélového prostoru k plose (v témze bodé¢). Toto
samozrejmé plati i obecné.

Pokud je M ve vSech svych bodech grafem hladkého zobrazenti,
musi byt kazdy extrém P € M staciondrnim bodem, tj. pro kazdou
kfivku c(t) C M prochdzejici pfes P = c(0) musi byt h(c(t))
extrémem pro tuto funkci jedné proménné. Proto musi platit

& Me(t))o = deh(P) = dh(P)(E(0)) = 0
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Metoda Lagrangeovych multiplikator(

V predchozim pfikladu jsme vidéli, ze normalovy vektor (tj.
gradient) funkce, k niz hleddme extrém, musi byt ve vySetfovaném
bodé prvkem normélového prostoru k plose (v témze bodé¢). Toto
samozrejmé plati i obecné.

Pokud je M ve vSech svych bodech grafem hladkého zobrazenti,
musi byt kazdy extrém P € M staciondrnim bodem, tj. pro kazdou
kfivku c(t) C M prochdzejici pfes P = c(0) musi byt h(c(t))
extrémem pro tuto funkci jedné proménné. Proto musi platit

& Me(t))o = deh(P) = dh(P)(E(0)) = 0

Tato vlastnost je ekvivalentni tvrzeni, ze gradient h lezi v
normalovém podprostoru (pFesnéji v jeho zaméreni). Takové body
P € M budeme nazyvat stacionarni body funkce h vzhledem

k vazbam F.



0e000
V praxi mivaji optimalizacni Glohy ¢asto m + n parametri, které
jsou vazany n podminkami. V nasem jazyce diferencidlniho poctu
tedy hleddame extrémy spojité diferencovatelné funkce h na
mnoziné bodi M zadanych implicitné rovnici F(x1,...,Xm+n) =0
(F : Emtn — En).
Normdlovy prostor k nasi mnoziné M je generovan radky Jacobiho
matice zobrazeni F a stacionarni body jsou proto ekvivalentné
ureny nasledujicim tvrzenim, kterému se fikd metoda
Lagrangeovych multiplikatori:



0e000
V praxi mivaji optimalizacni Glohy ¢asto m + n parametri, které
jsou vazany n podminkami. V nasem jazyce diferencidlniho poctu
tedy hleddame extrémy spojité diferencovatelné funkce h na
mnoziné bodi M zadanych implicitné rovnici F(x1,...,Xm+n) =0
(F : Emtn — En).
Normdlovy prostor k nasi mnoziné M je generovan radky Jacobiho
matice zobrazeni F a stacionarni body jsou proto ekvivalentné
ureny nasledujicim tvrzenim, kterému se fikd metoda
Lagrangeovych multiplikatori:

Véta

Necht F = (fi,...,f,) : Emin — En je spojité diferencovatelnd

v okoli bodu P, F(P) =0 a M je zaddna implicitné rovnici
F(x1,...,Xm+n) = 0, pfi¢emZ hodnost matice D'F v bodé P je n.
Pak P je staciondarnim bodem spojité diferencovatelné funkce

h: Eptn — R pravé, kdyz existuji redlné parametry A1, ..., A,
takové, Ze

gradh= Aygradfi +---+ A\, grad f,.
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Vsimnéme si poCtu nezndmych a rovnic v tomto algoritmu:
gradienty jsou vektory o m + n souradnicich, tedy pozadavek z véty
ddvd m + n rovnic. Jako nezndmé mame jednak souradnice

X1, ..., Xm+n hledanych stacionarnich bodid P, ale navic také n
parametr(i \; v hledané linedrni kombinaci. Zbyva vSak pozadavek,
ze hledany bod P patfi implicitné zadané mnoziné M, coz
predstavuje dalSich n rovnic. Celkem tedy mame 2n + m rovnic pro
2n+ m proménnych a proto |ze olekavat, Ze reSenim bude diskrétni
mnozina bodl P (tj. kazdy z nich bude izolovanym bodem).
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Absolutni extrémy

Vyklad o viazanych extrémech jsme zacali tim, Ze pro nalezeni
absolutnich extrém( funkce na kompaktni mnoziné casto

potfebujeme vySetfeni extrémi na mnoziné bodl vazanych néjakou
podminkou.
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Absolutni extrémy

Vyklad o vdzanych extrémech jsme zacali tim, ze pro nalezeni
absolutnich extrém( funkce na kompaktni mnoziné casto
potfebujeme vySetfeni extrémi na mnoziné bodl vazanych néjakou
podminkou.

llustrujme si to na prikladu:

Maximalizujte f(x,y) = 2x + y za podminky XT2 +y? <1
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Reseni

Mnozina uréend vazebni podminkou je uzaviend a ohranicen4,
proto zde nabyva jakdkoliv spojitd funkce svych extrémii, a to bud
ve stacionarnich bodech nebo na hranici. Snadno se ale
presvédéime (df (x,y) = (2,1)), ze uvnitf mnoZiny extrémy nejsou.
Proto maximalizujeme funkci f za podminky %2 +y?2=1.
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Reseni

Mnozina uréend vazebni podminkou je uzaviend a ohranicen4,
proto zde nabyva jakdkoliv spojitd funkce svych extrémii, a to bud
ve stacionarnich bodech nebo na hranici. Snadno se ale
presvédéime (df (x,y) = (2,1)), ze uvnitf mnoZiny extrémy nejsou.
Proto maximalizujeme funkci f za podminky %2 +y?2=1.
Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(x,y,\) =2x+y — )‘(XT2 + y? —1). Pak dostavame:

X
0=L,=2-A2
2

0=1L,=1-2\y
2

X
0=—1y2 1.
2 Y
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Reseni

Mnozina uréend vazebni podminkou je uzaviend a ohranicen4,
proto zde nabyva jakdkoliv spojitd funkce svych extrémii, a to bud
ve stacionarnich bodech nebo na hranici. Snadno se ale
presvédéime (df (x,y) = (2,1)), ze uvnitf mnoiiny extrémy nejsou.
Proto maximalizujeme funkci f za podminky - +y?2=1.
Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(x,y,\) =2x+y — )\(XT2 + y? —1). Pak dostavame:

X
0=L,=2-A2
2

0=1L, =12
2
X 2
X2
0 4+y
Odtud snadno x = §, y = 51, a tedy A = Y37, x:% :\/%

1
(resp. A = —g,x = —\/%,y = —\/% pro minimum).
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Specialni optimaliza¢ni metody

Zminme se jen ve strucnosti o specidlnich optimalizacnich
technikdch, které se v dnesni praxi pouzivaji. Zajemce o blizsi
seznameni s nimi mzeme odkazat na dalsi predméty MU, napfr.:

e Optimalizace — P¥F: M0160 (jaro)
e Optimalizace — PV027 (jaro)

° Ulohy linedrni a celociselné optimalizace a jejich reseni -
IA102 (jaro)

Linedrni programovani — P¥F: M4110 (jaro)

Matematické programovani — P¥F: M5170 (podzim)

Celodiselné programovéni — PEF: M8150 (jaro)



Vazané extrémy

Metoda gradientu

Jiz drive jsme zminili, Ze funkce nejrychleji roste ve sméru
gradientu (a nejrychleji klesd ve sméru opaéném) — proto je
prirozené se pfi hledani maxima vydat z daného bodu ve sméru
gradientu (analogie chozeni do kopce nejprudsim svahem). Otazka
je, jak dlouho ,jit" a jak Casto gradient pocitat.

Iterace:

Xn+1 = Xn + Yn grad f(X,,),

pro dostate¢né malé 7,, aby f(x,11) > f(xn).



Vazané extrémy

Metoda gradientu

Jiz drive jsme zminili, Ze funkce nejrychleji roste ve sméru
gradientu (a nejrychleji klesd ve sméru opaéném) — proto je
prirozené se pfi hledani maxima vydat z daného bodu ve sméru
gradientu (analogie chozeni do kopce nejprudsim svahem). Otazka
je, jak dlouho ,jit" a jak Casto gradient pocitat.

Iterace:

Xnt+1 = Xn + Vo grad f(xp),
pro dostate¢né malé 7,, aby f(x,11) > f(xn).
Problémy:
@ naro¢ny opakovany vypocet 7,
o velky pocet iteraci v pripadé velmi rliznorodé krivosti

v rliznych smérech; napf Rosenbrockova bandnova funkce —
f(x,y) = (1 — x)? +100(y — x?)2.
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Newtonova optimalizacni metoda

Newtonova metoda je dobfe zndmy numericky postup pro nalezeni
korfenli dané redlné funkce f . Zndme-li bod xg ,rozumné* blizko
kofene, zkonstruujeme v bodé [xp, f(xp)] te¢nu ke grafu funkce f a
za bod x; zvolime prisecik tecny s osou x. Tento postup
opakujeme. Snadno je vidét, ze plati rekurentni vztah

f(xn)
Xn4+1 = Xn — f’(Xn) .
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Newtonova optimalizacni metoda

Newtonova metoda je dobfe zndmy numericky postup pro nalezeni
korfenli dané redlné funkce f . Zndme-li bod xg ,rozumné* blizko
kofene, zkonstruujeme v bodé [xp, f(xp)] te¢nu ke grafu funkce f a
za bod x; zvolime prisecik tecny s osou x. Tento postup
opakujeme. Snadno je vidét, ze plati rekurentni vztah

f(xn)
Xn4+1 = Xn — f’(Xn) .

Tento postup napf. poskytuje efektivni postup pro vypocet v/2
s libovolnou presnosti; pokud bychom ale chtéli hledat reseni
rovnice x1/3 = 0, tak snadno vidime, ¥e metoda diverguje, at
za¢neme jakkoli blizko 0.
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Pfi hledani extréma funkci (i vice proménnych) mize byt Newtona
metoda vyuZzita pro nalezeni staciondrnich bodl — v nich musi byt
derivace nulova, proto jde vlastné o nalezeni kofeni derivace
iterativnim postupem

Xni1 = Xn — (Hf (x,)) 71 - grad f(x,).



Vazané extrémy
[ee]eY Tolelele

Pfi hledani extréma funkci (i vice proménnych) mize byt Newtona
metoda vyuZzita pro nalezeni staciondrnich bodl — v nich musi byt
derivace nulova, proto jde vlastné o nalezeni kofeni derivace
iterativnim postupem

Xni1 = Xn — (Hf (x,)) 71 - grad f(x,).

Vypocet inverze Hessidnu je ¢asové narocna operace, proto se
casto misto toho vyuziva

@ metoda sdruzenych gradientl pro feseni prislusné soustavy,

@ riznych tzv. kvazi-newtonovskych metod, vyuZivajicich pouze
priblizného Hessianu (napt. BFGS).
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Linearni programovani

Uloha linearniho programovani
Pro dana ¢ € R” tesi linedrni programovani Glohu optimalizovat
(tj. maximalizovat nebo minimalizovat) linedrni dcelovou funkci

f(x)=c-x=cx1+ -+ cpXn
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Linearni programovani

Uloha linearniho programovani
Pro dana ¢ € R” tesi linedrni programovani Glohu optimalizovat
(tj. maximalizovat nebo minimalizovat) linedrni dcelovou funkci

f(x)=c-x=cx1+ -+ cpXn
za danych (linedrnich) omezeni

al-XSbl

ak'XSbk

aky1 X = by

ag~X:bg
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Linearni programovani

Lze ukdzat, Ze kazdou (rozumnou) Glohu linedrniho programovani
Ize prevést na tzv. standardni dlohu tvaru

maximalizovat  f(x) = c- x
za podminek

a1 - x<b

ak'XSbkv

kde x; > 0,...,x, > 0.
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Simplexova metoda

Standardni Glohu Fesi klasicka Simplexovd metoda (George
Dantzig, 1947).
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Simplexova metoda

Standardni Glohu Fesi klasicka Simplexovd metoda (George
Dantzig, 1947).

Uvodni faze spociva v nalezeni néjakého vrcholu na polytopu
(zobecnéni polyedru na vice dimenzi), ktery je tvofen body
vyhovujicimi podminkam. V dalsich krocich postupuje po hranach
do vrcholli s vyssi hodnotou Gcelové funkce.
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Simplexova metoda

Standardni Glohu Fesi klasicka Simplexovd metoda (George
Dantzig, 1947).

Uvodni faze spociva v nalezeni néjakého vrcholu na polytopu
(zobecnéni polyedru na vice dimenzi), ktery je tvofen body
vyhovujicimi podminkam. V dalsich krocich postupuje po hranach
do vrcholli s vyssi hodnotou Gcelové funkce.

Sice je ukazan priklad podminek, kdy simplexovd metoda projde
nesikovné véech 2" vrcholil (jde o priklad zborcené n-rozmérné
krychle), a tedy metoda je v nejhor$im pripadé exponencidlni, ale
v praxi je obvykle pozoruhodné (ispésna (kolem roku 2000 bylo
dokdzano, ze ocekdvany cas béhu na ndhodném vstupu je
polynomialni).
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Priklad

Maximalizujte f = 2x — 3y + 4z za podminek

4x -3y +2z<3
x+y+z<10
2x+y—z<10
x>0,y>0,z>0.
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